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I. 

Ueber  die  atmospliärisclief  TorzAgrllcIi 

die  terrestriseiie  Reft^action,  und  ftlier 

RefiractionBCurren  im  AUgremeinen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Theorie  der  atmospli&risciieii  Refraction  ist  schon  sehr 
hSufig  und  mit  dnem  grossen  Auffvonde  voni  Scharfsinn  und  ana- 
lytischem Calcul  behandelt  i^orden.  Im  AUaemeinen  lassen  sich 
aber  zwei  Haofütrichtangen ,  welche  man  bei  der  Entwickelung  die- 
ser In  vielen  Beziehungen  so  wichtigen  Theorie  yerfoli^  hat^  von 
einander  unterscheiden^  von  denen  ich  die  eine  mit  dem  Namen 
der  geometrischen,  die. andere  mit  dem  Namen  der  physiica- 
li sehen  belegen  mochte«  JOer  bedeutendste  Repräsentant  der 
ersten  Richtung  ist  Lambert,  dessen  zu  damaliger  Zeit  aller- 
dings sehr  elegante*  Schrift:  Les  propriiStäs  remarquables 
de  )a  ronte  de  la  lumiöre  par  les  airs  et  en  gen^ral  nar 
plusieurs  millesx  Täfringens  sphäriques  et  concentri- 
ques,  avec  la  Solution  des  probl^mes,  qui  y  ont  du  rap- 
port,  comme  sont  les  räfractions  astronomiques  et  ter- 
restres,  et  ce  qui  en  depend.  Par  J.  H.  Lambert.  A  la 
Haye.  1758.  8«,  die  auch  in  einer  deutschen  Uebersetzung : 
Eigenschaften  der  Bahn  des  Lichts.  Von  J.  H.  Lambert. 
Berlin.  1772.  8.  erschienen  ist,  nach  meiner  Meinung  auch  jetzt 
immer  noch  Beachtung  verdient.  Der  bedeutendste  Repräsentant 
der  zweiten  liichtiing  Ist  Laplace,  welcher  bekanntlich  im  zehn- 
ten  Buche  der  Mäcanique  Celeste.  T.  IV.  p.  23L  die  Theorie 
der  sogenannten  astronomischen  und  terrestriscnen  Refraction  aus 
dem  ^nysilcalischen  Gesichtspunkte  auf  eine  höchst  scharfsinnige 
und  ein  wahres  Muster  fQr  derartige  physikalische  Untersuchsngen 
darbietende  Weise  behandelt  hat  *). 


*)  In  dem  Mt&moire  «ur  la  mssar«  th^oriqae  et  ezD^ri- 
mentale  de  la  r'^fraction  terrestr«,    avec  son  application  a 


Theil  X. 
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Der  geometrischen  Behandlung  dieses  Gegenstandes,  wenn 
dieselbe  auch  allerdings  keineswegs  so  tief  in  die  eigentliche  Natur 
desselben  einzuführen  geeignet  ist  wie  die  physikalische  Behand- 
lupg,  scheint  mir  immer  der  Vorzug  zu  gekühren«  dass  sie  sich 
ohne  alle  hypothetischen  Voraussetzungen  durchführen  lässt  und 
nur  einige  durch  die  genauesten  Versucne  mehrerer  Physiker  aus- 
ser allem  Zweifel  gesetzte  Erfahrunßssätze  als  Grundlagen  in  An- 
spruch nimmt,  überdies  aber  zugleich  zu  mehreren  auch  in  geo- 
metrischer Rücksicht  interessanten  Resultaten  führt,  und  Aman 
fern  in  der  Astronomie  und  Gecrtäsie  zugänglicher  sein  dürfte  als 
ie  Behandlung  aus  dem  physitcatischen  Gesichtspunkte.  Da  nun 
<ye  Methode«  nach  welcher  dieser. wichtige  Gegenstand  in  der.ob^ 
^geHihrleH  »ehVift  vo«  L  a  m  W  e  i^l  itefr  MllandeM  fifids€>  fte^e*!- 
«M^m  abk  veraltet  m  betraclitf b^  UH,  ilberh^t  aiiah  diesa  S«|flft 
rücl^^ichtticli  inrer  Yorständlichkeit  Anfangern  nv^iche  »SpnB;ierig- 
kebu  «brUstAfi  diUbe;^  so  halift  itfh.  v^rsödity  .ii^iTlMtf«  der 
atmosphärichen  Refraction  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  einer  ganz  neuen  Behandlung  zu 
unterwerfen,  und  dabei. namentlich  anch  ein^e  allgemeine  Eigen* 
schallen  der  RefractroHdcurven  deatRch  hervorzuhenen  und  streng 
zu  beweisen.  Bemerken  muss  ich  jedoch,  dass  ich  bei  dieser  Un- 
tersuchung mein  Augenmerk  hauptsächlich  auf  die  sogenannte  ter- 
restrische Refraction  gerichtet  habe,  weil  die  astronomische  Re- 
fraction überhaupt  schon  öfter  und  tiefer  eingehend  all(  jene  behan- 
delt worden  ist.  Auch  muiss  ich  ofren  gestehen,  dass  es  mir 
iihmer  wie»ig  natorgemiss  geschieneÄ  fa»t,  die  terrastrische  Refrac^ 
tiom  bloss  d^m  HoriamitalaDatande  der  beiden  Sjkatidnen  oder  d«a 
von  dereii  Vertikalen  am  Mittelpunkte  der  Uridie  ^geAchlosseneil 
Winkel  >  öhn«  alle  Rücksicht  auf  die  Zenitkdiatagi^i,  properttraul 
SU    setzen,    wie  gegenwärtig  nach   Lanberl  (a.  a.  O.  pi  91^. 


Th^r^me  XXVIIL )  und  La  place  (a..'a.  O^  p.  228.)  alkremein 
geschieht,  Ja  ick  bin  selbst  aer  Meinung,  dass  die  gering« liebet* 
«iostimmvng  in  den  Ton  verschieden  es  Gelehrten  bestinmleii 
Werthen  des  Coefiicientes  der  terresiriscben  Refraction  *)  nicht 
bloss,  wie  gewöbntich  behauptet  i^ird,  dec^gronae»  Veriiiderlich* 
keit  der  Luftbeschaffenheit  in  den  der  Brdä  »näiher  liegenden 
SohichteA  der  Atmosphäre,    sondern  zunttTbetl-^^igewiss.  aoak  de? 


-r 


la  d^torraination  exacte  de»  diff^peq.qes  de  nivean,  d'a|ir^t 
les  obserTationt  des  distances  as^n  Tth^i  es  iimples  on  r^oi- 
pi^oqiies.  ParM.  Biot.  Pari«.  1842.  d. ^  der  iieaestca  mir  bekann- 
ten Schrift  über  diesen  Gegenstarid,  schlfess^  sich  der  Verfairscfl^  in  den 
Grandlehren  nnd  im  Princip  an  Laplace  an.  Jedenfalls  aber  verdient 
diese  Schrift  über  die  physikalische  l'heiirie  der  Refraction  Beachtung 
und  aUgeoieiner  bekannt  tu  werde»,  als  aie  bis  jetzt  geworden  c»  «ein 
MheiitL 

*)  Pen  CoefOcienten  der  terrestrischen  l^raMenberechnnog  setzen 

die  Engländer  - 0,2000, 

die  Franzosen    ••.•....'•  0,1000, 

Corabeaf 0,1285, 

die  ostprenssische  Gradniessang      .     .  0,1370, 

Gaass 0,1806,    r. 

Slfave •,1237. 
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Mangelhaftigkeit  der  Theorie  der  terrestrischen  Refraction  und 
manchen  AoslasMiingen ,  welche  man  sich  bei  der  Entwickelung 
derselben  gestattet  nat ,  anheim  fallt.  In  der  That  werden  auch, 
wie  ich  wenigstens  hole^  die  in  dieser  Abbandlune  geeebenen 
Entwickelungen  deutlich  in's  Licht  setzen,  dass  nicht  bloss  die 
astronomische,  sondern  allerdings  auch  die  terrestrische  Refraction 
auf  eine  bestimmte  Weise  von  der  Zenitbdistanz  abhängt,  und 
dass  die  Torher  erwähnte  gewobiiliclie  Annahme,  nach  welcher 
dieselbe  bloss  dem  HorixontalabstaBde  der  beiden  ^^ationeri  oder 
dem  von  dereu  Verttkaleo  am  Mittelpunkte  der  Erde  eingeschlos- 
senen Winkel  proportional  seip  soll,  nvr  al#  ^iße  robers'  AiwilUbe- 
rung  betrachtet  werden  fl»uss.  Dajber  bin  ioli  auch  der  JMetnUiis, 
dass  eine  neue^  auf  eine  möglicb^t  gtosse  Anzahl  genauer  BeoE- 
achtungen  gef{riin<]ete  Bestimmung  des  CoefBciettten  der  terfästri- 
scben  Hefraction,  mit  Anwendung  4er  Jn  dieser  Abhandlung  ett- 
wickelten  Formeln  und  gehöriffer  Berücksiqhtigung  der  £eMb- 
distanzen,  so  wie  dieselben  in  aiesen  Forfneln  hervortreten,  femer 
auch  mit  strenger  Rucksicht  auf  den  zeitigen  Stand  der  meteoro- 
logischen Instrumente,  Bedflrfniss  ist  una  Noth  thut,  und  stehe 
nicht  an,  hier  den  Wunsch  auszusprechen,  dass  ein  mit  allen 
Bothigen  Hfilfsmitteln  geh5rig  ausgerüsteter,  in  einer  zu  solchen 
Beobachtungen  ^eefghet^n  Geg^d  y^ohn^wet  Gelehtteh  sith  die- 
ser ÜrifersQchun^  uAterzlefaen ,  odef  eine  e^leln^e  Gesellscfaatt  oder 
eine  Regierung  dieselbe  zti  rer&nlässeh  sidi  geiiet^  fühf^  lUoehtä, 
da  mir  selbst  in  dem  hiesigem  vfiUigen  Flachlande  jed^  Gelegenheit 
Kur  erfoigfekhen  Durchfilhrung  derselben  riiän^ett. 

Was  ich  ausser  der  vollständigem  6e|Hindbing  der  tivrbstri- 
sehen  Refraction  anp  Schliisf  dieser  Abbaodblng  noch  übet  dlA 
astronomische  Refraction  gesagt  habe,  ist  nur  der  Vollständigkeit 
wegen  und  Anfiingern  zu  Liebe  beigefilgt  wordei^,  und  hat  keines- 
wegs den  Zweck,  diesem  sehen  so  TieUach  und  in  vielen  Bezie- 
hongen  mit  so  glücklichem  Erfolge  behandelten  h5chst  wichtigen 
Gegenstände  eine  neue  Ansicht,  anzugewinneo,  oder. denselben  auf 
irgend  eine  Weise  einen  Schritt. weiter. zu  iUiren.  HifVfib^r  fisdbei 
mau  AUes,  was  zu. wissen,  wänscbensw^rth  sein  kann,  in  LapTar 
ce's  berühmtem  Werke,,  and  in  BesseTs,  Carlini's  und.«»- 
derer  Astronomen  allgemein  bekiinpt^n  Sebrifren» 
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Erfahrunggsätze. 

Wir  werden  im  Folgenden  bei  der  Entwiekeinng  der  Theorie 
der  atroo8phämc)i^  Refraction  von  einijf^en  ErfahrongssätKen  au8^ 
gehellt  deren  RicMgkeit  durch  viele  mit  grosser  Sorgfalt  und  Ge- 
nattigkeit  von  mielireren  Physikern  angestellte  Versuche  als  nas- 
ser allem  Zweifel  gesetzt  betrachtet  werden  kann.  Diese  SStse 
wollen  wir  9  um  eine  sichere  Grundlage  fClr  das  Folgende  zu  ge- 
winnen,  jetzt  hier  in  der  Kfirze  zusammenstellen,  wenn  dieselben 
auch  allgemein  bekannt  sind,  und  sich  in  jedem  et>vas  vollständi- 
gem physikalisehen  Lehrbuche  sämmtlicfa  finden. 

I. 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  das  bekannte  Fundaraentaltheoren 
der  gesammten  Dioptri.k^  dass  nämlich  für  jede  zwei  brechende 
Korper  das  Verhältnis^^  des  Sinus  des  Einii^Uswinkeis  und.d^i^ 
Sinus  deß  Brechungwinkels  zu  einander  constaot  •  ist,  und  dajss 
dieses  Verhältniss  jederzeit  seinen  reciproken  Werth  erhält,  wenn 
die  beiden  brechenden  Körper  mit  einander  verwechselt  werden* 
Wird  also  Air  zwei  brechende  Kurper  überhaupt  der  Einfallswin- 
kel durch  «p,  der  Brechungswinkel  durch  m'  bezeichnet,  und 

'  '       sin»    V 

-7=»* 


sm  cd' 

gesetzt,  so  ist  die  Grtisse  m,  welche,  bekanntlicb  der  Brechungs- 
exponent  för  die  beiden  in  Itede  stehende^  brechenden  KSrpef 
genannt  ^wird ,'  eonstant  oder  verändert  ihren  Werth  nicht,  wie  sich 
Mieh  die  beiden  Winkel  w  und  co'  ,äHdem  mögen.  Werden  abejr 
die  beiden  brechenden  Körper  mit  einander  verwechselt,  so  erhält 
der  Brechungsexponent  seinen  reciproken  Werth,   und  wird  also 

in  der  vorhergehenden  Bezeichnung  durch  den  Bruch  —  dargestellt* 

Auch  hat  die  Erfahrung  gelehr^  dass  der  Brechungsexponent  immer 
grosser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist,  jenachdem  der  Strahl  ans 
einem  dünnem  in  einen  dichtem,  oder  aus  einem  dichtem  in  einen 
dfinnern  Korper  übergeht.  Im  ersten  Falle  ist  also  jederzeit  der 
Einfallswinkel  grosser  als  der  Brechungswinkel;  im  zweiten  Falle 
ist  dasegen  der  Einfallswinkel  immer  Kleiner  als  der  Brechungs- 
winkel. 

IL 

Femer  haben  die  Versnehe  gelehrt,  dass,  wenn  A  vjA  M 
zwei  einander  berührende,  vonparaltelen  Ebenen  begränzte  brechende 
KOrper  sind,  und  ein  Strahl  ans  der  Ltuft  in  den  Körper  A^  hier- 
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auf  aas  dem  ftGrp^r  A  in  den  Korper  B,,  and  dann  aus  dem  K^* 
per  B  ideder  in  die  Luft  flberg«ht,  ^eräeit  der  erste  einfallende 
und  der  letste  aosfkhrende  Strahl «  die  beide  in  der  Luft  liegen« 
einander  parallel  sind.  Bezeichnen,  wir  also  den  Einfallswinkel 
und  den  Brechungswinkel  ßlr  die  Luft  und  den  Korper  A  durch 
0  und  m'y  f&r  den  Korper  A  und  den  Korper  £  durcn  m'  und  m", 
fSr  den  Körper  B  und  die  Luft  durch  m"  und  co«  wobei  man  nicht 
zu  flbersehen  hat«  dass  die  Koj^per  A  und  B  nach  der  Voraus- 
setzung Ton  parallelen  Ebenen  begränzt  werden  und  der  erste  ein- 
&llende  und  letzte  aus&hrende  Strahl  einander  parallel  sind,  die 
entsprechenden  Brechnngsexpouenten  aber  durch  m,  X:,  »;  so  ist 
nach  I. 

sin» sin  ut' .     sifi«^ 

Sil?—"''  sinw''"^^'   sUnT— ^5 

also>  wenn  man  diese  Gleichungen  in  einander  mnitiplicirt: 
oder 

L  1         1 

mn     n  '    ' 

wo  m  der  Brecbungsexponent  f&r  Luft  und  den  KOrper  A,   femer 

—  der  Brecbungsexponent  für  Luft  und  den  KSrper  B,  endlich  k 

der  Brecbungsexponent  f&r  die  Körper  A  und  B  ist.  Dies  bat 
überhaupt  auf  den  folgenden,  auch  noch  durch  viele  andere  Ver- 
suche ausser  allem  Zweifel  gesetzten  Satz  geführt: 

Wenn  für  die  beiden  brechenden  Korper  A  und£der  Brechuogs- 
exponent  X,  f&r  die  beiden  brechenden  Körper^  und  C  der  Brecbungs- 
exponent ($  ist',  so  fst  jederzeit  j-  der  Brecbungsexponent  f&r  die 
beiden  breohfnden  Körper  B  und  C.   . 

Naraentlich  i^f  dfe  Richtigkeit  dieses  Satzes  auch  in  allen  dea 
FMen,  wo  A  der  .leere  Raum  ist,  und  B  und  C  verschiedene 
Luftarten  oder  Gasarten  sind,*  durch  Versuche  ausser  allem  Zwei- 
fel gesetzt  worden. 

III. 

Wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  atmosph^trischen  Luft  bei  der 
Temperatur  0  und  dem  barometrischen  Drucke  (h,76  als  Einheit 
der  Dichtigkeiten, der  atmosphärischen  Luft  annehmen ;  so  ist  nach 
allgemein  bekannten  physikalischen  Gesetzen  die  Dichtigkeit  der 
atmosphärischen  Luft  l>ei  der  Temperatur  t  nach  dem  Centesimal- 
thermometer  und  bei  dem  in  Metern  ausgedruckten  barometrischen 
Drucke  6: 

b     

0«»,78.(t +0.00375.  <)• 

Bezeichnen  wir  nun  den  Brechungsexponenten  für  den  leeren 
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4qi.  QuQtiievti  ^  .  ,  tu:--   '         '    .  ' 

'ii 

oder  der  Bruch 

.    /  .'  - 

■  0»,  76.(1 +O,O037«,«)(««—i) 

sehr  nahe  eine  constaYite  Grusse  bt,  d.  h.  daas  die  Grosse  n^—1, 
welche  man  gewIihrdTch  4i^  brechende  Kraft  .^  nennen  pfleet, 
der  Dichtigkeit  der  Luu  proportional,  oder  dass  der  Quotient  der 
brechenden  Kriift.  dwllb  die  Dichtigkeit  40r  Luft, nw^loh^o  mm 
gewöhnlich  das  Brechungsv ermögen  zu  nennen  pflegt,  eine 
konstante  Grosse  ist.  Bezeichnen  «vir  also,  dies  vorausgesetzt, 
den  Brechungsexponenten  für  den  leeren  Raum  und  atmosphärische 
Luft  bei  der  Temperatur  0  und  der  Bafometerhöhe  0'»,76  durch 
iV,  so  ist  n  =  iV  für  <=0  und  6=0'".7ö;  folglich,  weil  der  obige 
Bruch  eine  constante  Grosse  ist: 

Ö",76, (1+ 0.00375. <) («2-1)     ..^    - 

alsoi  \\ie.nuin  hierauÄi.Wipht  findet:     ..  '  \  '   -. 

xr     \/,  .fr^76V(H- 0,00375.1^^^1) 

mittelst  w^lcfcÄT  FoTffi^  4ef  BreqJ^iHumpfViemt  fte  de^.leerpi^ 
Raum  und  atibosphfirische  Luft  bei  per  Ten^peratur  ^0*  und  der 
Barometerhöhe  0"',76  aus  den'  iurcb  unmittelbare  Vfersnch*  be- 
stiq^i^teii  Werth^ep  i^ß,  Bire^liungfempiient^  11.1%:  diBi^  leeren 
Q^ufn  und  atmpsphlirfscip«!  Luft  bei  afp*  ."J^^ipp^Atur  t  ^nd  ßfp^cbf 
meterhöhe  6  berechnet. w^erd/ia  kf^nii.  '  . 

Nach  Biot  ist  bis  auf  sieben  Decimalstellen'  gi^au 

JV=  1,0002943 
und 

j/Xt^s  der  obigaii  Gleichung  zwischen '^jiin^./^  folgt  awch 

^^  ^  *"*^0'»,76. (1  +  0,00375.0'  »J    .li 

d.  i.,  wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  atjiqosphärischen  Luft  bei  der 
Temperatur  t  und  der  Barometerhbhe  Sduvch  D  bezeichnen,  weil 
nach  dem  Obigen 


Digitized  by  C^OOQIC 


^=0",  76.(1  + 0,00375.  <) 
ist. 

n=Vl  +  (JV> -!)]&, 
oder,  wenn  wir  d«r  'KBne  k«gM    . 

«etzeo,  Wo  alA«  £  eito6  coimtante  GrCsie  tot: 

/■■■  n^VTftB.  ■_  •    ■ 

ist  «i  dier  6rtwAttt>iir8«M9>neiif  ttir  d)^n '  leeren  Saam  (ind  at- 
mo«t>li!risc1i^  Lnn  vpil  del-  Dichtigkeit  ^ ,  «o  Ist  rtadi  d^  vor- 
hergehenden GliHthtii^  -  '    '    "    '  ' 

also  ist  «ach  II. 


der  Brechungsezponent   f&r  atmosphSrische  Luft  voo  der  DkHtfg- 
keit  D  und  atmosphärische  Luft  von  der  Dichtigkeit  Z>|. 

Dies  sind  die  firfahrungssätze,  welche  wir  unserer  folgenden 
Entwickeiung  der  Theorie  der  aünosphärischen  Reftacfion  zuni 
Grunde  legen  werden. 


M   .* 


!."      I     ♦.    »I»  *     •»    * 
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Entwickelung  des  allgemein^i  Begriffii  der 

RefractioiiBcurveii« 

In  Taf.  I.  Fig.  1.  sei  C  der  Mittelpunkt. der JElrde,  welche  »vir 
hier  aU  eine  Kugel  betrachten.  Die  Atmosphäre  der  Erde  denke 
man  sich  von  dem  Punkte  t  in  derselben  an  bis  zu  der  Oberfläche 
der  Erde  in  n  mit  der  Oberfläche  der  Erde  concentrische  Schich- 
ten Ton  gleicher  Ruhe .  eingetheilt»  und  nehme  in  Jeder  dieser 
Schichten  die  Luft  als  gleichförmis  dicht  an«  Die  Brechuiigsex* 
ponenten  för  den  leeren  Raum  und  die  Luft  in  der 

Isten,  2ten,  3ten»  4teu>f.  nten 

Schicht  von  oben  nach  unten  seien  respective 

hl»  ^»  *8*  *4 >••••*»• 

Stellen  wir  uns  iHln-  vor^  dass.  «n  von  dem  Punkte  i  in  der 
Atmosphäre  ausgehender  Lichtstrahl  nach  und  nach  bei  den 
Punkten 

i»i>  «a>  ^>  '4>*«*fii~i 

respective  in  die  '  /       .      '         . 

2te9  3te»  4te»  5tey.«.nte 

Schicht  übergeht«  und  bei  dem  Punkte  9n  ao  der  Oberfläche  der 
Erde  anlangt,  so  wird  wegen  der  bekanntlich  von  oben  nach  unten 
hin  wachsenden  Dichtigkeit  der  Luft  In  der  Atmosphäre^ der  Erde 
der  ganze  Weg  ' 

des  Strahls  nach  dem  Erfahnmgssatze  L  offenbar  eine  nach  der 
Oberfläche  der  Erde  hin  concave  gebrochene  Linie  sein,  wobei 
man  nur  nicht  zu  übersehen  hat»  dass  die  in  der  Figur  von  dem 
Mittelpunkte  C  der  Erde  nach  den  Punkten  it»  9%»  H»  H* '»-i 

fezogenen    geraden  Linien   die   diesen   Punkten   entsprechenden 
linfalLslothe  sind.    Bezeichnen  wir  nun  bei  den  Punkten 

h»  H*  's»  *4>"«**»-i 
die  Einfallswinkel  und  Brechungswinkel  respective  durch 

\  *i>  ^»  H*  ^y*'^—i 

und 

£i»  i%i  fii»  £i»***«{«-i9 
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so  haben  wir,   tveil  mgh  dem  ErfiiiNwigsaatKa  fl«  die  denselben 
Punicten  eotopre^benden  Brechongsexpooefl^tcp  ■     .   .  ,-i 

*S     jj2      ^      A5  ^  .,j    .|    *.•.'.    - 

^1       ^4      ^^       ^ft         ^Ä   ■£ 

md,  nadi'dbB^ErfiLbnitigMatz:^  i^  die  fotg^ndenftäleicbiingen: 

''6in;t*"^ii^"         '■...' 
gjnza 


sin  Ig ^4 

sinJi"*,' 

U,.S.   ^.  ,    :.  ....  , 

SlDSn-^  l,^ 

Mttltiplicirt  man  aber  alle  diese  Crkiehungen  in  einander  und  hebt 
aof,  was  sich  aufbeben  lässt.  So  erhält  man  die  Gleichung: 

-     sinxt8inyggina^^int4....siniii~i      X» 
^    sin^sio£^8in^8ini;i».«.8in£i^^  ~^' 

Bezeichnen  wir  nun  noch  analog  mit«  dem  Vorhergehenden 
die  \ifk  den  Punktes  s  un4  s»  von.  dep  Strahlen  Ui  und  Sn^Sn  mit. 
den  Ton  dem  Mittelpunkte  17  der  firde  nach  den  Punkten  1  und 
$m  gezogenen  Einfailslothen  eingeschlossenen  spitzen  Winkel 
respectixe  durch  t  und^za^-  s»  haben  wir  in  den  Dreiecken 

f(^i*  *^(?P»*  nChy  «sCiift»— '»nCi« 

naöh  einem  biikannten   trigonometrischen  Elementarsatze  d^e  fot- 
gendeii  Proportionen : 

sin {;:  sinzi  ==  Cf| :  C!f ,    ' 
sin^i :  sin  29=  CS4 :  Ciri , 
sing(:8in28  =  Ck3:6j^  ^.  '•..•'.    . 

sin  {« :  sin  Z4sp  eil«:  C^  9 
u.'s.  w. 

'  8in&i-iJöln*«*=C^«-'G»n-i; 

ans  deneii  «ich  auf '  der  Stelle  durch  Zusammennetiang  dieP^" 
porüon  ^  "  .».  ' 
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:6inxjL8in2aMfrlk3«iD24...*«rinfZn— i8iAiii=:  CkjiiÜj»  '  ^ 

oder  die  Gleichung 

1 

'^    sin ^1  sin {^ sin ^ sin {^ sin^^-^i  '  sinf      Csn 

ergiebt     Aus   der  Vergleicbu^g  ofT '  Gleichungen  I)   und  2)  mit 
einander  erhält  man  aber  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


oder  die  Gleichung 


Denken  wir  uns  nun  noch  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  auf  die 
gehörig  verlängerte  Lioie  ssi  ein  Perpendikel  gefällt »  und  bezeich 
uen  dasselbe  durch  P,  so  ist 

P 

also  nach  der  Qleichung  3}  offenbar. 

.......    ■' .  u  ,«»>r.ii  _'  ,. 


'}  1.4)    Pflpe^Or-SIBZft, 


Denken  wii^  \ihi  Jet^t;  da^  die  A6k&nl  n  det  eleich  hohen 
3ip^i<^fßn,  in  wddid  fit  die  AtinoapJbäre  ygn  den),  Punkte  *  hiß 
zum  Punkte  Sn,  "d.  n.  bis  zur  Oberfläcne  der  EjcdeA^getiiQitf  ^at^eu, 
io's  Unendliche  wächst,  so  geht  die  gebrochene  Linie' 

in  eine  stetig  gekrümmte  Xijiye  über;.  P,  geht  in  das  von  dem 
Mittelpunkte  C  der  Erde  auf  die  Berübi^nae  dieser  Curve  in  dem 
Punkte  f  gefällte  Perp«>ndHiel>  und  idet  Winkel  zn  geht  in  den  von 
der  Berührenden  dieser  Curve  in. dem  Punkte  i».  wo  sie  die  Ober- 
fläche der  Erde  trifft,  mit  iem  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  dem  Punkte  h  ^gezo^nien  EiAfalMotiie  eingeschlossenen 
spitzen  Winkel,  welche*  wir  im  Folgenden  durch  Z  bezeichnen 
wollen,  über;  femer  gehen  Xi  und  iU  respective  in  die Brechungs- 
empOMUten  für  den  leeren  Rkum  und  die  elmoaphäiMclie  hud  in 
dem  Punkte  i ,   und  fär  den  leeren  Raum  und  die  atmosphürinflie 
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Lnft  in  dein  Pivikte  Sn»  d.  b«  an  der  Erdoberfläche^  t^elebe  wir 
im  Foigenden  re«peetfre  difri^k  1  und  L  bezeichnen  WoUeii ,  flMr, 
immI  e«  ist  Wonach  der  Gleichung  4),  wenn  ieUi  Py  dß^  V9Q  dem 
MittelpvnMe  C  ißr  Erde  ciuf  di^  dem  ,Puj»feta  ^  ^nt^preqfiemp 
Berührend^  gfQMifl»  P/erpemiikel  tei^c|in^^  för.  ^ip.  .jw^ndfic* 
(Trosses  n: 

6)   P«a^sittZ, 

«reiche  Q(i»)^1ia!^  also  ef^entltch  ^e  Grlni!£;leiditib&  tsf,  dH'>s}6|l 
dif  Oltfi^huDg  4)  \iU  2«  jedem  beliebigen  (Jrade  nfihert»  wenn  die 
ganze  Zahl  it  in*s  Ünendlidie  wächst.  -' 

Auf  der  Stelle  erhellet  aber^  dass  bei  der  vorhergehenden 
Betrachtung  für  den  Punkt  t  auch  jeder  andere  Punkt  der  zwischen 
den  Punkten.«  und  Sn  liegenden  atmosphärischeu  Refcactionscurve 
gesetzt  werden  kann,  )8cp  dass 'bfsb  die  Gleichung  5)  überhaupt 
Rlr jeden  Punkt' dieser  VurVe'  gift,  ^^•as  einer  weiteren  Brl&uterhng 
nictit  bedflrfen  wird,  da  es  sich  ans  der  vorhergehendi^li  PetradP 
tnng  ganz  von  selbst  ergiebt. 

Ueberifigen  wir(.qun,..Yvelph|B  Grössen  in  d^r  Gloicbang  If) 
ceiiat%i|t  ui^d  vairiAl^e^  W^d»*  iiq./Wlt.a^f  der  Stelle  in  dieAugei)^ 
d^sS'-r  natOrticb  ii\o^  fiir';dies^b<ii  alwosphäriscbe  ^fi^^iimf^ 
eurve  — '  i|ie,ivuf  dm  P^  dW  <>tie«fläcbe  der.  Er4e ,  fi^geipd^.  ^o^t 
Stinten  s  vorder  4Ä"^cb.  i«^  hezeichn.^ten  Punkt  sich  beuehapdQi» 
Grüeiaen  4^«  I*$  ;7;fcoD5tapt>  dag€(gefi  die  auf  d^a  vorbe\  durch  4 
be^ichnetfm  yor^nd^KUcheii.PunkV  4er  Cijrve  wob  be«Behen<]0B 
C^rMs^n  A,.  /?  FtM'iaM.fiM-    Setzeu  wir  alfio  d^  ALOrze  lyegeD  > 

wo,tt-..piB^"%  dieselbe  |leifa<?ti(>qscvrv^  coMt^pte  Grösse  ist, 
weiswVftfWer  Abbgngigk^il  vpn  4?m  Wi»kd  j^.alier  jiaturivch  für 
verschiedene  Refräctwpscurvefl  ,i5».dnep  W.crtlf  '.S^ert*'  sp  '^rnatt 
die  Gleichung  5)  die  Form 

7)  P=t. 

Der  Brechungsexponent  iL  für  den  leeren  Raum  und  die  Luft 
in  dem  als  ein  Repräsentant  aller  Punkte  der  Refractionscurve  zu 
betrachtenden  Punkte  s  derselben,   und  also  auch   der  reciproke 

Brechungsexponent  t-  fär  den  leeren  Raum  und  die  Luft  in  diesem 

Punkte,  hängt  naclv  dem  Erfahrungssatze  III.  bloss  von  der  Dich- 
tigkeit der  Luft  in  dem  Punkte  s  ab,  und  diese  Dichtigkeit  hängt 
nach  Gesetzen,  welche  wir  hier  als  aus  der  Physik  bekannt  vor- 
aussetzen müssen,  und  gewiss  auch  als  bekannt  vorauszusetzen 
berechtigt  sind,  wieder  bloss  von  der  Hube  des  Punktes  s  über 
der  Oberfläche^  der  Erde,  oder,  was  natürlich  im  Wesentlichen 
eanz  dasselbe  ist,  von  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  ab.  Also  hängt  auch  der  reciproke  Brechungs- 
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exponent  r-  filr  den  leeren  R«iua  nnd  die  aUmosphärisolie  Luft  m 

dem  Punkte  s  bloss  von  der  Entfernung  diene«  Punkte  Ton  denk 
Miftelpunkte  der  Erde  ab,  so  da$s  also,  wenn  wir  die  Entfernung 
i^A  Punktes  «vom  Mittelpunkte  der  Erde  durch  u  bezeichnend 

8)  i^nnh 

)fp  fiu)  eine  bloss  von  u  als  vnab|ilngige  verftoderüebe^  GrGsse 
abb&ngende  Function  be^Eeichnet,  sesetzt  werden  kiinn. .  .Und  ^nt0r 
dieser  Voraussetzung^  erhält  nun  die  für  alles  I^olgend^  sehr  wich- 
tige Gleichung  7)  die  Form 

'  Diese  Betrachtungen  Rihren  uns  auf  den  folgenden  allgemei* 
neu  Begriff  einer  besondem  Klasse  von  Gurveu»  welche  wir  über- 
haupt mit  dem  Namen  ^efractionscurven  zu  belegen  fär  awecfc- 
mässig  halten. 

Eine  Refractionscurve  heisst  jede  CurTe  von  sol- 
cher Beschaffenheit,  dass  man  das  Von  einem  gegebe- 
nen bestimmten  Punkte,  weldier  der  Pol  der  Kefi^ae- 
tloikscurve  genannt  werden  soll,  auf  ihre  Berfihrende 
In  einem  benebigen  ihrer  Pt^nktegefStlte  Perpendikel 
Jeder;Eeit  ertiKlt,  wenn  man  eine  bloss  von  der"  Entfer- 
nung dieses  Punktes  der  Refractionscurve  von  ihrem 
Pole  als  unabhängige  veränderlicheGrCsse  abhängende 
Function  mit  einer  Gr5sse  multipliclrt,  welche  ffir  die- 
selbe Refractionscurve  —  d.  h.  für  alle  Punkte  dersel- 
ben —  constant  Ist,  fUr  verschiedene  Refractionscur- 
ven  aber  ihren  Werth  ändert 

Von  diesem  allgemeinen  Begriffe  ausgehend,  wollen  wir  nun 
zuvorderst  im  foleen£sp  Absclmitte  einige  merkwürdige  geometrische 
Eigensdiafteh  aller  R^ifractldnscurven  entwickeln. 
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Allgemeine   geometrische  Eigenschaften  der 
Refractionsctirven. 

Wir  wolkri  den  Pol  der  Refraet&ODscurve  Iti  l<^lgei)deii  als 
den  Anfang  eine»  rechtwinkligen  Coordinatensystemi^  annehmen, 
and  die  Coordinaton  eines  beliebigen  Punktes  der  Uefraetionscanre 
In  Bezug  auf  dieses  System  durch  a:,  y  bezeichnen. 

Bezeichnen  wir  nun  ^ie  veränderlichen  Coordinaten  durch  X, 
F;    so  ist  nach  den  Principieo  der  analytischen  Geometrie  ' 

10)    F-,=^(2r-») 

die  Gleichung  der  Berfihrenden  der  Refmetionscarre  in  dem 
Punkte  (xy).    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form  '  ' 

SO  ersieht  sich,  weqi  P  seine  ihm  im  vorheigohendeo  Abschnitte 
beigelegte  Bedeutung  auch  jetzt  Behält^  und  folglich  das  von  dem 
Pol  oder  Anfange  der  Coordinaten  auf  die  durch  die  Gleichung 
10^  oder  11)  charakterisirte  Berührende  geßülte  Perpendikel  be- 
zeichnet, aus  einer  anderp  bekannten  Grondformel  der  analytischen 
Geometrie  auf  der  Stelle;  die  Gfeichyng 

xwobei  man  nicht  aus  iSen  Augen  lassen  darf,  dass  der  Pol  als  An- 
fang der  Coordinaten  angenommen  worden  ist.  Also  haben  wir 
nach  dem  im  Vorhergehenden* Abschfaitte  entwickelten  aligemeinen 
Begriffe' der  Refractionscui^en 9  wenp  atkch  die  Symbole  m  und  u 
ihre  ihnen  dort  beigelegten  Bedeutungen  behalten»  diemgendv 
Gleichung: 

.  /      •     •     , 


oder»  weil  bekanntlich 


M)   tt=V^:r»  +  y2 
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ist,  die  Gleichnng 

(y-a:||)«  

Die  Gleichung  13)  .bringt  pian  leicbi  auf  die  Form 

■  ■•  I..    ..       •    •        ...  ,     .    .    .  '■, 

und  erhält  ferner/  wenn  man  diese'  Ctleictidng  in  Bezug  äüf  ^ 
als  untnäcannte  (rrSc^e  wie  eii^e  g^wvhq(i<<d»e  quadratische  'Glei- 
chung auflGst,  nach  einigen  leichten  Reductionen  fiir  ^-  den  Aus- 
druck: 

WeU  aber  .  , 

<^  -  (»«(A-W'Hy'-jt'CA«))*! 
==;fy-A*(«»+ »«^(/"(«W-pft'CA*))*»  , 
iittf  foitfch  nach  M> 

=a*y«- ^«««(/•(«))*  +  «*(  Au))*  ■ 
=*y-ftf»(/(u))«j««-^>(Aii))«) 

ist,  80  ist  / ,. 

„.     8y      igJ:p/(tt)Vi?^^(Ä«))'i 

Hietam  •rriebt  «ich  ^^' ferner  mitteUt :  leiel^tei'  Rechnung 
mit  gehöriger  Basiebung  der  obem  und  un^tem  Zeiohea.  auf  daa 
•lim  tiAd  untere. Z««ehen  in  dei^  joAeif^i^himd^u  CAekh^ftgilS); 

und 
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wobei  man  immer  die  CMeichung  >14;  gehörig  zu  beruckslchtigei 
bat    Feroer  erhält  man  auch  leicbt 

oder 


M)* 


(j^-j*«(A«))'l' 

also  offenbar 

Weil  aber  nach  13)  . 

ist,  so  ist  aach 

**^  (~rt^)  -'       a*-,»«(A(«))*      '  ■ 

WeU  nach  14) 
ist,  so  ist,  wie  maa  l^lobt  durch  Bifferentiation  nach  x  findet: 


Der  Diffcrentialquotieat  der  GrSsse 


^-4Ä 


1+ 


\Bi) 


'm  Besag  auf  >»  als  unaUSagiga  verSndetlicbe  CirBsse'  ist|.  fvie 
■«ä  «liüg^fe  ieiditen  Redäotianes.  fisdet:. 
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und  der  l>tff^entialqiy)jt(io^t  t(hi  ^^<0)^  in  fiesii^  auf  ar  ab  an- 
rige  vterätidemcöe  .jGfOsse  ist'  nacq  ^o  Prinicin*       ' 


abhängige  y^rätidemcne  .jGfOsse  ist'  nacq  ^o  Prinicipien  der  DIfle- 
rentialrechnuog : 

d.  i.  in  ^ex  bekanqten  B^eicbnang  der  Differen^^lquotienten  als 
derivirte'Functioiien  und^Aäch  24):       '   '^ 


■     ■  ■    ■■■*■■  ■■-.>.,.'    Y'-'^ 

Abo  baben  wir  weg«|  13)  die  Gliichungc  / 


iM^l 8?18^_  2ftV(«)r(tt) IH, 


aus  der  sich 


n  i:ä=-r(*' 


^.  y,-       ■ • ^^^^ » 


\x^  "^  u 


\ 


'-JH 


oder,  weil  nach  13) 


26)  ffl^--  ^'^ 


i«t. 


and  folglich  auch  ,.'*,  -i.  ^  ,,,,,•  i  u 


28) 


H(E)'r 


/ 


«/•(«) 


ergiebt. 

Beseichnen  wir  jetst  die  Coordinateti   des  Mittelpunkts   dea 
Krflmmungskreises  der  Refractionscorve  in  den  Punkte  (ivy)  d«r; 


des 
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selben  durch  py  q;  und  den  Rilflinieäiäer  des  KrämmuQeskretees 
oder  den  demselben  Punkte,  entapr^bebden  Krdmmungsnaibmes- 
ser  durch  r;  ^o  ist  nach  den  Priocipien  der  analytischen  Geome' 
trie  bekanntlich 


jxa^ 


%-^Ä 


Also  ist  nach  9i8)r 

Iuf(u)  % 

(y-^g)/'(«) 

und  folglieh  5  wenn  man  för 

5^  und  V  —  ar  ^ 
ihre  ^^ffdjCüeke*  aus.  16)  upd  19)  in  diese  Formeln  emföbrt; 

32)     )  ^W  >y/'(tt)±:r\^tt*-fiV(«))*' 

Femer  ist  nach  30)  und  27) : 


d.  L 

ThnlX« 
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•!'  ••*'  .'/wV  '•  •>  '•      •  ^  .^^  •!  -»r 


»  ?'    i:- 


jr» 


1  '     ^  ^i"'       Ä.: '  * <?  f'/iA  ^  ^  ;  •■ '  "i  iItm'Ii  ti- 


(y-'fj 


f{») 


■!(   .1 


and  folglich  nach  13)  V      ^ 


d.  i.  -I    ^ 


Weil  in  der  Atmosphäre  der  Erde  die  Dichtigkeit  der  h^ 
abDiiDinty  wenn  die  Entfernung  vom  l^littelpunkte  der  Erde,  d.  i 
die  Grösse  ti,  zunimmt;  (M>  himmt  nach  dem  Erfabrungssatze  III 
die  Grosse  il  ab ,  wenn  u  vw^vAmt    Also  .nimmt 


^f^A 


zvLy  wenn  u  zunimmt.    Folglich  ist  der  Differenzenqnotient 

und  also  offeobar  auch  di«  CIrSnze,  welcher tderseibe  sich  nilhert, 
wenn  Ju  sich  der  Null  liilbert,  d.  h.  Vier  Dilerentialquotient 

'     %=A.)., 

stets  eine  positive  Grosse;    und  weil  non  offenbar  auch  u  und 

^=:iiXsinZ  ' 
positive 'Grössen  islnd^  seist  nach  SS^f  fllr  tite  EfdättnospHK^  "*'' 

Die  GleichuM  der  durch  den  Pol  ofler.den  Ap%ng  der  Coor- 
dinaten  und  den  runkt  (o^  der  Refractiondcurve  gehenden  gera- 
den Linie  ist 

35)    F=:|a\    ■  '•  •  "•"•'•*'* 

Die  Gleichung  der  auf  dieser  Lbie  senkrecht  stehenden  und 
durch  den  Mitt^ipmkt  (po)  qes  dem  Punkte  (j!3f)  entsprechenden 
Krummun^kreises  der  R^lricfipWitrv^  gebenden  geraden  Linie  ist 
nach  den  Principi^  Aer  anai^lscBen  Geometrie ,  wie  leicht  erhel- 
len wird: 

«  .... 

/    JimI. 
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36)  r-j=-|(jr^p). .  ,. 

Lassen  wif  nun  X,  Tile  G^ordiaAten  dea'Ourolibehiiittspndkts 
dfr  ke'ideo  durch  die.  Gletchvogeii  36)  und  26)  cbaraiderisirten  ge- 
radem IimbnP' beamefiiifiii,  fio'erlidteii  wir.  dureli  Auftösui^  dieaer 
banden  Gleiobiiaeeo  tn  Bfexvg  auf  X  fand'  Y  at^  unbekannte  Qröth 
seil  mHt^at  ieicnter  Rechmiug.:. 

.  ■ ,    ■  ■       ■ '      • 

^■",    «Hy    '     ::    ^*+y»   ' 

d.  i.  nach  14): 

37)  x^f^i^^.  r^tis^-^,. 

Nun  ist  aber  nach  33) 

px  +  gy 

d.i.  •.,.••..■•••■ 

folglich  nach37){  ..*..■.> 

Die^^  foedden  Gldehungen  enthalte^  ^P^  ^^^  merkwürdigen 
allgeiB^^  3at»r  ^deher  eine  {]»^enschait  .der  Kefractionscurven 
anaspricht^  die  als  die  Haupteigenschaft  dieser  Klasse  von  Curven 
zu  betrachten  ,ist.  Beaditet  mau  nämlich,  dlaiss  in  Folge  der  bei- 
den vorhfrgeheii.^en  (il^iphuQge^  ^ie  Coordinateii  X,  rdes  Durch- 
schnittspunkts  der  beiden  durch  die  Gleichungen  35)  und  36)  cha- 
f«ktp^»irtes ge^^whjuA^ *los$ vio^ den fiKosseh  x.v,  f=V":^1+y«, 
garmchl  tqu  der  |^ 'Vorhergehenden  durch  ^  bezeicnnetea  Ör^sse, 
welche  bekannfKeh'  für  vei^chiedene  RefractionscurTen  yerschie- 
deoe  Werthe  erhält,  abhängen;  soerg^ebt  sLph  ||i^,d^  Sftf^^!der 
folgend^' hiei^würdige 

h  €  h  TJ  atz» 

Wenn  verschiedene  auf  denselben  Pol  bezogeM 
Kefractionscurven  in  beliebiger  Anzahl  durch  einen 
und  denselben  Pu«kt  geh^e^r  soJiegep  ^i<e  Mittelpunkte 
aller  di  esemPunJlct«  ^ntspref^hendenKrümmungskrelse 
derselben  in  einer  und  derselben  auf  der  dujrch  den 
gemeinschaftlichen  Pol  und  d-en  «liev'-'fi^fra^tiFb'fci^ciit'' 

2* 
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vefi  gemeiDSchaftlicheil  Punkt  geltenden  geraden  Linie 
senkrecht  stehenden  geraden  Linicf;  oder  wenn  ver- 
schiedene auf  denselben  Pol  bezogene  Refractions- 
curven  in  beliebiger  Anzahl  durch  einen  und  densel- 
ben Punkt  gehen,  8o  ist  der  geometrische  Ort  der 
Mittelpunkte  der  diesem  Punkte  eertsprediendefiKrüm- 
mungsJcreise  derselben  jederzeit  eine  auf  der  durch 
den  gemeinschaftlichen  Fol  und  den  allen  Refractlons- 
curven  gemeinschaftlichen  Punkt  gehenden  geraden 
Linie  senkrecht  stehende  gerade  Linie. 

Die  Lage  dieses  geometrischen  Orts  ist  durch  die  Gleichun 
gen  38)  vol&ommen  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  (pq)  des  dem 
Punkte  (o'v)  der  Refractionseurte  entsprechenden  Krümmungskrei- 
ses  derselben  ton  dem  Pol  oder  dem  Anfange  der  Cpordinaten 
durch  Qf  so  ist  bekanntlich 

Nach  32)  ist  abef 

^       ^  ^A«)'    fiy/'(«)±arVtta— |ii*(/^(ti))2 

^hf(^)^   '{/tyA«)±^V«a-^»(/*(ii))V 

4  (_a_|  *  ^^^-ft«(:t«^ya) y(«))« J:2^rj;//(tt)V"tt>-fiVXtt))» 
Uiid  folglich,  weil 5  wie  wir  schon  aus  dem  Obigen  wissen ,:' 

alfo  nach  dem  Vorhf rgekeoden 
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Fdr  die  Erdatmosphäre  \»t  nach  34) 

also 

40)    Q=V««— 2ftrAM)+»*- 

Bezetchoea  wir  die  Entfernung  der  Punkte  (aeg)  und  (X¥)  von 
einander  durch  R,  so  igt 


Nach  38)  ist  aber  t 

*  ^- »/»(«)'  y  '  i^'(««)' 

also 

oder  nach  14) 

«nd  folglich 

Die  Grosse  f(u)  ist  immer  positiv ,  und  fiBr  die  Erdatmosphäre 
ist  oac^  dem  Obigf n  auch  f'(u)  positiv ;   also  ist  fBr  diese 

BezetchÄen  wir  die  Entfemting  der  Punkte  (pq)  und  (XT)  von 
einander  durch  S,  so  ist 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 
also,  me  leicht  erhellen  wird. 
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Weil  nun  nach  31)  •  :  :    .    . 


ufjn) 


^+.y) 


^        ox 
also 


ist,  so  ist  nach  19)  und  20) 


m^^^m^y^^m 


d.  i. 


folglich  nach  dem  Qbigep 


\    -   •   V  J 


«4. 


oder  i:  ,  , 

^^-=Vöö!'-!fei:r     „,     ,- 

was  mMyM^Häi^  cmihitldbat  aüi»'äS)''älia  ill>-4rtcliHeiMeii  Vhd' 
nen,  da  natürlich 

se.m^  ^uss.  ^  Ffiv  die  Erdatntiosphäre  .isjt./r'(«j{t  .^^ acl^  d^ 
bökanhflich  positiv;  und  fofglich  "     *>•  i,^    >•.    '  ,.•  :»  ..ci« 


ii\'} 


i.,  .«füi^fea!. 


oder 


•{<>,•  ,  .''<   i: 


■^   «=?;^^«^Sf^^W)«- 


Durch  dte  PMkte  ^  tnid  fn  der  b^  -der  Erdatmosphäre  liegen- 
den Refractioniwurve  ssn  in  T^f.  1.  FFg.  2.  fiotlen  v^ir  uns  letzt  an  die- 
selbe die  Berührenden  ss"  und  snfn  gezogen  denken..  Der  Durch- 
schnittspunkt   dieser   beiden   Berührenden    i^ei    O,   Utt4  der   roh 
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denselben  bei  O  eioffeschlossene  Winkel  iO»ii'>  sdii^.  Die'r^ni  6) 
ans  parallel  mit  sns^  und  mit  dieser  Linie  auf  einer  Sei^e  der 
dem  Punkte  $n  entsprechenden  Vertikale  gezogene  Linie  CA  werde . 
jetzt  als  der  positive  Theii  der  Axe  der  a:  angenommen ,  und  df^' 
in  der  Figur  von  C  aus  B^f\CA  senkreqht  gezogene  Linie  CB 
sei  der  positive  Theit  derjSgc^  der^;  so  ist»  wenno;,  y  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  s  iii  Bezug  auf  das  angenommene  System 
bezeichnen,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

47)   tangö=|j, 
oder,  wenn  wir  def  Kütz^O!  wegen  >    .  m' 

•  .    :  Ml' 

setzen» 

49)   tang«=wi 

Also  ist,  wenn  man  nach  6  diSerenturts  '    f« 

und  folglich,  weil 

ist:  ''r-.ri  I  -:■ 


^^)^»=rfe- 


Nnn  ist  aber  nacli  12) 


92)    P=±-7=t=====. 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenaehdeim  di^; 


Grosse  y—x^  positiv  oder  negativ  ist;    d.  i.  in  der  eingeffihrte» 


Bezeichnung 

53)    P=± 


y—ano 


^1+ 


w* 


Also  ist,    indem    alle   Differentlaie   in   Bezug   auf  w    genommen 
werden : 
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und  folglidi,.treU.Dacb  48) 

■    , '..  djf — tpö*  =  0',. 

(l+tt?*)V  I  +w*   . 
also  ni^ßb  5}^ ; 

Bezeichnet  nun  wia  sevruhnlich  u  die  Entfernung  des  Punkten  ^ 
oder  (;ry)  von  dem  Mittelpunkte  ff'dei^'Erde»  so  ist 

und  folglich  nach  53) 

d.  i.,  wie  man  nach  leichter  Reehnnng  findet; 

Nach  (55)  ist  abar  •      /. 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

8/w=(tt«-iM)a^«, 

und  folglich 

WO  sich  nun  noch  fragt,  wie  in  dieser  Gleichung  das  Zeichen  zu 
nehmen  ist  Aus  einer  lilossen  Ansicht  voii  Taf.LFig.3.  wird  aber  auf 
der  Stelle  erhellen ,  dass  P\  und  S  gleichzeitig  zunehmen  und  ab- 
nehmen, und  dass  als<V^ Siß' und  dB  gleiche  Vorzeichen  haben,  in 
der  vorhergehenden  Gleichung  folglich  das  obere  Zeichen  genom- 
men, also  •'        •  *'  •        i  M. .    •.        ...   )«,.,! 

;    •  ®^^  «®"'?^^    ••  V- 

gesetzt  werden  muss.  "'  **    '^''^ 

Weil  nach  9)  aber 


ist,  80  ist 

t • 

lind  folglich 


dP=p.f{u)bu, 

58)  aet=-7=C^^^=... 
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Terrestrische  Re  fr  actio  n. 

In  Taf.  I.  Fig.  4.  sei  der  um  ä^nPunkt  C,  welcher  deo  Mittelpunkt 
der  Erde  vorstellen  soll,  beschriebene  Kreis  die  Meeresfläche, 
d.  h,  die  wahre  oder  eigentliche  Oberfläche  der  Erde,  und  a  sei 
der  Halbmesser  dieses  Kreises  ^  d.h.  der  Erdhalbmesser.  Die 
Punkte  A  und  B  seien  zwei  Punkte  auf  der  Erde,  und  in  dem 
Punkte  A  sei  die  scheinbare  Zenithdistanz  Z  des  Punktes  Bue- 
mestnen  worden,  weiche  der  von  der  Berührenden  AB'  der-Ke- 
fractionscurve  AB  zwischen  A  und  B  in  dem  Punkte  A  mit  der 
Vertikale  J^'.  dieses  Punktes  eingeschlossene  Winkel  ^'^i?'  ist. 
Die  H5ben  der  Punkte  A  und  l^^über  der  Mberesfläche  seien  k 
und  H,  so  dass  also  a  +  h  und  a+H  die  Entfernungen  dies^ 
beiden  Punkte  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  sind.  Den  von  deo 
Vertikale^  der  Punl^te  A  unjl  B  am ,  Mittelpunkte  der  Exi^e  ein- 
seschlös^eneti  Winkel *^CJ3  wöUeii  wir  in  «der  Kürze  durch  C 
Bezeichnen. 

Weil  man  das  Gesetz  der  Abnahme  der  Temperatur  in  derAtmos- 

Shäre  von  untedhaöh  cly^n,  ;a<ic|  allio^uch  das.^esetE  der  Abnahme 
er  Dichtigkeit  der  Luft  in  der  Atmosphäre  von  unten  nach  oben  gar 
iiteht  k€tont ,  'md*  woU  aueh*  schwer  lieh  Hoflhung  haben  dari;jenialtf 
zur  Kenntniss  dieses  Gesetzes  zu  gelangen «  es  auch  selbst  Iragliiöb 
bleibt,  ob  Oberhaupt  ein  solches  ganz  bestimmtes  Gesetz  in  der 
Natur  existirt;  so  bleibt 'Uiclita  ande|:es.  ubriff,  als  sich  bei  der 
Bestimmung  der  terrestrischen  itefracUon  mit  einer  Annäherung 
za  begnügen  9  W0zu  auck  alle  SfohriilsteUer  über  diesen  Gegenstana 
bis  jetzt  genuthigt  geweisen  sind. '  Da  ilun  aber  bei  terrestrischen 
Messungen  der  zwischen  den  beiden  Stationspunkten  A  und  B  \\^* 
gende  Bogen  AB^  der  Refractionscurve  in  allen  Fällen  immer  nur 
sehr  weu^\  gdcrflhimt  und  im  V^hältniss.  zu  den  Dimensionen 
der  Erde  nur  sehfi  klein  ist ,  ^so  wirg  tnan  denselben  mit  hinreichen- 
der Annäherung  als  einen  mit  dem  Krümmungshalbmesser  der 
Refractionscurve  in  dem  Punkte  A  als  Halbmesser  bescbriebeoifo 
Kreisbogen  betrachten  können^  von  welcher  freilich  nur  annähernd 
rich^k^e^  Voraussetzung  auch/  Lambert  a.  a.  Q.  p.  64.  ausseht. 
Bezeichnet  man  |len  )Vhttelpunkt  dieses  Kreisbogeais  durah  O^lmd 
zieht  auch  noch  durch  den  Punkt  B  eine  Berührende  BD  an  den- 
selben,  so  sinn  offenbar j  wenn  man  sich  noch  die  Sehnfe^  AB 
gezog^p  denkt,  nach  bekannten  Eigenschaften  des  Kreises  die 
beiden  Winkel JR^D  und  ABD  einander  gleich,  und  der  Winkel 
BDB'  ist  also,  ^s  Anssen^inkel  des  Dt^eiecks '  ABD  doppelt  so 
gross  als  der  AVinkel  BAD  oder  BÄB' ^  durch  welchen  offenbar 
die  Grosse  d^t  'H^fractiofi  in  dem  Punkte  A  dargestellt  wirdl 
Sehr  leiicbt  ei1iellel>;jab&r  auch  aus  beksiui^n  ^ätsen  vqbi  Vier- 
eck die  Gleichheit  der  beiden  Winkel  BDB'  und  AÖB,  so.äasf^ 
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also  aoch  der  Winkel  AOß  die  doppelte  Refraction  BAB',  oder, 
wenn  wir  die  Kefraclion  von  jetzt  an  durch  tp  bezeichnen,  der 
Winkel  A0B=2<p  ist.    Also  ist  in  dem  Dreiecke  AGB: 

AB=z2,A0.sinq>, 

und  folglich ,  weil  nach  der  Gleichung  34)  io  den  im  Vorhergehen- 
den eingefährten  Bezeichnungen  offenuar 

I  ')  .:  'i  i  'i         "  "        ,  "    t    I 

•H<i    ,1-.' r  .  -1  ::^-'.iK     a(tf+A)   ,_  :..   ...  'i.ii     '. 

lii'4eml>DMihckie  ^^ACist.aher  nach  elDent  bekannUfei  trigonooi^ 

\  r.,    .4ip2  »(0+*)«;+  'ii^^i£y''^i{a\+A^^  '   ;V. . 

pwr.n/a.u    .1^ .     ,: .     •      •    •  ■  .;■•  •:       • .  !  u-  '    • 

d.  i.,  wie  leicht  erhellet:  '    '" 

-<o<n»/.-i    :>:■:•  .'    i'    ;.i:  •      •-•  f»  h.     /.  «I.       ,'      I   .     .      ..:.«.-.:    !;    ,7 
•iniil.  •  .5..  v.'iMI*äfc(i5f^  JB)«.f  4(b4*>(a  +  lf)Hn4C*j.  .;  m/  .,,.i  I.} 

•u:      I"  Io  ii       i   •    '    :?  ■'.•  .'  ":  '..  •    '    i  ;  :,:«  '-  t  ,[»   ;  ..  <-.'•  I-,;?»  n.,|, 

Vleigli^clit:  ma»  dde«.mil;  ddm  Verbcprgebandei»»  «d  «rhlüt  iiii|i|im> 
CMelohiii|^'.  -      .!  .;;.-):•       :  :    •      ->.  ;.•.;.. 
■!•»!»  iil  x»'>'' '       •'   .••■     '-4(041^  Ä)*'' •    •;    '   ''         ..!-:..  *     !' 

T)l>   i'xl    il-.;-    Av.    ..  '^^  «»'r>l'ii''tü   Kf4'giP<>^  •<>'    «"^     :i  I      ^  ►   ;!■  .   ' 


öder,'wici  ieicht  erhellet  S  -  V 


-ll'll-    I!-.  v'.    '     •  ' 

CUglidi  :  ! 

'»ir  •-    *    ■     »^  it ,  V 

I;:  5ö).  )i;^q^^'^n^^^ 

Wdbi$  MiitT  nicht  m  veri^sefA  hat,  dass  f(a^k)'\x^  ^lerBrdarf^ 
ttfo^hire  nach  dem  Torhetgeheoden  AbschtilttiB  Mbttnhtllisli  Mim 
po^ttive  GrSs^e  iet  >    '.     .     ,; ... 
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Weil  nun  aber,  wenn  tet^<l/  deii  Brechnngsexponenten  für 
den  leeren  Qaimi  und  di^  jbuft  ani  B^obachitungsorte  A  bezeich- 
net^ nfic^;  6)  olfenbapr  ^     «       :  1  ,..  ^ 

60)   fi=:(a-hA)Xrsin^ 
zn  setzen  ist;  eo  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

61)   ^^J= 
«in Z. lL(aih)f'(a+h)y  (f=5)*+4(I  +  ffj)«!»  iC«. 

.fiezeiqfanen  wir  jetzi  die  Dichtigkeit  der  Lufl^  in^jder  Entff^r- 
nung  tf  vom  Mittelpunkte  der  Erde  überhaupt  durch.  o(m):,  -^o  €^- , 
heiliet.  aus  der  Glei^nc  B)  und  dem  Ef fahrungMatze'  lJ|jC  äff  4«^ 
Stelle  die  Richtigkeit  der  Gleichung  ..   *  1  .1  )  '        . '  • 

«<4  ^(9f  däib  BirraliraBi^ks^tze  In.     '■■■■'■  '  ■■"■ 

.     64^  Ar=?O.Q005889, 
ist.    Also  .ist , 

.   i.r.M  ..1.1.  «i;/J«(|ltj;^il.i|li|LjKJ^«)l^^^  .•..., 

d.  i. 


JM'li     ."  .     .1     l 


^  ■       . 

^     '^"^~        2tl  +  Jf5(«))Vl  +  ia5(«)'        .^.,..;..,,.       ,    ; 

und  folglich 

Weil  nun  aber^    wie   aus   der  Bedeutung  der  Orusse  L  üna  dem 
Erfahrungssatze  III.  erhelletv 

'6t)      £  =r  VI +1^0(0 +Ä) 

ist,  so  ist*  *  *  •• '. 


«     •«.  . 


KWi^^h) 


und  folglich  nach  dem  OMf^en   -  "^ 
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sin  9* 


oder  aueh 

6^    sin  9  = 


— sidZ. 


jJir(o  +  A)ä'(a+A)4r/H-A\«  ■  ■ ..  ,B-K. 
4  +  jtö(a+A)      Y  CtüIäJ  +4(l  +  ^^)8in.C». 

Die  Teni|)e1>atür  der  Luft  nacH  dem  Centesimalthermouieter 
und  die  Bi^roiqet^rhDhe  nach,  dem.  metcischeo  Barometer,  in  dem 
Stktionsphnkt^'^  H;olIien  wir  oiin  respective  durch  f  und  6  be^eich- 
nei^.  IVird  dann  fet-nei^  .die  Dichtigkeit  der  Lufi  bei  d.et'  Tifempe- 
ratilt  0  ünddei-  Barometerhdhe  0^j76  überbaüpt  durch  4  bezeieh«' 
net,  so  ist  bekanntlich 

®  ^^ + *J  "(FifSTTTHTööSTsTö^' 

Bezeichnen  wir  aber  den  Werth,  welchen  Jd'ia-^-h)  haben  wfirde, 
wenn  in  dem  Punkte  A  die  X<u/t  die  Temperatur  0  hätte  und 
unter  dem  baronietrischeh  Drucke  0^,76  stände ,  d.  h.  wenn  in  dem 
Punkte  A  die  Dichtigkeit  der  Luft  4  wäre«.  ^vLXch  G^  so  ,das3 
also  gleichzeitig 

ö(ii+A)=Jz/,  S'(o  +  A)  =  G 

wäre  9  so  wird  man  offenbar  nach  den  Principien  der  Ditferential- 
rechnung,  wenn«  wie  es  zur  Zeit  der  Beobachtung  in  dem  Punkte 
A  nach  dem  Vorhergehenden  wirklich  der  Fall  ist« 


«*^'*+  *>=6-,W.(l +  0,003^6.«)^ 


Ist,  gleichzeitig  " 

"'("+*>  =0-,t6.(l +0,00375.0^ 

ZU  setzen  berechtig  sein«  oder  es  ist«  weil  nach  dem  Erfahrungs- 
satze |II.  bekanntlich  ^=1  ist: 

^^''+*^  =  0~,76. (1+0,00375,0* 

^'^''+*^=0-,76.(l +  0,00375.0*^' 

wo    nach    dem    Vorhergehenden    offenbar   G  eine  Constante   ist 
Hetzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 

70)     Ä=:-iACC. 
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wo  auch  2t  eiae  Cqnstante  ist«  «imI 

71)    F{h,ti  =  Q»  76  (1  ^. 0^75.1) ' 
so  erJilk  man  nadi  dem  Obigeo  für  sib^)  den  folgenden  Aiwdraek: 

72)    simpHf 

""^•T+W:Ö"V  (.M^T;  +4(l  +  ^^)8.niC«. 

Man  kann  auch 

73)    /fi^^ÄÄ   .  / 

setzen»  wo  K^  wieder  eine  Constante  ist»   and  erhftU  dann  nach 
dem  Vorhergehenden 


74)    sin  q)  = 


K,{l+^)F(b,0 


sm 


Wijl  man  sich  verstatten«  die  imffier  sehr  fctfiinf^q  (^$^^a.  ^ 

—  und  r-r 

i|ls  Te^stfiwindeqd  zu  betrachtep,/SQ  wifd . 

75)    sin  (p = JxWf^^  »'"o  i Csin  Z, 

oder»  weil  9  und  C  immer  seht  kleine  Grossen  sind»    näherungs- 
weise M-."  •^•' 


76)  ?i-rrJOx5:u-c8in^.    ^ 


Unter  Voraussetzung  derselben  Temperatur  und  desselben  ba- 
rometrischen. Drucks  am  Beobiaehtangsorte,  wo  die  scheinbare 
Zenithdistanz  Ü  semessen  worden  ist»  ist  aldo  dfe'  Refraction  9 
näherungsweise  der  Grösse  CsinZ  proportional»  wo  C  bekannt- 
lich der  von  den  Vertikalen  der  beiden  Stationen  am  Mktel^wriKle 
der  Erde  eingeschlossene  Winkel    ist. 

Bei  der  vorhergehenden  Ciitwtckelung  sind  wir  von  den  beiden 
▼dllig  genauen  Formeln  i  . 


^^^^'-^^r-'p 


and 
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Chord^Ä=V"(Ä-^*)»+4(#i+Ä)l(«*f*Jf)«lB4e»  luu    w 

ausgegangen.  Denkt  tnan  sich  nun  aber  aois  dem  Mittelpunkte  C 
der  Erde  mit  dem  .Halbm^sf^er  CA  durch  d6n  Punkt  A  den  die 
Linie  CB  in  dem  Punkte  Bi  schneidenden  Bogen  ABt  beschrie- 
ben; «nd  ^erstattet  «leb,  diesen  B«geil  ^ab  «in^  Mif  CA  mA  und 
auf  CB  in  Bi  senkrecht  stehende  gerade  Linie  zu  betrachten,  so 
ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABBi  offenbar 

Ghard  AJS  =/Ärc  ABji.  cjpdc  ( JZT+V)- 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  der  Wmkel  C  in  Graden  ausgedrückt 
sei,  so  ist 


^^     .-.     .   •       \U\A 


ArcAIti  = jgg — 9 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

GeHfUSttbny^f  H^  'S^ltiil  'dii^^'Mäh<erahgsgFeichQng  statkf  tfer  im 
Obigen  in  Anwendung  gebrachten  genauen  Gleichung 

Chord  .AB=1^(^-»Äy^  +  4(a+Ä)(a+Ä)siniCa 

zu  gebrauchen,    so  erhalten  trir  durch  Vter^eichung  niit^d^t  g^ 
nauen  Gleichung 


^^'^^^=i^jR)^^"*^ 


die  Gleichung 


2(a+Ä)  .  (a±Ä)*Cco8ec(Z+9) 


I-   •'»    1   '«.    I 


tfM^ikfiv-iMäl^iiAch.60>  -  '  :•.      ..•  L  ...  /  .    -    '  .'i 

..    l      '  •.:..•  •  ..       '  !      ■•'.11.  ■     'In.!    1    II 

ist:  i • •«     •  •  •  ,..i!i.^ 

i»«v      .  -r  y    ..>v>.>^    .  .V   ''pC        sin Z 

78)    Bm9^M^fh)f^(^+M:i^^ 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  ^^^J 
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•dar  nwsj^.dgin  9Jl>igW|  ..  ,;,;   _   -.x,   ,,,...,—,•,     ,. 

i^G(o+A)F(6,;)   «C       ginZ  ='■ 
8iD9)= rT2^M^.r'180'8in(Z+9>)' 

«1.  i.  , .  .'        .  , 

79)    8inv=     l^jf^(ft,^)   'I§Ö*>* sm(Z+  y)' 
oder  nach  73): 

tSijbtzt  ihah  aber  9  ßt  slng)^  uiid  .tiirnnri  Jiar'iän,   äaJiis^)  tW^  ^*(i 
flens^Ai€;ii  MaasiSth^tliän  audgedtttcktsind,  so  erlitt  Tiiar^  tiSli^Ttihlig»- 

.....     •    ..ii  n-      •'  'l" "  ?!'      .•-.%'.  '  ..    :•  /•  J  ..     } 

.    !    II»"'       1       '     i        •     S    '•A.;JI"    •<•"  »'!)    fi     ;:  !  •    r;  .;    i    l|',i| 

,.:       ;.,.■/  •;:..^,(i+|).f(fl,^)   :.,.y..  .....    ;.,. . ...M:-. 

.„:..:,     ,.;..   '*,^...''-.  .  1+.J£*'(M)!-.      mßC^iMd...    ■■...>■•>.. 

'A119  <|jx.\fiiileichungi$([^)  «ri^Ü  .f^aft  ,j9,udi,   Wter  der..  Vori^^- 
^etzui^^  .daj^  C  in  Thaleii  de»  :)y[^|))i9i|f)f^rft.  i^de^    der,)E|{)|i^U 


^etz.uog^.  dai^  C 
aufigearüc^jtiiflft:  . 


.sId  tp sin (Z  +  (p)  =  —j-j-gp^-^.  jC^ih ^,., .  • ' .   .  .,  : 


a  i.  nach  einer  bek«iinteo  goiiiaii|ietrisich«ii  ^orajel ; 


I 


Weil  ttuni.  -.'i«.  ,.\ .  .  .   .  li- •  •  .7  :.."..     .  .:  .!:  .'  :... -i 
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ist,  SO  ist,  weDD  m$n  sieh  w^^en  der.  Kleinbeii  von  <p  verstattet» 
cos29>=t  und  s\n^=tiq>  %u  seüsen,  wovon  das  Erste. mit  Ver- 
nachlässigung von  Gliedern  der  zweiten ,  das  Zweite  mit  Vemiiciir 
iässigung  von  Gliedern  der  dritten  Ordnung  zulässig  ist»  näherungs- 
weise 

cos  (2+2^)  =  cos  Z— 2g)  sin  Z, 

und  folglich,  wenn  man  dies  (är  cos(Z4-29>)  Ifi*  die  obige  6le^ 
chung  setzt  ] 


^    ''=     l+Ä^6,/)~-^' 


oder 5  wenn  man  nun  noch  ■-  als  verschwindend  betrachtet: 


Hiernach  ist  IeAso'  utiter  Voraussetzung  derselben  Temperatur 
.und  desselben  barome^ischep  Drucics  am  Beobacbtungsorte '4f^ 
Befraction  ^m  von  ^den  Vertikalen  der  beiden  S^tipnen  am  Mit- 
telpunkte der  Erde  mit  einander  eingeschlossenen  Winkel  pivopor- 
tional,  welches  der  Satz  ist,  auf  welchen  bekanntlich  nach  Lam- 
bert und  Laplace  die  Berechnung  der  terrestrischen  Refraction 
allgemein  gegründet  wird.  Ich  hoffe  ,aber^  durch  die  vorhergehen- 
den Entwickelpingen  die  Richtigkeit  meiner  in  der.  |Sinleitung  aus- 
gesprochenen BehäiiptHiig,  dass  dieser 'Satz  nur  als  eine  rohere 
Annäherung  betrachtet  werden  dQrfe,  jetzt  deutlich  nachgewiesen 
zu  haben..  E§  e^glebt  sich  dies  auch  auf  unzweideutige  Weise^ 
wenn  inan  sich  die  Mflhe  nimmt,  die  Betrachtungen,  aufweiche 
Lambert  a.  a.  O.  seine  Entwickelungen  gegrOndet  hat,  genauer 
zu  verfolgen  und  sorgfiiltig  zu  aiialj^siren;  und  dass  auch  Laplace 
b^i  seiner  Theorie  der  alpiospbärischen  Refraction  sich  eine  ziem- 
liche Anzahl  von  Vernachlässigungen  und  Auslassungen  kleiner 
Grossen  zu  ]eestatten  genMMgi  gewesen  ist,  glaube  ich  hier  als 
hinreichend  bekannt  voraussetzen  zu  dürfen. 

Vorzfifflich  kommt  'e;6"ntm  noch  darauf  ikn,  zu  zeigen ,  wie  der 
aus  dem  Obigen  bekannte  constante  Coeflficient  Ki  durch  Beob- 
achtungen bestimmt  sW^rdeif  ^kann.  Das  zweckmässigste  und  der 
ganzen  obieen  Theorie ,  bei  welcher  der  zwischen  den  beiden 
tationspunfcten' liegende  Bi^ig^U  der  ftef/acitiönscurve  näherungs- 
weise als  ein  Kreisbogen  betrachtet  worden  ist,  am  besten  ent- 
sprechende und  überhaupt  die  cousequenteste  Durchfährung  dieser 
ganzen  Lehre  gestattende^  Mittel»  zu  dieser  Bestimmung  zu  gelan- 
gen, scheinen  mir  jedenfalls  die  Messungen  oder  Beobachtungen 
sogenannter  gegenseitig.^ ^eni^distaneen  au  seid. '  • . 

Hat  man  nämlich  in  den  beiden  Stationspunkten  A  und  B,  wo- 
bei jetzt  Taf.  L  Fig.  5.  zu  vergleichen  ist,  gleichzeitig  die;scheiti- 
baren  Zenithdistanzen  Z  und  3  gemessen,  und  bezeichnet  die 
entsprechenden    Refraetion^n    dimh  "AZ  und  "JQ,    die    wahren 
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ren  Zenitiidbtaiiseii  also  durch  Z+JZmAB'i-JQx  «o  hat  man 
in  dem  Dreiecke  ABC  offenbar  die  Proportion 

a  +  hi  «\h  ÄpF  siii  Qrf  ^3) « si«  (2?+  i^2). 
Nun  iet  aber  .    ... 

al$<ir 

und  an«  der  obigen  Proportioo  erg^ebt  Bietk  n^db  -eineiu  bekantü-' 
ten  Satze  ,  .^  . 

=ä  Bin  (2  +  JZ)  +«rf(3  +-^3) :  sin  (Z^JZ)  -  sio  (Sj  +^3) 
±=aiiiU(^+3)  +  4(^Ä+//3))co8il(i^-.a)+i(^Z-^3)| 
.'cofi|J(Ä+^  +  U^Äf  4S)lsinli(^-3)  +  J(^2?-^)]    ^ 
«tang.{4(Z  +  3)  +  i(^Z  +  -^3)i>tangU(Z-3)+i(^Ä-^3)>. 
d.  i«  nach  dem  Vorherg^bendjen 

2ir+i?+Ä:jy-A==tahg(g(K»+l(?):taöglU^^— 3)  +  K^^^  \ 

=  cotiC:tangU(3-Z)  +  i(^3-^Z)). 

Unter  der  Vorairsrsetzung  aber^  dass  der  Bogeii  Aß  der  Re- 
fractionscurve. zwischen  den  beiden  Stationspunkteo  A  und  B  ein 
Kreisb<n;en  sei»  welqfae  4er  ganzen  TorhereehendeD  Theorie  der 
terrestilscben  Refractioo  ^nm  Grcmde  liegt,  ist  offenbar  AZ=zA3, 
weil  die  Oesichtslmieii  bder  die  Visirlinien  in  A  und  B  als  Be- 
rArende  dieses  Krenbogeiis  zn  betrachten  und  folglich  geeen  die 
Sebbe  AB  miter  gleichet  Winkein  geneigt  sind;  also  ist  unter 
dieser  Vbraussetzung  nach  dem  Vornergehenden 

2a  +  iEr+A:jff^Ä=:cot4C:taDgiC8— Z), 

oder  auch  .^.^^      .    , 

2(a4^A)4r'if-rA:H— AsrcotiCztangUd--^' 
Bestiioiiit  mw  «u^  diqset  Proportion  H-rh,  so  erhält  man 

^  2(a  +  A)tangi(3-Z) 

""cotjC-tangi(3-Z)  . 

oder    '  V  '    . 

„_. 2(a+  A)sin^Csinl(3  -  Z) 

*""cosiCcosi(3  -  Z)— sin4CsiniC3  -  Z)' 

*  .   .:    •         a.x  ■!;#.:  M_g(^4:*)»lni<;?rini(3-Z) 

Theü  X.  3 
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alsoi.i!  ■,      -Ml       :  .!.:  Ä\    !  ■<  i!  ::.'■  "- !i.  f"  tiii.i    i  .iiu    N  ■ 

.,■  i'i     .,  •„  •    ;: .  '>'A,    '.,i--  Mi  it.'i. 

™.     „     ^  .  2(a+A)siniCsiDi(3-Z) 

.'«?)  i4C=T.f+,77-l3ErcF+^3iizprT-» 

Um  mittelst  dieser  Formel  H  berechnen  zu  konnenT  muss 
ausser  dep^geme^senens^cheii^bpen,  ,2^nithdi^lan|^,Z  und  3  der 
Erdhalbmes^er  a  üekannt  seiii,  fdr  welenen  man  ain  besten  den 
Krümmungshalbmesser  des  Erdsphäroids  unter  der  Breite  s^tfi, 
welche  das  arithmetische  Mit(.el  zwischen  dei>  Breiten  der  beiden 
Stationspunkte  isiy^'woletoWif"  die  Formel», 'jiach  welchen  dieser 
KrummungsKalbmesser  am  ,  leichtesten  berechnet  werden  kann^ 
die  *ich  ^'btfe«efaiViei4?>keit  au«  detTheoriie  der  Ellipse  entwlckehi 
lassen  y  hier  als  bekannt  annehmen.  Ferner  muss  die  H5fae  A  4er 
Station  A  über  der  Me^esfllcUe  ib^£|nDt  sein,  welche  durch  baro- 
metrische. (luhenmesfiungWv  oderr duijcb  x ein  «Niv^llemeQt||)e^timmt 
wertfen  m6s^,  w^ßhalb  siitt'''  BfeoBäÄtüng^n  1ii  'der  Nähe  des 
Meen^  zu>den.l}ei4imjdu)|ij^V'^o  vrticte  am 

best«ijrk  ^i§^  dörfjtßn.  >  ^idlkh  jnfisa  <|^r<  Winkel  ^'^ain  AUttel- 
punlcte  der 'Erde,  Weicher  aus  deih' gemessenen  Hörtzontalabstande 
der  beidte  Sti(tionspunktej<>  ivieji^eile^'  au  'erläutert»  hieir  nicht 
nuthig  sein  wird,  immer  leicht  ber^chn^et  werden  kapn^.  bekannt 
sein,  aus  welchem  Grunde  gleicbfalfs  Beobaclrtung^n  in  der  Nähe 
des  Meeres  zu  S9lchen  Bestimniu^g^Q.  wie  die.  obigen  djfi  geeig- 
netsten sein  tlüHlen.      '  •    '     I  t.f  -         ^*  V 

Hat  man  nun  aur  diese  Welse  H  bestimmt,  so  sind  in  dem 
Dreiecke  AliC  zwei  i>*:iten  a  y  A,  «  +  //  und  der  eirja[ei^i  hbssene 
Wlril^el  C  bekannt,  und  ea  kfJijrien  also  in  diesem  Dreiecke  die 
liQiden  andern  \\1nkeJ,  deren  Suiajdeniente  die  tvabren  Zenitbdir 
^tanzen  Iti  den  beideu  Statlouspuiikten^'j  und  Jj^^lud,  nach  bekann- 
tfen  Reg-ek  der  ehqnen^  TTigonometrie|,bereehiHitvv erden,  Zieht 
inaii  nurj  v^n  dicken  ^p  berechneten  Hi^hren  Zeiutlidj^tanrif-a  ,4^e 
gemessenen  ^scheinbaren  ZeuithdistaiiÄeu  *li,  so  t^rbalit  tnaii  die 
terrestrische  Üt^fraetion,  weltie  im  Obigen  iiherhau[*t  ilurcjh  fp  b|e- 
zeiclinef  worden  iisL 

Wenn  nun  au<^li  noch  auf  der  Station' '!^  dtiS  Barometer  und 
Thermometer  beobachtet  worden  ist,  wobei  wir  die  beobachtete 
Barometerhuhe  auf  bekannte  Weise  eehörig  reducirt  voräüs^'etzi^n^ 
so  sind  in  der  Baup4^leichuog-74)  mit  Ai»n4bbie^  les' konstanten 
Coeflicienten  Ki  alle  Grössen  bekannt,  und  dieser  CoeHicient kann 
folglich  mittelst  lier  aui^  74)  uomittetbäV  sich  ergebenden  Ftfnhiet 

86)    K,  = '         ß-hKFji.Oim^ 

(l+^)iX6,/)sinzV  ^3)V(l+^)«niC^, 

berechnet  wef4^n.     '  4  -    '.       x 

Bei  der  so  eben  gesehenen  Erläuterung  der  Bestimmung  4^ 
Constanten  Coeflficienten.  nabe.iclf  mich  bloss  an  die  Hauptformel 
74)  gehalten,  weil  die  'Art  «iiid''WeSste,_jfie  f|ai|)4Bich  bei  dieser 
Bestimmung  mittelst  4^  Kibrigen   im  Obigen  eniivickelten  Nähe- 
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raogsformeln  za  Terbalten  hat,  niin  ganz  i^od  selbst  erhellen,  und 
hier  keiner  weitem  Erlfiuterung  bedürfen  wird. 

Wenn  aber  auch  der  Refractionscoefficient  nach  der  so  eben 
gegebenen  Anleitung  bestimmt  worden  ist  und  daher  als  bekannt 
angenommen  werden  kann,  so  wird  man  bei  wirklichen  Hwben- 
messnngen  zur  Bestimmung  der  sesuchten  Hohe  am  besten  und 
einfachsten  doch  nur  auf  dem  Wege  successiver  Annäherungen 
gelangen  hMneli.  IMTad  ^rird  nämliclf^  dil>*Ifeftä«tloA^' zuerst  mit- 
telst einer  der  beiden  Näherungsform^eln  751  ofler  76)^  welche  Yon 
der  Bohti  nifcht  abhängen  y'fterechneb'  und  die  "^droiteäeneh  Zenith- 
distänzftn  wegeti  derselben  corriqiren,  mitist  welcher  dann  '  ein 
erster  IVdiet'unggw.erth  der  iü  bcistiiümeÄ'diW  Buhe  gesucht  tvira. 
Dieser  erste  Nähehragswerth  der  gesuchtect UMiß  fiihrt  daini  fer- 
ner trittelsf  d«r  Formel;7^  ^ti  einer  ^efa^erM  B^^timmüng  der  Re- 
fracfi6n^n,  we^en  welcher  die  gemesaetven.  Z^nitbdfetanzen  tou 
Neuem  '<;orrigirt  werdeii,  die' dann'  2tit',ite^tt]dimdi^g  einet;  zweite 
Nlhc^rungswertHs  der^ei^tichtea  Hdhe  Aifaf^nV'' wobei  nun  auch 
schon  Ton  selbst  ertieHen  wird,  nie  Mari  atif Wsem  Wege  belie- 
big $velt,  in  allen  PSTIen  aber  so  weit  fpitßchfeften*  kann»  pls  zwei 
aut  einander  folgende  Näb^rungst^^rthe  der  giärsuchteb  nuhe  sich 
In  der  verlangten  Anzahl  von  'll^doialsteUen  tiiebt  mehr  von  ein- 
ander unterscheiden.  Abkürztinsi^en  und  VereinC&chnngeb  dieses 
TerlSihVens  werden  sich  eineiti  Jeden,  wo  sie  znlitssl^  sind,  leicht 
von  selbst  darbieten  *  hl^r  b^absichiigteti  wir  nur  eitie  allgemeine 
CrKute^ung  desselben,  üdd 'hatten' unsei^' Augenmerk  überhaupt 
zunächst  mehr  auf  die  weitere  Entwickelung  der  Theorie  der  ter- 
restrischen Refraction ,.  ^^  auf  den  praktiscnen  Theil  dieser  wich- 
tigen Lehre  gerichtete  '  ^ 


.1    ». 
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Astronom  ische   Re  fr  actio  n. 

Wenn,  wie  Taf.  I«  Fig.  6.  zeigt,  ein  vod  eioem  Sterne  S  aus- 
gehender Strahl  Ss  die  Atmosphäre  der  Erde  in  deipa  Punkte,  i 
trifft,  und  dann  nach  den  in  der  Atmosphäre  erlittenen  Brechun- 
gen in  dem  Punkte  in  auf  der  ObeiÜäche  der  Erde  anlangt,  so  ist 
offenbar  S$nSn  der  Winkel,  um  tielehen  man  die  in  d^  Punkte 
Sn  gemessene  scheinbare  Zenithdistanz  Z  dieses  Sterns  versr5ssern 
muss,  um  seine  ^ahre, Zenithdistanz  zu  erhalten,  also.d^r  Win- 
kel, welchen  man  die  astronomische  Refraction  zu  nennen  pflegt. 
Wegen  der  grosseh  «Entfernungen  der  Sterne  von  der  Erde  kann 
man  aber  die  Linien  Ssn  und  Ss  oder  Ss'  ohne  allen  merklichen 
Fehler  als  einander  parallel  betrachten,  woraus  sieh  die  Gleich" 
heit  der  Winkel  SsnSn  und  SOsn  oder  sOsn  ergiebt,  so  dass 
also  auch  durch  den  Winkel  sOsn  $  welcher  oben  in  dem  Ab- 
schnitte über  die  allgemeinen  ffeometrischen  Eigenschaften  der 
Refractionscurven  durch  B  bezeichnet  worden  ist,  die  astronomische 
Refraction  dargestellt  wird,  und  wir  daher  nach  58)  für  .dieselbe 
die  Differentia^Ieichung 

haben ,  wo  jetzt  u  die  Entfernung  der  äussersten  Gränze  der  Atmo- 
sphäre von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  bezeichnet,  und  daher  im 
Folgenden  offenbar  so  lange  als  constant  zu  betrachten  ist,  so 
lange  die  Luft  in  der  Atmosphäre  in  einem  unveränderlichen  Zu- 
stande vorausgesetzt  wird. 

Setzen  wir  nun 

88)  ae= — ^^^^^^ — 


oder 


und  entwickeln  die  Grosse 

nach  dem  ßinomischen  Lehrsatze,  dessen  Anwendung  hier  zuläs- 
sig bt,  weil  die  nothwendige  Reellität  von  dS  von  selbst  fordert, 
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dam  die  GrGsse 

kleioer  ab  die  Einheit  ist,  in  tiae  Rellie,  so  erhatten  wir 

+  0**  — i? 

■  +o:b'* — wr 
+ • 

Weil  aber  di«  GrOsse 

HzscttLBlnZ 

yon  M  ganz  ooabhSngig  ist,  und  B  ffir  «=sa  offenlnr  verschwind 
den  miiM,  so  erhilt  man  aus  der  obigen  Gleichung  durch  Inte- 
gration auf  der  Stelle : 

V       J       .  1.3.S   ,  r'(f(u))*r(u)Su 
+  2X6V,  «^ 


V  ^j^r-msu 


Deberlegt  man  nun,  dasa  die  ^Qrussen  ^ 

/  h.   8.  W. 

Ton  der  scheinbaren  "^enithdistanz  Z  ganz  nnabhSngig  und  also 
für  alle  scheinbaren  ZenithdistaDzen  dieselben  sind^ .  so  kOnnen 
wir  dieselben  nach  der  Rejhe  durch 

«,  »,  8,2),.... 

bezeichnen,  indetn  diese  Symbole  von  der  scheinbaren  Zenith- 
distanz  Z  ganz  unabh&Dgige  GrQssen  bedeuten,   und  erhalten  da- 
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her  nach  dem  Obigen  f&r    die  astronomieche    Refiraottdn-  <6  mknb 
analytischen  Ausdruck  von  Afi  üjfkenden  Form: 

Einen  Ausdnipb;  ;i^ft  «jv^^r^r  Form  kaiin  man. auf  folgende  Art 
entwickeln»    Nach  den.  Obigen  .ist 

r"^'''V^'"(W' 

und  folglich,   wenn  man  für  ^  aleinen  aus  dem  Vorhergehenden 
bekannten  Werth  einfährt:  .  .,,|      ;..,// 

du 


aEyi^Zf*(d)~ 


i  -.i!-»^  ....     ...-[il^^^ 


'►itiJ  .I..J.   iN".»^^••  'VT— o«3C^sinZ?*(*^) 
oder 9  wie  leicht  erhellet:   .  .    , 

'   VcosZ^'  +  ll-a«!^^^^)  }8inZ« 
folglich  ^u  ..*•''«'.     * 

al.  tailgZA«)^ 

90)    8« 


Y 


l  +  ll-I^'^'JltangZ« 


A 
Enh^ickeln  wir  nun  wieder  di^  Grosse 

nach  dem  Binomischen  LehVsatze  in  ^fa^I^ihe«  so  erhalten  wir: 

*       ll-    •    Tr"»;]  •         ■'.(.         •    •       •         !i  '^     '  ^  .11'. 
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also,  wenn  man  auf  beiden.NSeiten  dieser  Gleichung  integrirt,  auf 
ganz  ähnliehe  Wef^e  y\Tm  1^\  4i?.r;.Toi(|ergehen(ten  Entwickelung : 

woraus  sich,  m^^w  ^lled^     ..,  ,  , , 

gewisse  von  'iler'*scheinh(iireoVli6nithdSätät)2  Z  ganz  unaftbSn^ge^ 
GrSssen  bezeichnen,  ftfr  die  astronomische  RetVa<ition  ^  uimiit-' 
telbar  der  fügende., ÄQS^mckergi^bt:  . 

91)    S==AidngZ-^^BisjigZ^+~ 

'  Diese  Fonä  "A^d  slli^ekieAnen'  Ausdruck«  'der  asti^dWi^iiktsclien< 
RefraetioD   wird   der  Theorie  derselben   gewöbnHd»  zim  Gvdnde 

Selegt,  und  dabei  eine  grA^epre*  od«r  gennq^efe  Anzahl  von  Glie- 
em  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  vom 
Ajrfieuigei  ierm^lM^,  «»»toKaqM^bÜ^. '.  Da  eg  vi^tM^u*  wiß  sch^n. 
in  der  Einleitung  bemerkt  worden  ist ,  vorläufig  nur,  au£  eiue,  ^ge^ 
meine  Erläuterung  dieses  wichtigen  Gegenstandes  ankommt,  und 
wir  Rir  jetzt  mit  diesen  Entwickelungen  nur  ^i*e  Vervollständigung 
der  im  Vorhergehenden. g^^ebeneu  Theorie  der  terrestrischen  Ke- 
fraction,  vorzüj^ich 'Anfängern  zu  Liebe,  bezwecken;  so  wird  es 
der  Kfirze  w^^.  hhli^tchend  sein,,  bei  den  beiden,  ersten  Glie- 
dern der  obigen  Reihe  stehen  zu  bleiben,  und  daher 

i-Ö2y  'OcsiltaÄgZ^lÄtadgZ»  ■'"■     .      . 

zu  setzen.  Die  CoefficieAten  A  j^nAB  sind  offenbar  nur  so  lange 
constant^  so  lange  der  Zustand  der  Atmosphäre  ungeändert, 
d^li;  s^'llMlg;^if*<ll«r'Sttt)il'di»s  Barömeteirs  und  Thermonietm^  am 
Beöbtu^bftingMMr^  i^rfrs«llb«  bleibt«  Legen  wir  mwi  aber  den  Au^ 
stand  der  Atmosphäre,  wenn  am  Beobachtuogsorte  der  Stand  c^es 
Barometers  O'",?^  und  dfr  Stand  ^s  Thermometers  0  ist,  als 
einen  Normakustand  zym  Grunde,  lassen  femer  jetzt  A  und  B 
die  diesem  Normalzustände  der  Atmosphäre  entsprecnenden  Werthe 
der  beiden  Constanten  bipd^tn^^  undi  .ffe|E^n  endlich,  wie  gewujin- 
lich  geschieht  und,  wenn  auch  nicht  mit  völliger  Strenge,  den 
BeomMbtimgetk^aofallge  «Ueh  fr^enigStieDs  oäberaniMweise  vflfstattet 
ist^  die'  aiinöspltirischen  Refractionen 'den  Dichogkeiteti  ^eb  IniA 
proportional;    so  ivM  man  offenbar,  da  bekännHich  '    <' 
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F(fi,t)  =^io«  je .  (1 4.0,08375  .T) 

die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  S^^ on^i^rstaiidiß.  b  und  4er  Tem- 
peratur t  ist,  Dach  dem  Obigeo  im  Allgemeiaen ' 

oder  y  ' 

W)   '^=flC6^ifMtangi-^JF(»;^toigi»' 

zu  setzen  haBjtfh.  DiexConstanteu  ^  und  ß  in  iBeaer  Formel  rofia* 
aen  aber  dnrcll  Beoba(;ntuDgeD  bestimmt  #erdei\y  wozu  die  Astro» 
nomie  verschiedene  Wege  darbietet ,  von  denen  wir  hier  jedoch 
nur  den  folgenden  etwas  näher  erläutern  wollen. 

Man  mess^  die  scheinbaren  Zenithdjstanzen  Z'  und  Z"  eines 
Circumpolarsterns  bei  seinem  obem  und  tinterh  Durchgänge  durch 
den  Meridian  9  und  beobachte  gleichzeitig  die  Stände  des  Barome- 
ters und  Thermometers  V ,  ff  und  6^,  r ;  so  hat  man,  wenn  die 
entsprechenden  Refractionen  durch  9'  und,  6^  bezeichne^  lver4e.D> 
na<;b  Q-i^die,  bei^i^n  folgenden  Glejcbungen:    .^    .  '     . 

e'=n(6',OtangZ'.^^iF(6',OtangZ'*.JB, 
,      e^  =  F(4^,0  tangZ^:^  -rif\b\if^^u^Si''^.B. 

Weil  nun  Z'  +  e',  Z^'-l-d''  die  wahren  Zeuithdistanzen  sind, 
und'  bekattBtlich,  wenu^,  den'  Abatl^nd  49«  Pcib  y^miZcmiA  be- 
zfficbnet,  jederzeit  .  v    [ 

ittt  ->;  so  erbafCen  wir  aus  den  beiden  obigen  Oleiekungen,  weaA 
der^Kürzef'Wegdn 

tf=:Z'±Z^ 

/S=F(*^0tangZ'J:f(6^OtangZ<  /[    ' 

y=ifX*',<)tabgZ'?i:.l#X6'',l^tMigZ''» 

gesetzt  wird,  wo  die  Grössen  or,  ß,  y  aus  den  Beobachtungen 
sämmtliph  bekannt' sind,  aaf  der  Stelle,  ate  folgende  Gleichung: 

u  +  ßA-^yB=:2P. 

Hat  man  nun  aber  ganz  auf  dieeelbe  Art  wie  vocber  drtfi  Circwnih 
Polarsterne  beobachtet,  so  erhält  mad  auch  drei  Gleicbui^ep  .v«li 
der  Form; 

'   ß+/JJ— yJB=:2/>,     ' 

'  *)  Die  Obern  Ader  «ntttfu  Seiciheii  sind  hi^r  und  nachher  aufnehmen, 
Jttaadidehi  die  Zenitfittibtann  Z"  (für  dniere  Hemisphave)  auf -d*r  Merdceite 
oder  auf  der  S«|«elte  «de«  Zemthß  gemittacn  werden  ist. 
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in  denen  die  Grössen 

«»  ß,  r;  «1»  A>  Yif  ««»  h>  Y% 

ans  den  Beobachtungen  sfimmtliGh  bekannt,  nnd  nnr  die  drei  Grös- 
sen A,  B,  P  unbeliannt  sind,  welche  letzteren  sich  also  mittelst 
der  drei  vorhergehenden  Gleichungen  bestimmen  lassen. 

Dass  durch  Vervieißlltigunff  solcher  Beobachtungen  und  mit- 
telst der  Anwendung  der  Aletii^dt  der  kleinsten  Quadrate  eine 
ffrOssere  Genauigkeit  bei  diesen  Beobachtungen  erreicht  werden 
Kann  und  Qi»  .aUtin  zoi^eii^ifT^pt^-dQifeajFir'U  aUaBmein 

bekaimY  -vDrau^efesen^  -  Jede'  BeoBa^htoni  %hieir  CirtHunpolarihems 
liefert  eine  Gleichung  des  ersten  Grades  von  der  obigen  Form 
zwischen  den  drei  unbekannten  Grossen  A,  B,  P;  und  hat  man 
nun  mehr  a^  dr^i  Stii^oe  l^eobachtet,  s»  lassen  «ich  .4ie  daraus 
resultirenden  Gleichungen ,  deren  Anzahl .  die  Anzahl  der  zu  bestim- 
menden drei  unbekannten  Grossen  übersteigt,  bekanntlich  nur  der 
Behandlung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unterwerfen. 

Dass  sich. zur  Beptipmung  der  const^nten  Coefficienten  In  der 
Gleichung  89)  eine  der  ▼orhergeh^tiden'  gtinz  ähnliche  Methode  an- 
wenden fassen  würde,  fiUlt  auf  der  Stellet  ih  die  Aug^h. 

Das  Obige^  enthSlt  zugleich .  eine«  MeAode  zur  Bestimmung 
der  die  vorher  därch  P  beiEi^chnete-Distanz  des  Pols  vom  Zenith 
zu  neunzig  Graden  ergänzenden  Polhöhe  des  Beobachtungsorts, 
ohpe  dabi9»;die  unn^t^lbare.Kenntniss  df^r  R^fraction  vprausznsetr, 
zen^  bat  hier  aber  zunächst  nur  den  Zweck,  iiui  Allgemeinen  die 
Mtolichkeit  -dev'  Bestlliiipiaii9<dek.beidmi  Goivtanien  j1  undiAdaffok^ 
Beobachtungen  zu  erläutern* ^^      s  i  ..     •      :  ,.  x,  ^ 

Eine  weitere  Entv^lckelung  der  Theorie  der  astronomischen 
Refiraction  behalte  iöh  <^iiie^  andern,  Gelegeidieit  vor,  und  bemerke 
nochmals,  dass  dic^  obis^n  kurzen,  wenir  erschupfenden  Betrach- 
tungen Aber  diesen  wicntisen  Gegenstand  nur  der  Vollständigkeit 
wegen  und  Anfängern. zu  Liebe  beigefügt  worden  sind,  indedi  ich 
in  der  vorJüegeaden  Abhandlung.  HauptsfiehUth  nur.  eiae  weitere 
Entwickelsi^  der  gieometrisehen:  Theode  d^  tdHiesIferisQheli  Refrac- 
tioti  im  Auge  hatte,  ^nd  wohl  wünschte^  dur^- dieselbe,  die  •Aii£' 
medcsamkeit  einer  «grösseren. Anaabi > vorn  Lesern. Mf  diese  Thoori« 
von  Neuem  hiiUttleskeiiv  und  ^zil  ein)9r  WlederboUin^  der  Beslioh 
mung  des  terrestrischen  Refractionscoefficienten  mit  sorgfaltiger 
Berücksichtigung  aller  dabei*  in  Betracht,  kommenden  Umstände 
vielleicht  Veranlassung  zu  gebiifl.  * 
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' '  '■. 

.1  •. 

•••    tl'MI  'i      1 

.  ,    •  iM       .•  • 

:  ,;   .  ,«.,   .  ,.i 

i             .  ."* 

<!•       .           ••■11? 

.''.<f  fi.i      . 

fi*     M:n  ' 

1 
. .  1. «« 

\ 

•u'i-.      •     .  '     ' 
••;r'i    ' 

'.\-     '    ■  • .             n 

MM. 

In, 

IKiMr  JONEfferenKia^^  f*d<ai|s(ff 


j»..iii   ^.f        i.    :"»    .   ■  '^-  "T'  .•  ■.  .     ti 


V^n  dem 

'«'.!-    HÄrni  ProfeB«or  Dr.  0>  Sohtömilch  ' 

.,.^,,    ^^^^^   ,^    ..     ,.      ^  aq  aey  .fJaiTewitot  «tt  ^eq^,„,  .,      ._    ,  .    ,   •.        , 

M'i  .'•    !•'*..      •  -fi-.   !,^  •■■>!>. -i'^U  t  ».< — ^il    '..  •.'>*.  1!  IM    • .  .1  r,' .\  ;i 
welcher  8i<;|i..dejr  Ajqysdnick      .  .,  1,  i  ,;  t«;  .1     .  1  ,;, ,,  1 

.'■;•'«.-  '.'Mit  •    '■'•.'         '...    '  -i»'.    •.      »    i'      M    .    1  .    ji  ..••..        :i      ..•.'     :.^ 

nShdrt;  sohWft  i^Ä-.bls  W  Woll  abhhnmt  Dal  unte»''  dlesel:  Vdr- 
ainHiitAi%:aikh  -^gcgeti  dieMoU'OoivTttfgM;,  sokmintnah!  itmtf 
setzen,  und  es  ist  jetzt  fiir  Lini^=0: 

':•;   !.  •       .  ..    :  ...•  -.■       .• .    '•  ::,  .  ...  i-     w    •.•.-..  . 

•i  '  Zn^  Auffindung  HesGfSn^wevthes  rechts  hat  man  s^hi*  vemehfe^« 
iJteM  -Wefi;«>  eing«8ckia|m^  weil  man  nicht  {^rn  da»Bflni9mialthe#J 


t«<:lni«iig  mit»  Kilfei  >deS' WeriUes  ron  d(£pf*)i 

Zwar  hat  es  nlokltdie  miiidestei  Schwierigiceit,  Bift  Hülfe  4le«  Satees 


Lim[(l+.ai)^=;i«     ' 


i{i..i 
1 


die  gesuchte  Limes  zu  ermitteln,  wie  ich  z.B.  in  meinem  Hand- 
bucne  der  Differenzialrechnung  gethan  habe;  wem  aber 
die  Anwendung  dieses  Theoremes  zu  fremdartig  erscheinen  mag, 
dem  wird  vielleicht  die  ^  folffeadia  ^  Entwickelung  besser  zusagen, 
worin  nichts  weiter  als  die  Kenntniss  der  ganz  elementaren  Formel 


«— 1 


=  1  +  tt  +  M«  4- ....  4-  ««-1  (2) 


vorausgesetzt  wird. 


Sei  zuuHchst  fi  eine  ganze  positive  Zahl  =m,  so  ist 
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Da  sich  nun  für  bis  zur  rJull  abnehmencie  d  jedes  einzelne  Glied 
der  Gränze  1  n&hert,  .so  wird 

Lim j =111.  .,  ,.  iw.Wti    I 

Schreibt  man  itd  für  S,  so  erhSlt  man.  noch 

Sei  ferner  fi  gleich  einem  Bruche  ~,  dessen  Zahler  und  Nen- 
ntr  ^  ganze  positive  2(|J4eh  yoraultgis's/f^t  werden«  und 

t  • ,: ;  mI-i  -•,:  .,  hl..    «:  .:.  .     ».i«  <•  j  i. ...  • «  m-'J-  .  • '».. .  .  ...j  .i 

so  kann  man  für  ein  beliebiges  S  setzen:  -  ^  »'    *  '*.    '•')< 

and  hier  muss  b  eine  Gr5sse  'sein^  ^4fe  mit  j5.j[|eiphzpi%ib^i)Z]i][ 
Null  abnimmt,  weil  man  ausserdem  nicnt  aurdie  Voraussetzung 
(5)  zurückkäme,  sobald  hier,  A  segeijL.die.  ISuU  convergirt.  Esfol^ 
nun  weiter  ,    .  i  i  i  ^  __  i  i; 

und  folglich  nach  Suntrikhon  der  Einheit  und  Division  mit  d 

.     .•!.  .  •••  -  .1  ;    .1.  ;  ,i...!-.(u!ii    ''•; Lü.     ^M  '^   '   '.    •■'    .       ■;!»  !»  =• 

3 ~ T •  (^> 

Die  Gleichung  (4)  berechtigt  uns  aber 


Si±^:^=»**.' 


zu  setzen,  wo  s'  mit  A  bis  zur  Null  abnimmt  Benutzen  wir  diess 
filr'die.xGleicJkflng  ^}t  nvb  if,  tmle  früheDtm,  ceine  posiüvä^^anze 
^hl  ist,  so  folgt  '«Mü  >-i     '>li  '.  .  :!'^<L'- 
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GeheD  wir  in  dieser  Gleichung  zur  iSränz«  Ifilrameiidlieh'i  '>d;>h. 
bis  zur  Null  abnehmende  S  liber  und  erinnern  uns,  dass  das  Ver- 
schwinden von  d  auch^  dks  VerscWftfiden  Ton  e!  und  e'  nach  sich 
zieht,  so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  (3)  fär  m=p    ,  . 


p:=:gr  und  folglich  r=— , 


d.  h/nach  No.  (5) 

Mit  No.  (3)  zusammen  fliegst  hieraus  der  Satz,  dass  fiir  jedes 
rationale  und  positiTe  |»  <     ,.      .. 

ist,  der  sich  durch  die  Mose  Bemerkung,  dass  man  sich  nicht 
angebbaren  Zahlen  durch  angebbare  Zahlen  soweit  man  will  nähern 
kann,  auf  irrationale  und  positive  fi,  d.  h  auf  jedes  beliebige  po* 
sitive  (i  erweitert 

Ist  endlich  ft  negativ,  etwa  ^=:— v,  so  sei  wieder 
Es  folgt  hieraus  der  Rei|ie  Üach"  "     •   ••«  -       '        .       .  ' ; 

*  1  +  r  +  ed' 

und  da  e  eine  mit  d  bis  zur  Null  abnehmende. Grosse  sein  muss, 
V  aber  an  sich  positiv  ist,  so  folgt  jetzt  dur(^  Granzenübergang 

v:= — r,  also  r=— v, 

d,  h.  vermöge  der  Bedeutung  von  r 

Lim j =(— v). 

Mit  No.  (7)   ausammengehaUen  giebt  diess  defi  Satz,   dass 
überhaupt  für  jedes  reelle  fi 
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ist,  und  dieser  ffitlift  vJftrmOg*  der  61eichang(l)  zu  d«r  allgemeinen 
Formd  V        '/  .     '        ■ 

.......    ,.     ^^^....    ■...., 

deren  Beweis  demnach  nur  die  Kenntniss  der  Summenformel  fiir 
die  geometrische  Progression  in  Anspruch  nimmt 

.  ,  .       •  •      \ 


m. 


I  ■' 


'    .       •  '      •  H  1..!« 


Heller  eine  elgeiithlimlleiie  Bmolielt 
mutg  bei  RefbeBBummlriuiffeik     i 

Von  dem 

Herrn  Professor  ;Dr,  Q.  8chji{>iailch 

ad  der  UnWertitai  za  Jena. 


Die  tnteressaDte  Thatsache^  deren  Besprechung  den'G^en- 
stand  dieser  Zeilen  ausmachen  soll,  besteht,  in  .kürzesteir  Form 
ausgedrficicty  darin,  dass  ein^  du^cliw^  convergente  Reihe  zwei 
oder  mehrere  ihrer  Gestalt  nach  sehr  verschiedene  Summen  haben 
ka^p.  ,.  joffMMftVl  ei^e  in  der  Reihe  >  yorkoi»mende</ Variabele 
zwischen  verschiedenen  GriniseH  liegt.  JDenluln  wir,  iiiisy>>atai  dto 
Beffriffen  ein  anschauliches  Substrat  zu  geben,  zunl^chst,  eine 
HeHieiisaiiiiMlning'voiif  der  Fbrm  *  ^  "*  • 

F(t)=:i<o+^i«  +  ^*+^»*'+.-. 
aosgefllhrt,  und  substituiren 'wir  rar  z  die  GrOsse 


welche  fBr  kein  reelles  x  die  Einheit  überschreitet;  so  bildet 


'^^^Kif^) 
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offenbar  eine  neue  Funktion  ▼<«i;ar«   4i^  sehr  verschieden  sein 
kanh'  und  etwa  f(a;)  heissen  mSgel    Wir  «haben  dann 

Die  rechte  Seite  besitzt  nufi  die  l^^iischaft,  sicbnichtzu  &ndem, 

wenn  man  —  an  die  Stelle  von  x  setzt»  denn  es  ist 

I 'Ufioii' »rF  \.^.   ,-if.   "■        •       -tl  il  ♦•  .m  •!•  .-">•...    ii 


a  X 


und  folglich  wird  jetzt     *    -*««»*-«—— 

Die  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  sind  nun  identisch»  und 
daraus  scheint  zu  folgen,  ^4^ J4  i^^^"  ^>®  linkeo  Seiten  sein 
müssten ;    aber  das  ist  gar  nfcnt  noihig ,  denn  im  Allgemeinen  k&nn 

y^^>irtik2%iicbiit>|l#|liidbilMQMini.    WUttlnui'M^fb 

(i;  xKtAmiiMUiM%n4ii^nMf)dä^      Itid  |!|iHUII.faiiis8en 
wir  jetzt  sagen :    in  der  Gleichung 

hat  die  Somme  y  zwei  verachiedene  Werthe,  nimlich 

.för  ^<1  ist  y=/|:jr),  ...    .,.,  ,.,:'l 

i"!,^■...<^'■F'>■^  4wegen  »^/(^)-,  '  "'.,.;,'' .T. ,'„■,'■.';."..;'..  ,•". 

iiWii^  wiAlen  «^le^'m  eiMia  Bdspiete  erithitMi<."AdMriba9b<;ni<i- 
ibi^  ivfttle «nddte  leidht  dnreiheb  hanit.')^;  «»•  '»  '«r.-»  /  .i  u »  ... 

Entwickelt  man  Vl~z^  nach  denii  J|^ii^«iliiaitb««rf»i#  iSd;  Mt 
für  x5l  .  . 

•)*.M.i-)   '        ,  IUI    \k*f  ii'n...:»l   ',.       '111.     ,.*  \    '..•  -i.j. 

1    ^  1    B.    «-3  ^^  1-3.5   y^  l    ^^ 

=2^+274"  +5:4.«^+o:b:8*+"-    ) 


V      1  ^v 
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•.  \  >.!•  :    ti.  ».!-    '.;  .'-"..I    .  !-••    i"'.    8i^     •1.   }-.|'  !  ■     •  .  .!    ■»  'i 

i.it  •  i     :    '•     ■  ',         '  '  •^'-     •'    '       '  '''«'"'    '      ■•••.■■  -.'.J-  ;     !  .  .      .'/ 


eine  FunUfoii  yoU  ««darsielKty  wslch«  beständig  ipjichtft<i  fvean  man 
X  das  lotervall  0  bis  1  durchlaufen  lässt«  also  för  i^l  ihr  Maxi- 
mum erreicht  =lv  dacaus  folgt  denn  sogMch 

-: -21*  d.  h.a:.2Ji,  ,     .  . 

^  Ja  ■)•...'  .•    '    ,\.     '        .'*    '.      i;i;-  -.«.^    I-.i.,M.  )-.    .t.    .    ♦..        I    •►•tMli.il 

Setzt  mau  dagegen  in  AexßUMm%%v&)  :       •  .7       .    i-  i    .J  .^ 


SO  finlM  Affaii' umgekehrt, • '    '•  •   '    '   '  '••'"   ■  ••*•'''  • 

2a? 

und  foIgiif:|i.  ,.'••.  |     .     .  ;.,.  „■•   .  ,  »  •  ;:i  .        ..-,:.,   ,-;•./ 

1 [fr   )\.a.^  /^'\^'  ,  '3.0  r    ^    "^5.        /Kx 

und.die^'  giljt  nJf  ^ordio  fQc    ...  :    ..  ü      v      . 

i =1'  **i=^  ^^^^  ^«V   i  .     ^    .    .  M  I 

Yereleichen  wir  nun  die  unter  (^  und  (5)  gefundenen  Resultate, 
so  ergt^bt  sich,  dass  dj^Summ6;de(^> Reihe 

.     "     ',1'.   .  .7     ..!   .^     -.  'I 

ausgedrückt ^Mrird  durch        .       ,..  ^,,    .  ,,,^,,^^  ^j.,^,,,,;,!  _.^^  j 


y=a:  von  a;=0  bl9  a:==l,  *  '^• 
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Dies«  Iftsst  sich  geometrisch  sehr  g^t  vttfaBoichMichtiii  w^nti 
man  sich  in  No.  (6)  x  und  y  als  rechtwmkiiche  Coordinaten  denkt« 
Die  Linie,^  deren  Gleichung  No.  (6)  ist^  besteht  dann  .ans  zwei 
Theilen,  von  denen  der  erste  eine  die  Abscissenachse  anter  dem 
Winkel  45^  schneidende  und  äurch  den  Anfangspunkt  gehende 
Gerade  (OB  in  Tat  I.  Fig.  7.)<  nnd  der  andefe  ein  StOck  von 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  bildet,  deren  Achse  =  V2^  ist  und 
deren  Asymptoten  dieC^ordinatenachsen  sind.:  Die  vorher  angefahrte 
Figur  giebt  hieVvon  eme  Abbildung,  bei  d^  OA:±:AB=l,  OB^  V^ 
ist,  und  worin  OBS  den  positiven  Theil  der  fraglichen  Curve  .dar- 
stellt- j  '   . 

ßj»  Icnüpfl  sich  hieran  eine  altgemeinere  Untersuchuns^  welche 
zeigen  soll,  auf' welche  Wetscf  man  jede  getvissen  BediBgmigen 
imterworfen^.Fvnktion  fix)'  voi  eine  Reihe  ton  der  Feiia 

^^ + ^»  (jf^  "^  ^^  Crfo3  +  ' 

verwandeln  kann.  l¥ir  müssen  zu  diesem  Zwecke  an  die  soge- 
nannte Umkehrungsformel  von  Laerange  erinnern,  welche  Folgen- 
des sagt.  Ist  y*  die  kleinste^  ,  d.  h.  die  mit  t  gMchzelflg  rer- 
schwindende  Wurzel  der  Crl<eichuhg'^' 

#-«9>(y)=«0,-  ^    (7) 

worin  ^)  eine  stetige  fSr  y=0  weder  verschwindende  noch  un- 
endBch  werdende  Funktion  von  y  bezeiclinot>  so.  ItapI  sieh  jede 
andere  Funktion  '^(y^)  jener  kleinsten  Wurzel  in  die  Reihe 

*(y')  ==  4)  +^i*+.^,2«+:a,x»+ ....  (8) 

verwandeln,  wobei  die  CoeiBzienten  mittelst  der  Formel  * 

ftSr  «f=0  nach  geschehener  Differenziatton  bestimmt  werden.  Diese 
Reinenentwickehinff  gilt  aber  nur  so  lange,  als  der  Modulns  von 
z  kleiner  als  der  Modulus^iles  kleinsten '^  ist,  welches  die  simul- 
tanen Gleichungen  '  .i~  .        ' 


■  '''^^y'=m''        •  "^^* 


/ 


erflIUt.  und  ^^ssevden^  ifuiss.  ifM)  eine  Funktion  sein,  welche  ISr 
sich  fn  eine  Smhe  mooT  4er  FoX(nt  ao4:Oiy+asy^  +  -»  Verwandel- 
bar sein  würde  *). 

Cm  hiemach  unser  Problem  zu  losen,''  isretzen'Ulr' In'  (7)  9(y) 
=  i(»*+l);   die  Gleichung^     ..  .. 


«)  M.  ••  mein  HKndbnch  üiü  0hrereiiti(flr«€hnimg  Cap.  IX. 
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2 
kat  dann  die  zwei  Wimeln     -  ' ' 

f = — r-^'  y=*=.-^-i — ' 

TOB  denen  die  zweite  mit  z  ffleichzeitig  TerscIiwiBdet,  also  unser 
f'  darstellt    So  lutben  tvir'  denn   '  - 

A 


J  \     (11) 

nnd  dabei  i^t 

Die  b^de^  eimultanen  Gleichungen  (lÖ) .  aind 


-i(y»+l)"~3f' 

...   ^"r^  .    . 

<•"»•»  W«^  y— i:  1/  :«>*  «^»»Ä  de»  YMPigfSn;  »ä:  jj  =s  i  1,    n^d 

M^lkji.  Atta«  den  ModnlM  t^Hi  z:  hamer  Ueinetf  aia  die  Einheif 
sein,  was  man  der  Gleichung  (II)  schon  im  Voraus  ansehen  gönnte. 
Setast  man  In  Ihx;   '    *  "  * 

wo  mm  wegen  2<1  auch  immer  x<.i  ist,  so  folgt 

und  mithin 

Schreibt  man  f  fät  ^  nno"  setzt 

SO  ergiebt  sich  jetzt,  weil  A^^f^  sein  miiKs:  '  r         * 
Theil  TL  4 
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A-)=AO)  +  ^Cl^»l^,Ci+VO+-j  (t4) 

Hafte  man  dagegen 

-'  !'\       ."f-         .  .     '••^.      ..'    '         ,.     .'*')'"•»    ,\    •  •.      {1  #:i  f..    • 

gesetzt,  so  würde  mao  za  dem  ^€|8,«it^e  .    .    ,; ',  .-     y\  ,y  . 


gekommeo  sein.    Es  ist  demnach  fBr 


!  .i  i'iJjJi  l»Mi 


-flzi)  voll  a:==l  bis  j?=x;  I 


und  die  Curve,  deren  Gleichung  (16)  ist,  besteht  demnach  wieder 
aus  zwei  Liuien  von  yerschi^dener  rtatur  *). 

Man  kunote  noch  fragen,  9h:8|ch  nicht  ein  dritter  analytischer 
Ausdruck   finden   iiesse,    de^  von  '  selbst  entweder   in  /(or)  oder 

(1 \  !  (    ' 

^ )  Qftergelit.,  jenaobdem  x<l  «Um  >l>4st  ifod  <etr  Üann  gM^ 

Im. Al%emftinik  dM'Werth  tiw  y  darstellte  und  die  Untertfihbl^ 

düng  Von  ^^1  überflüssig  mächte,    bifss  I&Bst  sieh  auf  folgende 

Weise  erreichen.    Nach  einem  bekannten  Theoreme  ist  der  Werth 
des  Integrales  -.      •    ,       J 

*^sina^cbs/g^ 


/. 


...        *      ^*      ! 
-      -  -  0 

Bilden  wir  nun  den  Ausdruck 


j=^,)^-eti^i^4.>(;^y|-^^^^^. 


*)  .  Bei«pielei|iieinciitlliiQn  Ahm  «}ch  {fldti  in  MsagAi  ycnchaffen ,  da 
ea  viele  Funktionen  /\x)  giebt,  für  wet^i  die  Bettimraung  Ton  An  kei- 
nen Schwierigkeiten  unterlieft,  s.  B«  /tx)=JC^  (m  gans  und  potitiT), 
/(;rj  =  i/(l+ar«)  u.  ev^'       '   '  .      '^  ^  ' 
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worin  ä?  als  eonfitant  üSr  di«' Integration  nach  ^  angesehen  wird, 
so  ist  für  l>:r  das  erste  Integral  =0*  ^^  zweite  =0,'  folglich 

fenier  ktr  x^=sl  jedes  der  Integrale  =^T9  mitMn 

7t 

und  fär  ;r>  1   das  erste  Integral  =0^  das  zweite  =2»  ^l>^ 

2 
Es  stellt  daher  der  Ausdruck -A  in  jedem  Falle  den  Werth  von 

g  dar,  und  demnach  ist  für  die  nach  Formel  (13)  bestimmten 
Werthe  yon  K 

und  diess  gilt  für  alle  x  von  a:=0  bis  a?=OD.  Der  reelle  Gewinn 
bei  dieser  Form  .besteht  darin»  dass  die  Distinktionen  hinsichtlich 
des  X  wegfallen,  was  oft* die  Rechniuig  abkürzt.  Wollte  man 
z.  B.  den  Werth  des  Integrales 


S^J^J'jfF(x)dx, 


wo  F  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet,  entwickeln,  so  wurde 
man,  um  sich  der  Formeln  (16)  und  (17)  bedienen  zu  können, 
erst  schreiben  müssen 

S—r^yF{a:)dx^JyF{ai)dx, 

und  dann  im  ersten  Integrale  y=/*(ir)  und  im  iweiteö  y==/l  —1 

setzen;  unter  Anwendung  der  Formel  (I8)  dafi;egen  ist  eitle  solche 
Zerspaltiing  von  S  nicht  nOthig,  indem  man  für  y  unmittelbar  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  (18)  substituirt  und  damit  S  in  ein 
Doppelintegral  verwandelt. 

2uqi  Schlüsse  noch  ein  Stückchen  Polemik.  Die  vorigen  Un- 
tersnchoiigen  zeigen  nämlich  voilatäodig  die  Nichtigkeit  der 
sogenannten  syntaktischen  oder  allgemein  analytische« 

4* 
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Bedeutung  der  onendllchen  Reiben,  wie  sie  namen^ipb 
von  Ohm  und  seinen  Schülern  verfochten  wird.  Gäbe  man  z.  B. 
einem  solchen  Herrn  die  Summimng  der  Reihe 

—  1      2ar  1    f   'Ix  V.     1.3  r   23-    V, 

auf,  Bo  wurde  er  sagen;  nichts  leichter  als  das,  »irschreibtsidie 
Reihe  in  der  Form 

und  wenden  das  Binomiattheorem  auf  jede  der  einzelnen  Potenzen 
von  x^  an;    diess  giebt 

y=i:2-ar(l—ar«  +  ar^-.r« +  ....) 
+  574(ar)»(lr'3^*+6a:*-  ..) 


und  zv/vt ,^9lüz  allgemein  richtig  ffir  alle  x.  Denn  so  lange  x 
nicht  zu  einer  Zahl  spezialislrt  wfard,  ist  ja  in  der  Gleichung 

X  nur  „der  Träger  der  Operationen '^  *),  allgemein  analytisches 
Symbol  u.  s.  w.  Die  Zusammenziehung  derjenigen  Glieder,  die 
gleiche  Potenzen  von  x  enthalten,  gieot  nun  yr=^  und  folglich 
ist  ganz  allgemein 

^=2T+^  +  2:4Ll+^J  +  ••  "^> 

Die  Unrichtigkeit  hiervon  zeigt  sich  aber  sogleich,  wenn  man 
—  f&r  ^  setzt,  denn  man  erhält  ^  =  ^  und  das  ist  syntaktisch  un- 
geheuer falsch  und  nur  für  a:=:l  richtig,  so  dass  also  am  Ende 
gar  keine  Reihensummirung,  sondern  nur  a;==l  herauskommt. 


*)  Mir  fällt  bei  diesem  Ohm'schen  Stfchvorte  allemal  da«  früher 
an  deotochen  Hufen  exittirende  Inctilat  der  Prägeljniigen  ein ,  aaeh  er- 
iaaeit  e«  mich  an  jene  chineiiaclien  Proletarier,  die  davon  lesen,  4mm 
•ie  die  Anderen  laerkannten  Barabnehiebe  «idi  anfrihlen  laaeenk 
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^  Wir  Anderen,  die  eine  Gleichung  zwischen  Funlition  und 
Reihe  nur  dann  gelten  lassen,  wenn  leustere  convergirt^  würden 
nun  so  verfahren.  Die  Formel  (19)  setzt  voraus,  dass  ;r<l  sei, 
weil  sonst  die  Reihe  divergirt  und  mit  (1  -f  ^^*  dann  niclit  mehr 
Identisch  ist.  Wir  föhren  also  die  ganze  vorige  Rechnung  nur 
mit  der  Bedingung  Ar<l  und  behaupten  daher  auch  das  Endresul- 
tat 3f=j?  oder  die  Gleichung  (20)  nur  für  a;<l.  Ist  dagegen 
a:>l,  so  schreiben  wir 

1 

X  ,  X 


h(D--'+^ 


setzen  — =|,  wo  nun  g<l  ist,  und  nehmen  die  ganze  Rechnung 

X 

jetzt  mit  der  Gleichung 


1      21     .     1  ^   21  -w» 


in  Bezug  auf  £  so  vor,  wie  vorhin  in  Bezug  auf  o:.  Es  findet  sich 
dann  y=:|,  d.  h.  jf=— ,  und  so  gelangen  wir  genau  zu  demselben 

Endresultate  wie  früher.  —  Die  Anzahl  solcher  Beispiele  lasst 
sich  übrigens  leicht  vermehren,  und  sie  zeigen  immer  wieder,  dass 
divergente  Reihen  den  Funlttionen,  aus  denen  sie  entwickelt  wur- 
den, nicht  gleich  zu  setzen  sind.  Um  aber  solche  Beispiele  zu 
kennen,  muss  man  sich  im  Gebiete  des  Calcöls  etwas  umgesehen 
und  sich  namentlich  mit  diskontinuirlichen  Funktionen  beschäftigt 
haben.  Wer  weiter  nichts  will,  als  Funktionen  wie  6^,  sin^etc, 
in  Reihen  verw  andeln ,  langt  freilich  mit  jeder  noch  ao  miserabe- 
len ,  Ja  sogar  mit  gar  keiner  Ansicht  aus ;  geht  man  aber  ein  paar 
Schritte  weiter,  so  lernt  man  bald  das  Gefahrliche  solcher  angeb- 
lich allgemeinen  Theorien  kennen;  versteigt  man  sich  endlich  in 
Gegenden,  wo  es  nur  einen  einzigen  Weg,  den  man  sich  erst 
selbst  brechen  muss,  und  ako  auch  keine  Controlle  giebt,  so 
fühlt  man  die  Nothwendigkeit  solcher  Methoden ,  welche  die  Garan- 
tie der  Sicherheit  in  sich  selbst  tragen.  Diess  ist  auch  ganz  ein- 
fach der  Grund,  warum  alle  die  Männer,  welche  in  neuerer  Zdt 
^e  Wissenschaft  materiell  erweitert  haben,  sich  zu  den  haupt- 
sächlich von  Cauchy  |ind  Lejeune  Dirichlet  vertretenen  An* 
sichten  bekennen» 
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Heller  die  cylindrischen  Kanalflächen« 

VoD  dein  \  . 
Herrn  Doctor  J\  Di  enger, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Fh);«ik  an  der  höheren  Bfirg;eracliale  zu 
Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Wenn  eine  geachloesane  Fiäcbe  oder  |K5rper  sich  so  bewegt, 
dass  einer  ihrer  Punkte  auf  einer  bestimniteh  Kurve  sich  bewegt, 
so  ist  die  umhüllende  Fläche  aller'  der  .^vucci^iven  Lageu,.  welch)^ 
die  bewegliche  FiSche  einnimmt,  eine  Kanal  fläche.  Für  den 
Fall,  dass  die  bewegliche  Fläche  eine^Kugelfläcbe  i^ofn  koiu^tanteih 
Halbmesser  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  ein^r  gegebenen  K^yrve  sich 
bewegt,  nennen  wir  die  entstehende  KanaltfSche  eine  cylin^risclie. 
Wir  stellen  uns  nun  im  Folgenden  die  Aufgabe,  den  Flächen-  und 
den  Rauminhalt  dieser  letztem  Gattung  ;eu  bestimmen. 

1. 

Eine  Kugel  vom  Halbmesser  r  bewegt  stcfi  so,  dass  ihr  Mit- 
telpunkt auf  einem  Kreise  bleibt,  dessen  Gleichung  ist 

welches  Ist  die  Gleichung  der  beschriebenen  KanalflBche? 

Bezeichnet  a  die  Abscisse  eines  bestimmten  Punktes  des  fes- 
ten Kreises,  so  ist  das  dazu  gehörige  y=4:1^Ä*  —  a*  und  die 
Gleichung  der  Kugelfläche,  wenn  ihr  Minelpünkt  in  diesem  Punkte 
sich  befindet,  ist  , 


(yT^^-a«)*+(a:-a)«4-2«=r«,  ,  .  (1) 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  a,    so  ergiebt  sich: 

oder 

+  ai/=ar^Ä«— a«  (2) 

Eliminirt  man  nun  a  zwischen  der  Gleichung  (1)  und  (2).    so  er- 
giebt sich  als  Gleichung  der  verlangten  Kanalfläche  : 
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Wie  jtaM  l^t*  fiM«t/  i^W^lwb  flAdi«  Ton  einer  Ebene, 
die  durch  den  Asfaiiffspuiikt  d^^r  Coordinat^p  goht  upd  auf  ißt 
Ebene  der  xy  senkreäit  steht,  in  einem  Kreise  geschnitten,  des- 
flea  Balbioeaver  r  M,  wa$  kbr ;  i|t,  4a(  .offenbar  die  vorliegende» 
durch  die  Gleichung  (3)  ausgedruckte  Fläche  auch  entsteht,  wenn 
ein  Kreis  vom  Halbmesser  r,  dessen  Ebene  senkrecht  steht  auf 
der  Ebene  des  festen  Kreises,  sich  49  bewtKtj.  dass  sein  Mittei- 
punkt  den  Umfangt  de9  festen  Kreises  durehlfinft ,  oder  dass  er 
sich  um  die  Axe  der  2  dreht  in  der  Entfernung  R, 

Socheu  wir  ouiv  ^n  FlftchiAlnbiilt  der  betmabMß»  iUnfJi 
flfiche  zu  bestimmen. 

Sei  in  TaC  I.  Fk,  8.  CD  ein  Vi^rtelßlqreis^  dessen  Mittel- 
punkt G  und  dessen  Halbipeifeer  DG'==r  ist;  ferhef  sei  AO  senk- 
recht auf  GA  und  AG=^R;  JEF  ein  Element  des  Kreises,  des- 
sen Gleichung 

sein  soll.  Dieser  Viertelskreis  drehe  sich  um  AO,  so  beschreibt 
das  Element  EF,  das  man  aU  geradlinig  betrachten  kann,  eine 
K^elfilehe,  deren  Inhalt 

=  7t.EF.(MF+NE)=zn.  V"(clr)«+(£^)«.(Ä— .r+Ä-jr+iir) 

ist  Nun  ist  C^J  =3nr^^  deninach  ist  die  Fläche,  welche 
dgrcb  den  Viertekkre|9  CJD  be§cbn«b^n  wird: 


Wäre  der  Viertelsbreis  nach  Aussen ,  statt  nach  Innen  gewendlet, 
so  C&nde  sich  fär  die  beschriebene  Fläche: 

Die  bf)tniehtfte  Kanalfläche  iat^b^  offenl^air  glaleh  der  doppdten 
Smniae  diee^r  ^nv^  Flfidieiii;  d.  b,' gleich 

oder  gleich  der  Umfläche  eines  senkrechten  Cvlbders  von  Reicher 
Weite,  dessen  Hube  gleich  der  Länge  (iRn)  der  Mitteihnie  der 
Kanalfiäche  ist  Bief^  man  also  diesen  Gyiinder«  bis  ^r  eine 
Kanalfläche  bildet,  so  dehnt  sich  seine  eine  Seite  um  eben  so 
viel  aus,  als  die  andere  zusammengedrückt  wird. 
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DtnRanraitdidtterhtt^fi6n(MiHkiidil;heWeis#.  Der  von  2V£Fiir 

enmgCe  KDrp«t  hatifeialßfi  imA^iNM^MF^^MF.MEHh^fTE*) 
anagedi^citien  'Irihattl^'  i^teser  ist  niiii'  deii>ti  wd'yCÄ— »* 
=n *>^^,_jA^       somit  hat  4«rToii  O2)C/<i0r2eiigteKOft>6f  dm 

lohalt:  .    .     ■     -  ^"M  y-'        v'y, 

Uri  d«ir  VI«rt«bkM8  Via<ih  Aiik««fl^«<wendef ;  so  orhlitt  ma^  ftrdef 
entsprechendeD  erzeugten  Raum: 

r 

Der  Rauminhalt  des  cylindrischen  Kanals  Ist  aber  gleich  dem 
doppelten  Unterschiede  dieser  beid«n''Kurpery  also  gleich 

d.  b.  gleich  dem  Kubikinhalte  des  vorhiil  eritähntetl  seiik^chtii^n 
Cyllncters» 

.;,.    •...-■■'•■,.      .. 

Die  vorstehenden  Resulüate  kennen  nun  leicht  verallgemelnert- 
werden*    Sei 

if^fb^      "' .-,  ■     •■■-•• 

die  Gleichung  einer  "ebenen  Kurve ,  aVf  deV  steh  der  Mittelpunkt 
der  beweglichen  Kugel  bewegt,  so  ist  dÄ0  Clteichung  dieser  letztern* 

und.n^enn  maif  ^  zwischen  dieser  Gleiplfung  uipd  >.    . 

eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  SteAr  gesuchten  cylindrischen 
Kanalfläche. 

Diese  ist  offenbar  die  nämliche ,  als  die  Fläche,  welche  ein 
Kreii^Tom  Halbmesser  r  .be^chri^ibfif '  wfirde],  de^sett  lMittelputti^< 
auf  der  gegebenen  Kune  sich  bewegt  iiiijl  dessen' Ebetie-  senkreefat 
steht  auf  der  Ebene  der  Kurve. 

Cm  die  Oberfläche  dieser  Kanalfläche  zu  bestimmen,  verfah- 
reo  wir  auf  folgende  Art. 

Denken. 'wir  ;nnj$  ini  Anfangspunkte  der  Coordinaten  die  Axe 
der  r  erricfitetlV  so  Icann^man  sich' vorstellen,  der  bewegliche 
Kreis  drehe  siini  um'  Wese  Axe.  Betrachten  wir  (vorhergehende 
Figur)  den  Punkt  F,  so  bleibt  für  ihn  MF  nicht  konstant,  wie  in 
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I.,  sondern  es  indert  sioliy  jl»  nach  4cfr€r«stalt  der  festen' Kurve ; 
jedoch  Ic^nn  man  f&r  ^nen  unendlich  kleinen  Winkel  dij},  yim  den 
sieh  der  Kreis  dreht,  üfFalskon^laitt  annahmen,  1^6  äiich^  di^ 
Entfernung  aller  Punkte  des  beweslichen  Kreises'  iron  der  Axe 
AO.   Die  durch  solche  Drehung  beschriebene  Oberfläche  ist  nach  L : 


^e^=2r«.^rfip. 


wenn  o  die  veränderliche  Länge  von  ^6  bedeutet.  Da  o  für  die 
unendhch  kleine  DrelMing  ilif;  iMiistant  ^leibt^  so' Ist  ^ci^2±</<y 
vreton  c/#  das'Elenrrof 'd€«r  festen  <Knne  bezeichnet.  Bewegt  sieh 
also  der  Mittelpunkt  der  ben^gKekeb  Knfer  durch  die  Länge  s 
der  festen  Kurve,  so  ist  der  lohalt  der  dadurch  erzeugten  Kanal- 
fläche: '  •• 


d.  h.  gleich  der  Oberfläche  eines  senfaridchleA  CyJinders  von  glo 
chef  Wi^ite,  dessen  Hohe  ^^leich,  der  Lä^g^  der  Mittellinie  ist 

fGans  ebieii  'SO  findet  "man,  .dass/dei^  Kubikinhalt  de*  Kaadft 
gkkh  ist  dem  Kubikinhalte  des  sbenfefcvväliilUm  Cylinders;  ., 

.  Sei.s,  B.  idie  Sllifse^idefen.  Gleicbi^pg  .  < 

ist,  die  leitende,  feste  Kurve  (Mittellinie),  seist,  wenn  man  die  ganze 
Kanalfläcbe  betrachtet,  die  Länge  der  Mittellinie: 


/=:4a/'?rifa     e»cos«y  dip. 


worin  c= ,   welches  Integral  man  durch  die  elliptischen 

Funktionen,  oder  durch  die  sehr  convergirende  Reihe 

ausdrflcken  kann.    Der  Flächen-  und  Rauminhalt  der  Kanalfläche 
sind  nun: 

2rnl  und  r*^. 
Auf  ähnliche  Weise  verßlhrt  man  in  andern  Fällen. 


III. 

Endlich  sei  die  leitende  Kurve  eine  krumme  Linie  doppelter 
Krflmmung,  deren  Gleichungen  sind: 
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6Q  erhalt  mun  di^  Gteicbiing  ibr.  «ntatehwden.KaQ^iUvqlicLy.VwQ 
m^n  a  elimiiiirt  zwiachen       -  ,   _ 

'(a:-a)*+(y-/(a))«  +  (z--fta))«=i^ 
und 

^-a+(g-na))r(ä)  +  (z^F(a))P(a)^0. 

ist  Jm  diMf  Element  der  ieiteadf  n  Kurven  <«o  kaan  man  dieMs 
al»t«beD  l»etrachteo;  woraus  nach  IL /algt,  da«s  die  Element^  der 
Oberfläche  üDd' d«$>  BavilMnhaltes  lesp^siod:; 

^ncdi  und  r^ds, 

woraus  durch  Inte^ation  leicht  folgt«  dasn  sowohl  Oberfläche,  als 
Rauminhalt  bezüglich  gleich  sind  Omfläcbe  und  Kubikinhalt  eines 
senkrechten  Cylinders  von  gleicher  .  Weite ,  dessen  Hohe  gleich 
der  Langfe  dar  ieltendeHi  Klirre.  •'  (-•-    'i 

Die  oben  hergeleiteten  Formetb  '  hätten  steh  auch  aus  dem 
ebMmscfaen  Ttieöi&lw9-  entwickeln  lassen;'  da  jedoch  dieKiinal- 
flächen  bäo^  VorhaoAdb  sind»  so  ist  es  Mchc^vergebeile  MüM, 
die  betreffenden  Aufgaben  ohne  Anwendung  dieses  Theorems  zu 
lusen,  zumal  die  vorliegblide  Entwlekelungsieh  leielit  ganz  elemen- 
tar darstellen  lässt 


■.     '»Ml  '     . 
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Heber  eine  Klasse  freometrlseher  Sätze, 
deren  Beweise  anf  iLeinen  OrOssenlie- 
Btimmiuiiren  Iteraiien,  nelist  einer  ele^ 
mentaren  KonstmKtlon  fies  Biifliel- 
punliLtes  des  einfaclien  HyperlMiloids* 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberiehrer  am  Gymnuiiain  sa  Heiligenttadt 


Die  VDD  dem  Herrn  Heransgelier  in  «diesem  TheMe  den  AreUr^ 
8.  89.  zur  synthetischen  AuflOettng  Torgeleffte  Aufgabe  *)  gelMhrt 
zu  demjenigen  Theile  der  Geometrie,  dessen  Sätse nicht  ans  Grössen^ 
bestimmnngen^  sondern  eiozig  und  aUein  ims  der  Definition  der  ge- 
raden iLioie  vnd  drer  lE3^w  fllessen,  und  welcher  dieses  aeipe/^ 
rein^eometrischen  Charakters  wegen  und  besondere),. dessh^b,  wei^ 
er  die  allgemeinen  Figuren,  und  Pigurenbeziehun^en,  welche  Gegen: 
stand  der  quantitativen  Betrachtung  werden  sollen ,  dieser  le^teren 
als  reelle  und  bereits  vorhandene  überliefert,  den  Anfang  des  ee- 
sammten  S^stemes  der  Geometrie  bilden  sollte.  Wenn  icn  nämlich 
nicht  sehr  Irre,  so  besteht  die  letztere  aus  drei  wesentlich  von 
eioi^der  jf^^sehie^i^nen  nr»!  zugleich  einander  voraiu^i^etzetL  Jim  Haupt- 
theiißn.,  in  denen  31  cb  der  wisjseiisclifal^liclie  («edanke  au f  $Iioliq|ie 
Weise,  wie  <las  sieh  entnickelurle  Be^viLssUein  iiberFiau|>t^  ^Mf^jb 
die  Stufen  der  .Anscbäiiuug  und  der  Rellexioii  brriditrcti  z^^i  .be- 
greifenden Wissen  hm  bewegt.  Der  erste  diej^er  Theile  —  die 
Geometrie  der  rein eti  Lage  -r-  isj;  der,^o  eben  ^ngedeut^te^ 
dear  zweite  -r-  die  Geo^letrie  dei  ^ßst'a^lt  «f>4  Grösae  ^r-  h^it 
die  überlieferten  Gebilde  bipsi9ht1icb  jhr^r  Linien-,  Winkel-,  Flächen- 
und  kurperJichen  Gfösse  xu  vergleich^  und  insbesondere  äurcb 
Entwicklung  ihrer  i^etrischeu;  Beziehuuef^n,  von  den  besync|eren 
zu  den  allgemeioj^rea  aufet^igend,  die  ^gefneinen  metrischen  Ge- 


*)  Die  gesuchte.  Gerade  ist  die  Üiii;cbf«liiiitMlinie  deijeqigen  iiwei 
Ebenen,  welche  den  gegebenen  Punkt  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden 
verbinden,  oder  aaeh,  was  einerlei  ist,  die*  Verbiadün^llnie'  dei  gege- 
benen Punktes  mit  desjenigen  Punkte  der  isinen  gegebenen  Geradea^  in 
weleiMni  die  ietateire  von  der  VerUbdangsMieM  des  gegebeoMi  Pw^tcn 
und  der  anderen  gegsbeaes  Geraden  geschaiUen  wird. 
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Betze  zu  erforschen  9  welche  dann  dem  dritten  Theile  «*  der  Geo- 
metrie der  Grösse  und  Lage  "^  als  Principlen  dienen,  um  die 
Gesammtheit  der  geometrischen  Wahrheiten  als  wobigegliederten 
Organismus  darzustellen»  —  Von  diesen  dreien  ist  der  erste  Theil 
der  bis  jetzt  noch  am  wenigsten  ausgebildete ,  so  dass  es  scheinen 
kann,  als  oh  derselbe  ausser  einigen  wenigen,  in  den  Lehrbüchern 
zerstreut  liegenden  Sätzchen  wtf ter  nichts  ab  eine  Reihe  von 
Definitionen  enthalte.  Gewiss  a'ber  würde  derselbe  einen  grosseren 
IuHaU  'Un^  grossere  Selbstständigkeit  gewonnen  haben ,  wenn  nuia 
cfie^i^  -ffen  übrigen  Theilen  durch  die  Natur  der  Sache  gebotene 
Jlteiinifi^  4ie '  Ersehetmittgett  dies  vollen  lUmnes  tätäk  denea  dnr 
Eb^fie,  und  nicht  umgekehrt,  abzuleiten,  nicht  auch  auf  jenen  lijier- 
trageii  bittet  Denn  hier  «erade  zeigt  es  sich ,  dass  man  planne^ 
tfifscha  Sätze,  .i^elel^e  bisher  mittels  vieler. Praportione»  hergeleitet 
wurden ,  durch  eine  einfache  stereometrische  Betrachtung  erhält 
und  so  foei<li^fittä8!ß4,u.  Friidite  mit  blosser  Hand  erfa^st,  zii  denen 
man  nicht  ohne  Leiter  und  Brecbhaken  zu  gelangen  glaubte.  Das 
Folgende  mag  als  Beweis  dieser  Behauptung  dienen. 


1. 

Wenn  drei  Gerade  A,  B^  C  \m  Räume  paarweise  drei  Punkte 
(endlich  oder  unendlich  entfernt)  gemein  haheii,  und  eine  vierte 
Gelad^  A<  hat  mit.zwetei  derselMn,  z.  B^  Biit.  ^  und  B^  zwei 
neue. Punkte  gemein,  so  .hat  dieselbe  anoh  mt  der  dritten»  C» 
einen  Punkt  gMieui. 

.Beweis.  Denn  hätte  D  mit  C  keinen  Punkt  gemein,  so 
^rde  man,  Wegen  der  völligen  Einerteiheit  der  rechten  und  der 
linken  Seite  Aer  Pigur,  mit  demselben  Rechte  behaupten  können, 
dass  die  Gerade'  Z>  Irnks,  als  dass  sie  rechts  von  der  Geraden  C 
abtriebe.         .  - 


Denkt  man  skh  einen  Punkt  5  mit  sämmtlichert'  Punkten  eiüer 
Geraden  A  üti  Räume  iliirch  gerade  Linien  a^  i6,  'epd,.\,  vert»un- 
den,  so  biMen  die  letzteren  eine  Fläche  (E;  ist  nun  iy^  irgend  eine 
neue  Gerarie,  welche  mit  (S  zwei  Punkte  a.t  gemein  hat,  St> 
gehen  von  S  nae|i  diesen  letzteren  zwei  jener  Linien,  6,  b^  c,d..,, 
z.  ß.  n  cind  /k  da  nun  A,  a,  6  paarweise  drei  Pni^kte,  also  au<ih 
N  mit  A  einen  Punkt  gemein  hat,  und  da,  wenn  A  irgend' eine 
andere  der  Lhueir  «,  A>  'J»  d*,,  ist,  die  getaden  ^*  a,  A  pakr- 
weise  drei  Punkte,  die  iV  aber  mit  A  und  a  zwei  Punkte,  also 
auch  N  mit  k  einen  Punkt  gemein  hat,  so  hat  iV  mit  sämmtiichen 
Linien  ct.  6,  c,  d...  einen  Punkt  gemein  und  Hegt  demnach  ganz 
in  der  Fläche  6.  Eine  so(che  Fläche,  in  welcher  alle 
Punkte  einer  Geraden  liegen,  sobald  dieselbe  irgend 
zwei  Punkte  der  ersteren  verbindet,  heisst  e4ne  Ebene. 

Aus  1.  und  2.  wird  nun  bewiesen,  dass  zwei  Gerade  in  der 
Ebenci  *^  eine  Gerade  und  eine  EbeYie  im  Räume  -^  endliofa  zwei 
Ebenen  hn  Ramne,  allemal  bezügKch  einen  Punkt  CKler  eine  Gerade 
(endlich  oder  unendlich  entfernt)  gemein  hldlN»n. 
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3. 


Direi  beliebige  Ebenen  im  Rarime  iiaben'  entweder  nd^  einen 
Pnni^t  öder  eine  gerade  Linie  (^ndlii^h  bd^r  unendlich  entfernt] 
gemein. 

Beweis.  Dean  bat. die  Ebene  B  mit  ^  die  Gerade  AS^  un4 
mit  der  Ebene  C  die  Gerade  CB  gemein,  so  baben  die  in  B  lie- 
genden Geraden  AB  und  CB  einen  Punkt  s  gemein  oder  fallen 
zusammen;  im  ersten  Faije  baben  alle  drei  Ebenen  den  Punict  $9 
im  zweiten  eine  gerade  l/ibie  gemein. 


Geben  in  Taf.  II.  Fig.  1«  drei  beliebige  Gerade  im  Räume  durch 
einerlei  Punkt  S^  und  werden  anf  Jeder  zwei  Punkte  Uy  a\  b,  ß: 
c,  y  beliebig  angenommen,  so  lassen  sich  diese  letzteren  paarweise 
durch. zwOtr neue  Gerade  ab^  aß,  aßr^  abi  bc,  ßy,  b/^  ßc;  ea^'-ya, 
Ctt,  ,yay  und  drei  zu  drel^  ausser  Sab,  Sbc,  Sca,  dureh  acht  neue 
Ehernen  abc,  aßy,  aby,  aßc,  «bc,  aßy,  aßc,  teby  rerbinAen.  •  Ist 
nun  der  Reibe  naeli 

«1 6c  .und  ßy\  S 


«i 

h        „        ßCy 

der  Punkt  |  *»        ^^"^  Durchschnitt  der  Ge- 

^a    .,,    y«. 

ßi  '     raden 

Ca     i,     yuy 

^i 

ab    „ ,    aß. 

Wi 

nß   .„     «6; 

so  liegen  der  Reihe  nach  die  drei  Punkte 

«i>  *!»  «i        •                               .        . 

tAeiämA^, 

*b*  A>,yi        •       .•      j  • 

«ftc    „    aßyy 

im  Dikrehsehnitte  der  Ebenen 

'  ,    . 

«i>  *i5  fi                       .  •     ,        .        .        . 

o/fc  ,,   «*);, 

also  in  vier  neuen  Geraden,  und  da  diese  paarweise  sechs  Pupk^ 

femein  hd>en,  so  liegen  dieselben  in   einer  und  derselben  neuen 
Ibene  M, 


Sind  nun  abe  und  aßy  irgend  zwei  Ebenen  im  Räume,  welche 
▼on  den  Strahlen  eines  räumlichen  Strahlbüschels  5  bezüglich  in 
den  Punkten  a,  o;  6,  ß\  c,  y\  dy  d..,  geschnitten  werden,  und 
setzt  man  in  der  vorhergehenden  Betrachtung  d,  8  ha  die  Stelle 
von  Cy  y,  so  erhält  man  eine  Ebene  M,  welche  sleich  der  vorigen 
den  Durchschnitt  der  Ebenen  abe  und  aßy  una  ausserdem  auch 
den .  Dur|chs(^hnitt  der  Geraden  aß  und  ab  enthält;  beide  Ebenen 
^  feilen  also  zusammen.    Hierausfolgt: 

Werken*  zwei  £ben.en  von  den  Strahlen  ehie«  rftumt 
liehen  Strahlbaschels  besfiglich  in  den  Pu&ktenpaaren 
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a,  6,  c,  d...  nnd  «,  |5,  y,  tf...  geschnitten,  und  je  zwei 
dieser  Punktenpaare^  wie  a  und  ß,  b  nnd  a^  wechaels- 
weise  durch  zwei  Gerade  verbünden^  so  liegen'  die 
Durchscbnittspnnkte  je  zweier  solcher  Geraden  a^(le  in 
einunjdderselben  Ebene,  welche  anch  die  Durchschnitts- 
linie  Jenet  beiden  ersten  Ebenen  enthält.^    •-- 

6.       '■  .        ..  ,       • 

Aufgabe.  Wenn  zwei  Ebenen  aic  und  cißy^  äeren  D4irch* 
Schnittslinie  ausser  dem  Bereich  der  Zeichnung  liegt,  beliebig  ge- 
geben sind,  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  Vi  eine  Ebene 
zu  legen,  welche,  gehörig  verlängert,  nach  jener  Durchschnitts- 
linie gehen  wtirde.  ,  .  , 

Auflr>6ung.  Man  lese  durch  den  Punkt jj^i, zwei,  Gerade  a/7 
und  abs  weiche  die  geg.  Ebenen  bezuglich  in  den  Funkten  a,  ß 
und  ft,  b  schneiden;  ziehe  sodann  die  Geiraden  a,6..und  aß.  Und 
auis  :detn  Dui^chschnitte  iS  der  letzteren  oiue  dritte  ^„  j,  welche  die 
beiden  Ebenen  in  c  und  y  schneidet  Jetzt  ziene.  ni^,  i^pcb  o/ 
und  oc,  die  sich  in  ß^y  und  by  und  ßci  die'  sieh'in.,«ii  schfi^iden; 
so  hat  die  durch  die  drei  Punkte  «i,  ß\y  yx  gehende  Ebene  die 
verlangte  Eigenschaft. 

7. 

E^  seien  fai  Taf.  IL  Fig.  2.  obc^Vikd  ü\  6|  ^  zwei  in  einerlei 
Ebene  liegende  Dreiecke,  deren  Ecken  paarweise  auf  drei  Strahlen 
aoi,  Aft|,  CC|  eines  Punktes  i  liegen ;' durch  den  Punkt  t  werde 
eine  beliebige  Gerade  &  in  den  Kaum  gezogen»  und  zwei  belie- 
bige Punkte  S^  %i^  der  letzteren,  jener  mit  den  Ecken  des  Drei- 
ecks a6c  durch  die  Geraden  5a,  Sb ,  Sc,  dies'et  mit  denen,  von 
Ol  bi  Ci  durch  ii  o^,  *i  bt,  h  ^i  verbunden.  Dies«  v^usgesetzt, 
60  s^hn^en  sich  Sa  und  giOi  in  einem  Punkte  o;  Sb^  ond^  f,6i 
in  ßi  Sc  und  SiCi  in  v;  ferner  schneiden  sich  die  orei  Geraden 
ab,  aibi,  üß  in  einerlei  Punkte  /^  der  Durchschnittsttntet'^der 
Ebenen  abc  und  aßy\  die  drei  Geraden  tei,  6|C|,  ßy  in  einerlei 
Punkte  ff|.  derselben  ijinie,  und  ebenso  ca,  CiOi,  ^i}  inv\einerlei 
Punkte  />!  dieser  Linie.  Foldich  liegen  die  Durchscnnittspunkte 
^19  ß\»  i\  ^^^  Seitenpaare  oc  und  Oi^i,  Ca  und  c^i^V  ob  und 
«|.6i(ih'Ciiterlei'geiader  Linie. 

''  Ceben/fn^iner  Ebene  die  drei  Geraden,  tVeTch'e  die 
Ecken  zweier  Dreiecke  paarweise  verbinden,'*  durch 
einerlei  Punkt,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte 
der   entsprechenden    i^eitenpaare   in   einerlei   gerader 

Lin-ie^  .  .      ..,     '  ,    ■    •   .        ■    .  7  :.  ..,  . 

■     >.'''..  '  ...      <i  84  > .  -     .  •       ' ',  .    .  o 

.  .bi  einer  Ebene  (Taf.  ILFi§«  3,)  werden  zwei  b.^i^luge  Gerade 
^i». ^1,  VOfi  drei  lätrafalen  eiheß' IStrahlbüschels  «  b^iwicl^  In  den 
Filtikt^ppaaren  a\  b,  cund^ji,  6|,  c^  geschnitten;  zien^it^imtl  noch 
<lie  Gnaden  a&i  ^  und  ba%yi\^  sich  \ny\  cbi  vfid  6cü,  aie'j^ich  in 
a  schneiden,  so  liegen  die  Ecken  a,  &|,  c  und'ax»  ^9  ^  ^^^  Drei- 
ecke abiC  und  Oibci  auf  drei  in  i  donvergirenden  Gerädeii;  äl^O' 
liegen  idle>  Punkte  i»5  v,  ß,  in  denen  sieh<die^tspiechenAeiiStiten- 
panreBebneiden,  Ml  einer  geraden  Linie.    Hieiaiis  folgt  3 
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ehift^  S'tcali^lbflfipchtliplii  A^n  PullktiJiip'aareK  a,  4^  Cyd.K. 
Kiid«|,'A|'V'<^>  4i*^-ff6»ohnitleiiviiiHi'j4  %wA\  diek^r  Paare 
ire4iii4«li»freU^  ^diriik  flvrei  n^eue  Gi^tada^' a.  I^i  aA^  «lid 
«i^i'^OTl^*n<^^n>  so  liegen  d4e,Durdischnitt8puBkte  aller 
dieltdiibrevem  :6e»a4ea  la  eioer  und  derstflaeii  geraden 
bfkia;  welche  avekl  den  DurebBcliiiitt  def  beiden  ereten 
6brad«a>eBthilt  '  i 

I .  Uieraua  ereabeiv  #dk  nim  ,ttAliolie  An^E^b^n^  iwie  .aus  6^, 
ii$9pUck : .  Piircb  einen  gegebeneiv  Punkt  einer,  <Eb^ne.  Irr  d^rselbeii 
^e  Gerade  zv  aienen,  welche  :nsi^  .dßm,(au|Ber,^eBi,Bere^  der 
2ei€b|iunff  liegendm)  QiirchsGbikitte  aweier  ngebiepen  Qer^n  g^be; 
Ceffiers  Mitzwei  gegebenen  parallelen  durc^  eioeo  giigfjbenm  Pjffxkt 
ihrer  Ebene  eine  neue  Parallele  zu  ziehen;  endlich:  Durch, einen 
eegebeqen  Punkt  des  Raumes  eine  Gerade  zu  ziehen ,  welche,  nach 
destt  ^mifeisethalB  dem  Beretcm  der  Zeichnoag  Kegenden);'Durehisc1initte 
eine^  gegebenen  Geradep  and  t^ner  gegebenen  Ebene  gericht^  s^i. 

...^.      .0  ■    '  'i^'  :-...■•       '•  .  Ö.:-.    -   ■     -'■'    /'      .:    '  «•     i'V'.l'J 

"  •  '  'Ml...  .  •  f       .  '  .    »         .  .  '  J  ■        I  f  •  M 

Daich  den  In  7.  entwicieellen  Salz,  waichte'  Mk.  auf  idie;  hch 
kannte  .Wei^e  fiOr  Fisuren  von  mehr  iSeiten  erweitern  IfisHt»  int 
non  die  anter  dem  Nam^n  der  CoUlneatien  bekannte  Beziehung 
Mf  Figuren,  und  dvrch  die  AAnabne ;  eine«  unendBeb  entfelmten 
Punktes  $  und  de«  ParalteUsmus  ideo  Seiten  sind  zugleich  die  be^ 
aohdereilr  Fülle  der  Affinität,  Aefanli^hkeiti  Gleichheit,  Symmetrie 
und  Congruenz  gesetzt  Sache  des  zweiten  Theiies  istee  nun, 
die  metrischen  Bedingungen  dieser  Bedehunffen  zu  erforschen  ^snd 
Insbesondere  nachzuweisen,  inwiefern  zwei .  beliebig  gegebene  Fi- 
goren in  eine  dieser. Beziehungen  treten  können. 

10. 

Ee  aetei  itn  .Räume  drei  eteander  nicht  schneidende  Gerade 
A»  dl,  Jp  ge^ribeti,  und  dtdrch  ein#  derselben,  z.  B.  <|«rcb  4» 
belieble  viele  Ebenen  a,  /3,  y,  d.«,  gelegt,  welche  die  beiden  s^ 
deren  Geraden  A,  A^  bezüglich  in  den  Ponktenpaaren  a,  B,  c,  b... 
und  a£,  1h  y  Ci,  bj...  schneiden;  so  werden  die  Verbindungslinien 
a,  6,  c,  a...  dieser  Punktenpaare,  weil  in  den  Ebenen  a,  /?,  y,  d... 
liegend,  auch  die  Gerade  A^  in  (endlich  oder  unendlich  entlernten) 
Punkten  a«,  i^,  k^,  bs**.  treffen  mdssen.  Die  Gesammtheit  der 
Geraden  a,  b^c^d,..,  deren  jede  also  die  drei  Geraden  A,  Ai,  A^ 
schneidet,  bildet  eine  stetig  zusammenhängende  Fläche,  welche 
windschief  oder  einfaches  Hyperboloid  (surface  gauche, 
hyperboloide  ä  une  nappe)  genannt  wird.  Dieselbe  wird  auch  da- 
durch erzeugt,  dass  man  säromtliche  Punkte  (u,  i>2,  Cs,  ^;«*  der 
einen  Geraden  A^  mit  den  beiden  anderen,  A  und  ^i,  durch  Ebenen- 
paare o,  f'i'yßf  ßif  y»  7i ;  ^9  ^i*..  Terbindet :  die  Durchschnitts- 
linien dieser  Ebenenpaare  sind  mit  den  vorigen  a,  6,  c,  d...  Iden- 
tisch;  denn  offenbar  läset  sich  durch  jeden  Punkt  einer  der  Geraden 
A,  Ai,  A^  immer  nur  eine  einzige  Gerade  ziehen,  welche  allen 
dreien  begegnet 
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.  .. AomerkiVM^ / Uas .«lnfaoh0iHj|i*rhol6ld(imd aein(lM8#ilderei' 
.  HüK  I  (^  liypc^Dttlipelia .  Parabolold)  ist  1  #ine.  2MltergMtal4  von 
Ebene  nud  dnrebau«'  khliaiiilimeiiter  «Fl&eli»,  .un4  eii^tebin  ae^  wich- 
tiges  Hülfsmittei.giir  Eatwiokluiig  geemeMedito  SjiemchtiÜan,  als 
die  Ebene.  Sttne.SMliuig  im  ersten  Tbeile. dem CÜtoai^trie  wfirde 
es.  Vjollkonuneil  verdienen»  wenn /was  ick  nfwht  filr  nnsiOgf  ich  Aalte, 
ohne  Hülfe  metrischer  Beziehongen'  sieh,  hewveissetiiiiessey  idaas 
eine  jede  Gerade,  welche  dreien  der  Geradeoleti  <&,,c,  d.,4  he« 
eegnet,  sSmmtlichcn  begegnen, müs^e,  und  den^naich  das  einfache 
HvfirMdlöid  -aii))  zwei  Sdäareta  imendfidl  vieler/ einander  nicht 
bdnneidei|0er  Geraden  besiehe »  welühe  sich  gegenseitig  durcbsietsien. 
Wltbelä  yn^jektlvlddier  Eigenschaften/  vi^^lcije  im  Chründe  auf  der 
Peoptftfkmäiltät  der  Seiten  ähiilicher  D^iecice  iMmfaiefti  ist  die 
•ExtsteKiz  jener  zwditieit  Schaar  vottjßMideti  se,  wie  ftflgt>  dar- 
'^flian.  worden.  V'  *'* 

Pizyirei  Gerade  A,  A^  (TAf-II- F>g*4)  ip  4J^«iiuiig,!clqicPunkten- 
paaee  a,  B,  c,  b...  und  o^»  »i,  c*,  >|..,^,j,ui  4enän,H#e  von,  den 
Ebenen  a^  ß^yy  i..,  eines  Ebenenbüscnels  A^  geschnitten  werden, 
projektiviscn  sind,  so  sind  auch  drei  Gerade  A^  ^l«,  A^  in  An- 
sehung der  Punkte  a,  B,  tj  b...;.  ttj,  (i,  ti,  bj...;  (U,  b«,  Ct,  bf., 
in  denen  sie  von  den  Geraden  a»  b,  c,  d...  geschnitten  werden, 
paarweise  projektivisch«  Dasselbe  gut  hsn  auch  TowAret  «Geladen 
)m,  b,  e  in  Ansehung  der  Punkte  a>  n^y  <%,  03...;  b-y^^^l^,  i^**.; 
^>'hf  hf  h**^9  *^^  denen  sie  von  A,  Ai,  A^'i  A^...  gesekitten 
wtvden.  Denkt  man  sich  nun  durch  einen  ibeUdbigen  Pnkt  o^  der 
einen  Geraden  a  eine  Gerade  A^y  gelegt i  welche  dim  6'Uiid.ebe 
lieliebige  vierte,  von^,  Ai,  A^  geschnittene  Genide  et  in  den 
Punkten  b^  und  b^^,  schneidet,  so  «ässen  die  Punkte  li^  und  b^ 
'sich  Tereinigen,  weil  sowohl 

«  (ä*  <ti4,?j(f  <«».•••)  =  Ä  (^f  ^19  Ba»  *»•••)/. 

als  auch 

a  (a,  tti,  Os,  Og...)  =  6  (b,  bi,  bj,  b^,..) 

ist. 

:  Folglich  fallen  auch  J3  uiid  A^  zusammen,  d.'b.  ^^^schneidet 
nicht  iitar  die  a,  b,  c,  sondern  auch  jede  beliebige  ^iWte/rf  der 
Sehaar  von  Geraden  a,  fr,  e,  d...*  ./      •< 
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1Jeb€»r  den  IHittelpaiib«  de«  einfaeheil 
Hyißeirhbloiijisi 


Der  Herr  Prof.  Stein^er  feat  im  ersjte»  Tli|eile  seines  Werk» 
h.  d.  geom.  Gestalten)  folgenden  Sat'       "      '  "      * 
weis  erst  im  dritten  Bande  erlblgep,  so^  \ 


Alle  Ehcfden,  welche  sibh  durch  die  verscfaiedenen 
Paare  parallel  er  Geraden  eines  ei'nfac|ien  Hyperboloids 
lesen  lassen^  schneiden  einander  in  einem  und  dem- 
selben  Punkte«  nämlich  im  Mittelpunkte  des. Hyper- 
boloids. *  .    "^  ....  . .  /  .  *       ;  / 

Der  Beweis  desselben '  läs$t  sidh  tihne  die  Theorie  der  har- 
monischen Pole  und  Polaren  (lahren ;  er  beruht  nämlich  auf  fol- 
gendem Elementarsatze :  '^\"' 

Sind  die  Gegenseiten  eines  windschiefen  Sechsecks 
im  Räume  paarweise  paralleY^  so  gehen  die  drei  Haupt- 
diagonalen  desa/efb'än  durch  einerrei  Ppnkt,  welcher  der 
Mittelpunkt  ein^r 'j'eden  drei^er  Diägotalen  ist. 

Beweis.  Um  2uv(it<denit  die  Ri^tltät  eiAe^  Solchen  Sechs  - 
ecks  darzutbun,  denke  man  sich  (t'af;  U.  Fi^.  5)  vier  beliebige 
Punkte  a,  B»  c,  b  im  Räume  durch  die  Geraden  ab,  it,  cb  ver- 
bunden» and  durch  den  ersten  ^.miii;:(^5  durch  de«  Jetztea  b  mit 
ai  zwei  Parallelen  af  un.d.>bc,  von  .unbestju^n^ter  l^äni^e  gezogen» 
sodann  durch,  die  Gerade  af  eine  mit  6c'  parallele  £bene»  und 
durch  den  Puhfet  e,  ,in  wdchfefti'  diese  Eböhe  die  be  trifft,  mit  U 
eitle  parallele  Linlief\tf  gelegt:  so  mö^s  fetzteJre  die  af  in  einem 
Punkte  f  Söhneiden»  \md  es  ist  qBcbVfa  ein  vrlnds'cbiefes'  Sechs- 
ecft^mit  dpi  parallelen  Seitenpaaren.    '        '    V.       . 

Die  drei  Ebenen  dbbc»  Bccf,  c'bfa,  •  hi  denen  die  drei  Paar 
Pandleten  lie&en»  schneiden' sich  .pstarweise»  nämlich  atbe  'und 
Bcef  in  der  Geraden  Be;  bcef  und  cbfa  in  cf;  cbfa  und  abbe  in 
ab»  d.  h.  in  den  Hauptdiagonalen  des  Sechsecks  abcbefa;  also 
gehen  diese  letzteren  durch  einerlei  Punkt  s.     Femer  verhält  sich 

fa:fb=:fb  :*e  =  *c  :*f=:f  b  :sa, 
also 

Theil  X.  5 
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d.  h. 

fa=fb,  fi=fe,  jfC=#f; 
\  w.  X.  b.  w. 

Es  seien  nun  A,  Ai,  A^  imnd  drei  zu  einerlei  Schaar  ge- 
hörige Geraden  eines  ein&chen  Hyperboloids,  und  a,  b,  c  die- 
jenigen Geraden  der  anderen  Schaar ,  welche  bezüglich  nach  den 
unendlich  entfernten  Punkten  von  A,  A^,  A^  gehen  d.  h.  mit  letz- 
teren parallel  sind;  so  muss  a  die  Ax,  A^  in  zwei  Punkten  B,  c; 
6  die  A^j  A  \n  zwei  Punkten ,  b,  e;  und  c  die  ^,  At  in  zwei 
Punlfiton  fi  a  M^faneiden,  uid  es  eststeht  so  ein  windscUetes  Sechs- 
eck aicbcfa,  in  weichem  die  Gegenseilen  bc  und  cf,  bc  und  ab, 
af  und  cb  oder  a  und  A^  b  und  A^ ,  c  und  A^  parallel  sind.  Nach 
dem  vorts^en  Satze  gehen  also  die  Durchschnittslinien  ab,  be,  cf 
der  drei  Ebenen,  welche  durch  die  Parallelen  a,  ^;  6,  Ai\  c^A^ 
sich  legen  lassen,  und  somit  diese  Ebenen  selbst  durch  einerlei 
Punkt  f ,  welcher  der  Mittelpunkt  lenet  Linien  ist.  —  Vertauscht 
man  nun  die  Gerade  A^  mir  irgen^  einer  vierten  Geraden  A^  der- 
selben Schaar,  und  ist  d  die  ihr  parallele  Gerade  der  anderen 
Schaar,  so  änderen  sich  hierdurch  nur  die  Punkte  a>  C,  b,  f,  nicht 
aber  b  und  e,  und  folglich  auch  nicht  der  Mittelpunkt  s  der  Haupt* 
diagonalen  des  neuen  Sechsecks.  Folglich  geht  auch  die  durch 
d,  A^  bestinimte  Eben^  und  ebenso  alle  übrigen  dergleichen  Ebenen 
durch  den  Punkt  $,  —  Endlich  treffe  ein  beliebiger  Strahl  von  t 
das  Hyperboloid  in  den  Punkten  m  und  n;  so  gehen  durch  m,  n 
zwei  uerade  M^  N  des  Hyperboloids,  welche  zu  einerlei  Schaar 
geboren;  und  sind  m,' n  aie  mit  Jf^  iV  parallelen  Geraden  der 
anderen  Schaar,  so  schneidet  m  die  N  in  einem  Punkte  %,  und 
n  die  M  in  einem  Punkte  m«,  und  es  muss  die  Gerade  m^  n^, 
als  Durchschnittslinie  der  durch  M  und  ni,  N  und  »  bestiimmten 
Ebenen,  durch  deo  Punkt  $  gehen  luia  in  ihm  gehaltet  uerden. 
Da  nun  die  Geraden  I^^  N  per  nypöthesi^  einander  nicht  schueideo 
noch  parallel  sind,  die  Punkte  m,  tt,  vai,  ni,  s  aber  nach  dem  so 
eben  Gesagten  in  einer  Ebene  liegen  müssen,  so  fallen  die  Punkte 
m  und  n^,  n  und^iti  zqsitpmw;  es  ist  also  «m:t3fn  und  somit  s 
der  Mitte^unkt  des.  Hyperboloids. 

w*  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  ergieb<  sieh  nun  folgende  hSctist  einfache 
Konstraktion  des  Mittelpunkte  eines  einfachen  Hyperl>oloids : 

Sind  A,  Ali  A^  ivgeod  drei  zu  einerlei  Scharr  ge* 
hCrige  Gerade  eines  .einfachen  Hyperbploids^  legt  man 
durch  irgend  eine  derselben,  z.  B.  durch  JL,  zwei Eoenen 
t<,  o,  welche  bezüglich  mit  A,  Ai  parallel  sind  und  die 
Ai,  A  in  den  Punkten  vni,  n  schneiden,  verbindet  diese 
Punkte  mit  einander  durch  eine  Gerade  und  bestimmt 
den  Mittelpunkt  der  Strecke  m^  n,  so  ist  letzterer  der 
Mittelpunkt  des  Hyperboloids. 


Digitized  by  LjOOQIC 


(1^ 


Veber  eine  besondere  Oattuni^  ali^e- 
bralscher  Funktionen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O*  Schlo milch 

an  der  UniTeraitat  an  Jena. 


Die  Untersuchungen  über  die  Anziehungen  der  SphSroidf^  und 
<Me  Gestalt  der  Planeten  führen ,  wie  man  seit  lange  \iViss,'.auf 
eine  besondere  Art  algebraischer  Funktionen»  welche  äusserst 
merkwardige  Eigenschahen  besitzen »  u.  A«  die,  dass  sich  jede 
beliebige  Funktion  durch  eine  unendliche  Reihe  derselben  darstel- 
len lässt.  Da  der  Entwickelungen  über  diesen  interessanten 
Gegenstand  sehr  verschiedene  an  sehr  verschiedenen  Orten 
(Crelle^B  Journal,  Savans  toaneers«  L^gendre:  Exercices  de  cat- 
cnl  int^ffral  etc^  gegeben  worden  sind ,  welche  bald  auf  diese«  v 
bald  auf  jene  Weise  zum.  Ziele  gelangen,  so  ist  6s  vielleicht  nicht 
überflüssig,  hier  eine  kurze  unif  einmche  Darstellung  der  haupt- 
sftcblichsten  Punkte  jener  Thepne  nitmitheilen. 

Wendet  man  das  .Theorem  von  Mac  Laurin  auf  die  Funktion 

1 

an,  so  ist  klar,   dass  man  für  dieselbe  eine  Reihe  von  der  Form 
1+  ÜiX  +  V^^+  Dij?8_|.  _ 

substituiren  kann,  worin  Vi,  Ui.»  U^,—-  gewisse,  nur  von  u  und 
ihrem  Index  abhängige  Coefiizieiiten  bedeuten,  von  denen  der  nte 
durch  die  Formel 

^»-TTir« ^ •  ^'  ^--^    ^^^ 

bestimmt  wird.  Hierin  liegt  die  Definition  der  eigenthümlichen 
algebraischen  Funktion  von  u,  welche  das  Thema  unserer  Betrach- 
tungen ausmachen  soll. 

Zunächst  ist  nun  zu  bemerken,  4a^  ^^^  dij^^^  Defiifition 
dadurch  wesentlich  vereinfachen  kann,  dass  man  die  in  ihr  ange- 
deuteten Rechnunffsoperationen  ausfahrt»  was  nach  den  Ent- 
wickelungen, welche  im  8ten  Tbeile  des  Archivs  Seite  357.  und 
"weiter    gegeben    worden    sind,    nicht    die    mindeste    Schwierig- 

5* 
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keit  hat.     Setzt  maD   nämlich  in   der  Fonnel  (8)  daa.  a=--Sii, 
6=19  (»:=--)  und  zuletzt  x=0,  so  wird 

«.=(2^K(»-4)»(2«)*'-(n-l)i  in-i)n^  (2u)«-« 

+(«-2)a(n-|)«-,(2«)*»-«^ ....] 
oder 


-  j. 


Ü.=iio  («-|),2»tt»  -  («-!),  (n-5)»-i  2»-«  M»-« 
+(»-2)a(«-.i),_a2»-^«»-*-.... 


j    (2) 


Dieser   Ausdruck    ist    aber   einer    bedeutenden  Reduktion  föhig. 
Setzen  wir  nämlich  in  dem  allgemeinen  Giiede  der  Reihe  rechts 

f&r   die   darin   vorkommenden    BinomialkoefB^ienten   ihre   Werthe 
nach  der  Formel 

m(i»  — l)(m-2)....(m— *+l) 

^•== i.iZJ ^^' 

so  geht  dasselbe  über  in  . . 


(2«— S^— 1)  <^— 2y~3)....5 .3.1   ti^^P 
^  1.2.3....(«--;»)  ^'  2i^p' 


Hier  ist  nun 


10/        N 1.2>3«...n 

1          __n(n-^l)....(n— p-fi)    1.2.3..../? 
1.2....(n— ;>)-^  1.2.3..../?  1.2.3 « 


I.2.3....Ö 
=  **M.2.3....n' 


und,  wenn  man  diess  substituirt,  so  viird  jener  Ausdruck 

^  •  rfci  •  ^^^  («-/»)(n-p-l)....(n-2p+I) 
X(2rf— 2p-l)(2n-2p-S)...,3 . 1 .  m«-«;», 

wobei  wir  noch  den  Faktor  ' 

..»I 

'(^-2p!)(nr-2^---l),...2.1 

'  (n— 2p)(n— 2p-l)...2. 1 
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»Mftieii|  wollen.    Wir  erhaltep  dimq 

i .  |-?— 3»-F  l  .2.3....(n--p).  1 .3. 5....(2«— 2|p-I)ti"-*j» 

:1.2.3...!(k— 2p. 

Durch  Vertbeiluiig  '4er  n  —  »in  2*-^  entiialtenen' Zweien  auf  die 
M — p  Faictoren  1.2....(n-^p)  wird  jetzt 

j;  •  j^-^  .2.4  .,6..,.(2n— 5^)  .1.3. 5..,.  (2M-^2p^l)«(»-^ 

,;l. 2.3.^.  («—%)), 
i.  i. 

1        n,      1.2.3....(2n-^^)  ^-. 
»•OZ^'     l.i...(n-2p)    "^ 

Dar  Werdi  von  17«  gestaltet  sich  jetzt  wie  folgt: 

-  (2«— 2)  (2m-3)....(»-1)  »4  «*-' 
•f  (2n— 4)  (2»— 6) ....  (n-S)  n,«"»-« 

- ]. 

vrofiir  man.  sehr  kurz  schreiben  kann; 

1  8«(«^-l)« 

denn  wenn  man  (t^—  1)"  nach'  dem  Binomialtheoreme  entwickeh 
und  nmal  4iiereiuart,  so  findet  raaa  auf  der  Stelle  die  vorher  in 
der  Klammer  stehende  Reibe.  Die  so  eben  entwickelte  Gleichung, 
die  man  auch  in  der  Form  ^ 

\ 

^■=2.4.fe.l.0?n)^<"'-^)'  ,  W 

darstellen  kann,  und  die  auf  anderem  Wege  zuerst  von  Jacobi  be- 
wiesen wurde  (Crelle's  Journal  Bdl  2.  S.  224.),  kann  als  die  Fun- 
damentaleigeos^h^ft.tidjer.  FunktioB  E7n  g^en,  und  iii  der*  Tbi^t: 
lassen  sich  inre^nd^ren  EigenschaÜten  mit  Leichtiffkeit  daraus  ab- 
leiten. Zu  den  wichtigsften  derselben  gehört  die,  qasd  der  Werth 
des  Integrales 


/ 


immer  Null  ist,    so  lange  m  von  n   verschieden  bleibt,    dagegen 
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2  '    ■         ' 

=  2n4-i  ^  m=:n.      Man  gelangt  bierzu  mittelst  ,der  folgenden 

einfachen  Befrachtung«  t  '         ,    ' 

Es  sei  nach  einer  sehr  gewöhnlichen  Bezeichnung 

80  ist  bei  unbestimmter  Integration 

/g>{m)  (u)  ^(iD  (ü)  du  =  9?(«)  («)/t<"Ktt)  Su 

^fipim+ 1)  (u)  Buf^*^  (u)du 
oder  auch 

=(p{m)  (u)  ^{— 1)  (t<)  -/g,(»+i)(ii)^(«-i)  (tl)^^. 

Verschwindet  nun  '^("^»(ti)  sowohl  für  ti=:a  als  »=£»  so  folgt 
hieraus 

Auf  der  rechten  Seite  kann  man  dieselbe  Reduktion  wieder  vor- 
nehmen und  findet  unter  det  Bedingung,  dass  ^("— ^)  (u)  und  ^('»-^(n) 
fiir  tt=a  und  tt=6  verschwinden: 

r   g)'«)(tt)^(«)(t<)8l«=+/^    q>(^i^^(u)^^^-^{u)Bu. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieiser  Betrachtung;  unter 
der  Rücksicht,  dass  if;(«>-^)(ti)=tf;(tf)  Ist,  gelaufft  man  nfimlich  zu 
dem  Saifte:  verschitiodeD  die  Funkfionen  i|;i»-S(tt),  ^(»-«)(«),..,. 
V(tt),  V<u)«  ^<ii)  sämmtiteh  Ar  urs«  und  u^ssb^  m^  Ist 

/     g)(»)  (u)y»)  (tf)du=  (—  1)"  /     g)(«+»)  (k) ^(tf)diC. 


Diesen  Satz  können  wir  auf  die  Formen 

9)(lC)=(|^-l)»,  ^l«)  =  (tt«— 1)«      . 

anwenden,  indem  man  sich  sehr  leicht  flberzeugieii  t^ird,  dfl«8  Ae 
Funktion  ^(»)  nebst  Ihren  DiiTerenzialquotlenten  bis  zum  (n— l)ten 
inclus.  sicn  für  a=7-— 1  und  6=-f-l  annulKrt.    Es  wird  so 

und  wir  stellen  daher  den  Satz  auf:  '-' 
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(8) 

^'  Ü^ünBu 

1 


='l4.fe!...(2«,)-^.4.6L(!tny<-^>/!'/<'^-t>"^^'<"^'>"^>'^ 


w 

eine 
so  wird 


[(«  +  A)«-l]«  =  l  +  ^jA+....+^«^rA-^r  +  ....      (6) 

und  hier  ist 

1 8~-^(tf«^l)m 


•  ]  .  2....  (i»-r)  du^^ 


(7) 


1^—1 
S«tot  man  in  der  obigen  Gleichung  — -r—  für  A,  so  erhält  man 

und  hier  kommt  rechts  o.  A.  a«ch  das  GHed  . 

^-^'V~A-; 

vor;    beiderseitige  Multiplikation  mit  A^  giebt 
[(Att+tt«-i)«--A2j» 
=  A*»  +  (1^— l)^iA*"-i  +;,..-f  (W»  -I)'^/<»4^Ä»^  +... 

Das  links  in  der  Klammer  13efindliche  ist  tiber  nichts  Anderes  als 

(u«-.l){(Ä  +  u)«-l|, 
und  Calglitii  wird  durch  Division  mit  (n^^l)^: 

/Am 
[(A  +  tt)«- 1]«=  ^i^Il^iü-l-  ....  +  («*  -  l)-^m-hrA— r+... 

Die  linke  Seite  ist  nun  mit  der  von  (6)  identisch ;  folglicli  iiiössf  n 
auch  rechts  die  CoefBzienten  gleicher  Potenzen  von  A  dieseTheh 
sein;   daraus  folgt 


oifit  verMdg«  der  ddt^hNfo.  (7)  f^MgestelHen'Bedeuttiitl^ldel'^t^efff- 


ZlVtltvu      itM  l 
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(M*— ly  1 

1.2....(m+r)  ^         ^        1.2,...(m— r)  ^         ' 

wobei  natiirlich  immer  r^m  sein   muss.    .  Diese  schon   an  sieh 

sehr  interestiiante  Beziehung  dient  uns  auch  zu^  Reduktion  des  In- 
tegrales io  (5),  wenn  wir  T^='n  und 

setzen.    Es  wird  dann 

^  '  ^ -(8)  •    '^ 

-2.4....(2iii).2.4....(2^)  l,2,...(m— «)J-i  ^«^™^C»      i;   öm, 

und  diese  Gleichung  wird  durch  die  Bedingung  u^m  nicht  be- 
schränkt ,  weil  es  b0i  der  Symmetrie  der  ÜinHen  Seite  immer  frei 
steht  mit  n  den  klfeinsfien  der  liidic^s  m  und  n  ztt  Bezeichnen. 

Für  das  Integral  rechts  in  (8)  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, ob  nämlich  ff»>»n  oder  i»s=i<  ist.  -  Im  eisten  giehtidie 
unbestimmte  Integration 


Pm-^nr^l  (tt»lJl)fif /i 


und  diess  annullirt  sich  sowphl  für  tt=-|~l  als.i<=-:Iy  wie  über- 
haupt '"^^    • 

sobald  9i<m  ist.    Ee^  wM  demnach;  ^      :\.  v!-   •    >  I  •     . 


r    ^  Um  K.8w=0  Mr  'm>rt; 


d.  h.  för  ein  von  n  verschiedenes  m  (nach  der  vorhin  gemachten 
Bemerkung).  Für  i?t;=sÄ  dagegaa.geht  diiä  bite^die«rider  red»« 
ten  Seite  von  (8)  über  in 

/-hl        '  •     /*+i-        •■'  i  —        I  \  1 

(u«- 1)»8m = (- 1)«  f   ^  (1 -««)«att , 

und  der  Werth  desselben  Ut  T  ,  ,  .  '     »    ', 

or    n«  .,2^ö_(2«)  

^^■"^^  •3.5.7.....(»t  +  ia' 

wii(  man  leicht  durch  eine  Redukttonsfermel .  oier.  4Billlli|i  der 
Gammafunktiönen   findet.      Berücksichtigt   man    femer,  ,mm  4^^ 
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Faktoriellte  1,2....  (m^n)  füi  ■mt=n  die  Einheit  bedentetv  s«  wird  ^ 
jetit         • 


r> 


Und» 


_  1  1.2;... (2«)'     214. 6... .(2n)    „ 2_ 

-^:4».6»....(2ii)«  •  I    t      '  a.».7....,(2»+i)^— äTTI' 

Hpd  damit  iflt  geaeigt,'  dew      ".  .,       .    .      . 

-        "'       •     .         2  .  .'<»)       ' 

wird.  Hiervon  lässt  sich  sogleich  die  folgende  iDteressänte  An- 
wendung macheu.    Sei  f(u)  eine  beliebige  Funktion  von  u  und 

wo  Cq9  Ci,  C9,....  unbestimmte  Coeffizienten  bedeuten,  so,  kann 
man  Um  auf  folgende  einfache  Weise  bestimmen.  Man  multiplizire 
die  ganze  Gleichung  mit  Üu9u  und  integrire  hierauf  zwischen  den 
Gränzen  uz^ — 1,  u=-|-l,  so  wird 

Mit  Aufnahme  des  d  enthaltenUeo  Gliedes  sind  hier  alle  Inte- 
grale von  ÄwiF^r»!  f'.-  •-:    .;•    .    '"    •   •    .'1.^''      -..u: 

/        Vm  ündn,  m-^n 

uB4f<9lglioh.s9i)[inmiqb.i=;^Q;.  ef . WflÖW  PW,  l,     .,t  t...i/   ,.    - .; 

woraus  sich  der  Werth  von  Cm  findet,   nämlich 

Hat  maii  hiemach  die  Coeffizienten  Ct>estimmtj  so  ist  '      '  '*  .^j. 

also  jede  beliebige  .^u^Vtion^  durch  diealgebraischei^  Fui^ktipiiea 
17],  tJ^y....  ausdrackbar. I  >  .     i- 
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<  .1  Es-nuw'flbrigei»  noob  bemerkt  weiden,  dase  die«^  Jübleituiig 
der  Formem  (10)  und  (11)  xwar  kurz  und  heuristisch,  aber,  wie 
der  heuristische  Gedankeu^ng  oft,  qichts  weniger  als  strenj^  ist, 
da  faian  die  Bedingungen  nicht  erföhrt,  an  welche  die  Gültigkeit 
der  Gleichung  (11)  geknöpft  sein  kann.  Eine  strengere  Begrün- 
dung erhält  man  dadurch,   dass  man  die  l^eihe 

in  welcher  die  Coeffizienten  mittelst  deir  Formel  (10)  bMtlniiiit 
sind,  summirt,  darauf  n  ins  Unendliche  wachsen  Ifisst,  und  die 
Gränze  bestimmt,  welcher  sich  der  gefundene  Ausdruek  nShert. 
in  sehr  elieoanter  und  allgemeiner  TVeise  hat  in  Crelle's  Journal 
Herr  Prof.  Lejeulne  Dirichlet  diesen  Gedanken  ausgefiihrt  und 
es  kann  bei^der  Vollendung ,  welche  der  scharfsinnige  Geometer 
seiner  Arbeit  gegeben  bat,'  hier  nur  eine  Verweisung  auf  dieselbe 
statt  finden. 


VDL 

Heber  die.  iDUfereiiKiatioii  unendlicher 

Reihen« 


Uenm  Professor  Dr.  O.  SchlSmilcli 

an  der  UniTenität  sa  Jfaa. 


Schon  Abel  hat  darauf  anfmerksam  cemiichrf ;  dass  der  Diffe- 
renzialquotient  von  der  $umme  einer  unenfiichen  Ileihe  nicht  hnmer 
der  Summe  der  Differenzialquotienten  der  einzelnen  Glieder  gleich 
gesetzt  werden   darf  *)»    er  hat  aber  den  Grund   dieser  auf  den 


*)  So  gilt  s.  B.  die  Gleichung  , 

^''    <-l/(8— 2cos2:)=:ieo«2-|-lcoa2j;-f|cosax-|-... 

ganz  nabeetritten  für  alle  reellen  x^   wollto  man  aber  differens^nni ,    ««- 
wurde 


I'' 


icotiar=:einar-f-slp8^-|-tii|8jr-f  .< 


heraatlipmmen,  wa«  wenigsten«  qua  Gfeichong  unrichtig  istf  für  i;  =  0 
erhielte  Man  i.  E.  «stO,  was  telbet  syatatlledie  ^Ui^«  Sior  achwer 
werden  ., deuten'^  können.  '••     •  m:  \ 
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eraleii  Blick  sehr  befremdiHttk  aoMÄheadeii  'Eracheinang  nicht  an- 
gegeben.    DieM  zu  thun  ist  der  Zweck  der  folgenden  Zeilen. 
Es  sei  die  Summe  einer  ngliedrigen  Reihe 

fta:)=/*Cr.l>  +  /(«.-2)+....  +  Aar,n)  (1) 

gegeben,  so  hat  man 

PUc-j-S^^Fja-)     f(x  +  i,l)-f(x,i) 

.■~~~T ;= y 

+ 3 — ■ , 


f(ijB  +  8,n).~f(a>,n) 

■    ■•+ rf    '  "  ■'■ 

Nun  wt  aber  nach  der  l>efliil(A(m  deg  Differ«tiislftlqaotieiit6ii  ^\äf) 

w  ,    <P  te + Ä)  —  (d(x\ 
=  Liin— ^ ^ — ^J^v-»,  und  folglicH  kann  man  immer 

y(j?-l-J)~y(a:)       ,. 

setzen«  wo  «  eine  GriS^se  bezettihnet,  die  mit.^  gleichzeitig  bis 
zur  Gränze  Mutt  ^bnlmmt    Es  folgt  jetzt 

wo  «],  %,....£«  gewisse  mit  d  ffleichzeitig  bis  zur  GrKoze  Null  ab- 
nehmende GrO||fqeii,sind^  Düren, yeliQrgii^g  zur  Grftoflß  flir  unend- 
lich abnehmende  i  wira  jetzt 

+  Lim  [«!  +  «« +  «8  +  ...^«»].  ' 

Hier  sind  nun  die  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  n 
eine  endSohe  eonsiante«  oder  «ine  utieikUich  wachsende  Zahl'  ist 
Dass  im  ersten  Falle  '  ^      •       i      -  '  !    •> 

Lim  [«1 4-.«^ + r.,.  -|-  eä}-=;  0 


sei,  erhellt  sehr  Mcht  auf  folgende  Wem;  Es  nHigeV  dfo'griMsle^/ 
^  die  UeiiMte  vnAer  den>.Grösaen  e|,  e^,i*..  b»  bcUettten,  so  ist 

8i+fa  +  et+*-^*f»ii  « 

<na'  und  >««". 

Da  aber  jede  der  Grössen  e^,  e«,....  unbeffränzt  abnimmt»  so 
ist  diese  auch  mit  tf  und  c^  der  Fall,  und  da  nei  diesem  Prozesse 
it  constaut  bleibt  i  so  hat  mftii  gfelchieitlg;  !       < 
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woraus  «ogleicb  ,  ,  -  V- : 

folgt,  uod  jetzt  ergiebt  sich  aus  No.  (2) 

F'(^)=/'(a:,l)+/*(ar,2)+....  +  /'(^,nX  (3) 

In  einer  endlichen  Reihe  darf  man  also  beiderseits  Glied  filr 
Glied  differenziren,  ohne  die  Gleichheit  beider  Seiten  «u  stOreo. 

Ganz  anders  aber  verhält  sich  die  Sache,  wenn  n  ins  Unend- 
liche wächst  oder  die  Reihe  eine  unendliche  ist  Obschon  auch 
hier  die  Grossen  e«,  fa,..*.  in  der  Gleichung  (2)  der  Gränze  Null 
zueilen,  so  kann  doch  die  Summe  einer  uneudlichen  Menge  von 
ihnen  sehr  beträchtlich  ausfallen.  Wäre  z.  B.  Bi:;xs^=^S9.:,,  wo- 
fiv  ,wir  hlo3  e  scjireiben  wollen,  so  würd« 

F(^,n)==/'(a-,l)  +  A^.2)  +  -...  +  A^.») 
-f  Lim(n£) 

folgen,  wo  nun  s  nnbegränzt  ab-,  dagegen  n,  wegen  der  Unend- 
Kcnfceit  dev  Reihe,  unnegränzt  zunimmt,  folglich  Lim (n$)  ^ecen 
einen  angebbareu  Werth  J  als  Gränze  cop vordren  kann.  Man 
sieht  hieraus,  dass  es  Fälle  geben  wird,  in  welchen  eine  Glei« 
chung  wie  i 

F(^)=/(a:,l)+Ai,2)+A^,3)  +  ....  in  Inf.        (4) 

eine  Consequenz  von  der  Form 

'       »  na?)^^=/'(^,l)  +  n*,'2)  +  .uittrof.  (5) 

nach  sich  zieht,  so  dass  es  also  unter  Umständen  nicht  erlaubt 
Ist,  aos^  Nof  (4)  ^cliliessen  zu  wollen:  '         ^ 

F'(x)=f'(x,l)+f'(a:,2)  +  ....  in  inf. 

.  ■:•.-    f  .  .     .  •       •  .  • 

Man  katin  diieses  Resultat  auf  folgende  Weise. etwa«  p^ägnan« 
ter  und  anschaulicher  darstellen.    Es  sei  .   < 

F(:r).=  2:Aar,|i),  (6) 

wo  das  Summenzeiehen  bedeuten  soll,  dass  n=l,  2,  3,.«...  au 
setzen  ist  und  die  so  entstehenden  Glieder  z«.  sunmiren  sind. 
Bezeichnen  wir  femer  die  Differenziation  in  Besug  auf  jt  mit  einem 
blosen  Z>,  so  dass  also  fifoerbaüpt 

ist,  so  folgt  aus  der  GleifchuQg  (6)  gai«  umnveifeUMift  '  :  j     • 
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•  DF((r)  ==  D£f{x,n),  ;'  (7) 

deoB  vvMiii'  xvrei  Fonktianeii  ideitisdi  skid,  mUmeh  urffänkttr  «iM^h 
ihre  IMffereDzialqnetienteD  ziuBninnieDfalUii.  Dabei  darf  mao  jedoch 
die  Stellung  von  D  und  £  nicht  übersehen,  es  wird  nfimlich  zu'- 
erst  summirt  nod  nach  geschehener  Summirung  differenxirt  Da- 
gegen ist  es  nicht  immer  erlaubt,  die  Reihenfolge  dieser  Operatie- 
oen  umzukehren  und  zu  schreiben 

^        DF{x)^in)nx,n)/'  .  (8)     V 

wo  jedes  einzelne  Glied  ers-tdifferenzirt  und  nachher  Alles sqn^- 
mirt  wird.    Mit  eini^m  Worte  also:   wer  aus  der  Gl^fchiing    ' 

ohne  weiteres  die  folgende  ableiten  will: 

DF(ß:)=£Df{x,nh  ']     ." 

setzt  stillschweigend  voraus,  dass  immer 

sei,    kehrt  also  WillkOhrlich  die  Reihenfolge  der  Operationen  um! 

Man  sieht  hieraus»  dass  es  immer  noch  einer  besonderen  Un^ 
terwehn^g  bedarf,  um  entscheiden  zu  können,  ob  die^duiVah'Dif- 
ferf^oziation  einer  ursprdn^iicheo  Suntmettforjuei  entstandeBe  neue 
Gleichung  auch  wirklich  richtig. M«  ^der  nicht«  '  waie  aber. 'in. den 
meisten  Fftllen  keine  besonderen  Sch^i^erigkeiten  hat. 


Velier  den  2Si.  Satz  deis  XI.  Bucbs  der 
.ISlemente  des  SSaclldes. 

'-        •  Von  dem 

Henrn  Dr^^Joh*  «Fos«  I^  Hoffmann, 

Konigl.  Bayer.  Hafrathe,   Director  de«  Lyceams  co  Atchaffenbnrg,  etc. 


1*    Dieser  28.  8atz  des  XI.  Buchs  ist  folgender:   Wenn  ein 
Parallelopipedtfm  von  einer  Ebene. durch  die  Diagetia- 
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len  ;«weier  gegenübexliepeDdep  -.ISeitennäcbeii  durch- 
schnitten wird,  60  wird  es  hierdurch  halbirt.  •—  Es  werde 
d«s  PatfaUelopipedun  AB  mf.  UL  Fig.  1.)  vob  einer  Ebene  durch 
die  Diagonalen  CE  und  Dm  darchsdinitttin»  so  ist  es  hierdnrch 
hftibiH. 

Der  B beweis  ist  (nach  meiner  Ausgabe  der  geometrischen 
Bücher  der  Elemente  des  Euclides.  Bfainz.  1829.  gr.  8.  S;  l€80 
dieser :  Da  hier  A  CGF^^  CÄF(1. 34.  S.)  und  A  DAE^^DHE, 
und  da  femer  die  Parallelogramme  CA  und  BE  (XI.  24.  S.)  und 
GE  \md  CH  eiDSLuder  gleich  sind,  auch  die  Durchschnittsebene 
CFED  beiden  Körpern  gemein  ist»  so  muss  auch  das  >  Prisma 
CGPDAE  dem  Prisma  CFBDEH  gleich  sein  (XI.  10.  Erkl.) 

2.  Diese  als  Beweisgrund  citirte  10.  Erklärung  lautet  (nach 
obiger  Ausgabe  S.  143.)  folgendergestalt r  Gleiche  und  ähnliche 
Körper  smd  jene,  die  von  gleich  vieleiij  gleicben  und  ähnlichen 
Ebenen  eingeschlossen  werden. 

3.  Da  man  aber  unter  gleichen  und*ähnlichen,  d.  h.  unter 
congruenten  Körpern  nur  jene  versteht»  welche,  wenn,  sie  ge- 
hörig in  einander  gestellt  werden,  einen  ein^igeti  Kti^per 
bilden,  so  enthält  diese  IQ»  Erklärung  eigentlich  eine  Behaup- 
tung, welche  bewiesen  werden  mussfe.  Allein  diese  Behaup- 
tung selbst  ist  nicht  allgemein  w^r.  Denn  wenn  das  schiere 
Pkfallelopipedum  AB  (Taf.  III.  Fij;.  2.)  durch  den  Diagonalschnitt 
CEHG  m  die  zwei  schiefen  dreieckigen  Prismen  AECFHG  und 
ECDHGB  getheilt  wird,  so  sind  beide  (wie  man  leicht  findet) 
awar  von  gl^h  vielen  gleichen  und  ähnlichen  Ebenen  umschios^ 
Beii\  allein,  sie  können  doch  nicht  mt  gegenseitigen  Deckung 
sebracht  werden.  Dennodh  ist  ein  flberSBeugender  Beweis  fiber 
die  Gleichheit  ihrer  Körperräume  erforderlich,  welchen  Euclides 
nicht  gegeben  hatte. 

4.  Zwei  der  vorzüglichsten  altem  Commentatoreu  der  Ele- 
mente, Christoph  Clavius  und  Robert  Simson,  hatten  sich 
bemuht,  diese  Lücke  auszufüllen;  allein  sie  erreichten  das  vor- 
gesteckte Ziel  nicht.  Auch  die  ipeisten  neueren  Schriftsteller, 
Deutsche  und  Franzosen,  haben  dieses  Mangelhafte  nicht  ei^änzt. 
Selbst  der  durch  Heransgabe  und  Erläuterung  der  alten  Geometer 
so  rühmlich  bekannte  Peyrard  befriediget  hier  nicht  vollkommen. 
Die  Beweise,  welche  man  bei  Karoten. und  Legendre  findet, 
entsprechen  zwar  der  geometrischen  Strenge;  scheinen  aber 
nicht  elementar  genug,  um  an  die  Stelle  des  28«  {Satzes  im 
XI.  Buehe  der  Ebraente  gesetzt  zu  werden. 

5.  Die  Mittheihing  einiger  leicht  VerständKcbbn ,  strengen 
Beweise  dieses  so  wichtigen  Lehrsatzes  wird  demnach  den  Lieb- 
habern des  geometrischen  Studiums  erfreulich  sein.  Ehe  diesel- 
ben geführt  werden,  ist  jedoch  noch  naehifcbweisen,  dass  (Taf.  III. 
Fiff.li.}  die  Dia^nale  £C  der , Oberfläche  ACHE  mit  der  Diago- 
nale UG  der  Grundfläche  FGBH  in  einerlei  Ebene  liege. 
Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  ein  Diagonalschnitt  dorch  ECGH 
möglich.  Der  Grund  hievon  ist  folgender.  Da  ACGF  ein  Paral- 
lekieranmi  ist,  so  mnss  AF  mit  cGy  und  da  auch  AEHP  ein 
sokmes  ist,  so  muss  AF  mit   EH  paraUel  sein.     i>etMaadÜ  sind 
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Mcb  die^Lhiien  CG  und  JStf  mkeinandet  paralMi^.  S.  XI.  fiL). 
AReb  69  ist  aacb  CG=EH.  Folglich  vbom  ECQH  «In  PmilM- 
logramm  sein.  '        . 

&  NuD  sei  J£r  (Taf.  ni.  Fig.  3.)  dw  gegetieoe  Paiallelopipe- 
dum  und  CFAet  Diagonai^chnitti  so  entstebeo  die  beiden  «chieteo 

tiaeitigen  Prismen  ABCEFG  und  CDBGßF.  Wir  woUen  jqnefi 
'>  hintere,  dieses  das  vordere  (in  B^ug  auf  die  Ansicht  un- 
serer Zeiclinung)  nennen.  Wird  nun  das  Vordere  Prisma  x^n  dem 
Parallelopipeduro  setrenn t,  dasselbe  umgekehrt»  d.  h.  seine  Ober- 
fläche zur  Grundfläche  und  seine  Grundfläche  zur  Oberfläche  ge- 
madrt;  so»  dass  nun  CBDy  in  der  yertängerten  Linie  FE  uöd  in 
der  übet  EG  erweiterten  Ebene  EFG,  die  Lag^  '▼ob  ebd  erhält 
so  stellt  iffkdbc  die  Iiage  dieses  umgekehrten  dfe&ec&igen  Prisr 
ma's  vor 

7.  Vergleicht  man  bu^  die  Prismen  ABCGFE  ,und  ffhfdb^ 
mit  einander,  so  er^ben  sieb  folgende  Resultate: .  '  \ 

c)  ^ACB^^  EGF  ^  A  5/»  C©  A  ebd.  Ferner  ist 
BCGF^bcfffy  *ACGB^hfM  und.  ABFEl^ffhdc.  Dieses 
beisst:  beide  Prismen  sind  von  gleich  vielen,  gleich  und.fthnli*' 
eben  Seitenflächen  eingesehlossen« 

b)  Da  die  Neigung  der  Seitenebenen  ABFE  und  CBFG  der 
Neigung  der  Ebenen  DCGH  Und  BCGF  gleich  ist,  so  niüds  auch 
die  fleigung  jener  beiden  Ebenen  der  Neigung  der  Ebenen  A^^rc'^f 
und  fycb  gleich, sein.  Auf  ähnliche  Weise  ist  aer  Neigungswinkel 
der  Ebenen  BAEF  und  CAEG  {enem  der  'Ebenen  imdc  und 
fhdb^  nuA  der  Neigungswinkel  der*  Ebenen  BCGF'ntäi  ACGE 
jenem  der  Ebenen  gfbc  und  f^fbd  gleich. 

e)  Femer  ist  leicht  zu  erkennen  >  dass  jede  der  Seitenflächen 
ABFE,  CBFG  und  a:l£&mit  der  Qberfläebe  ABC  und  mit  der 
Grundfläche  fFCdlenämliobeB  Winkel  bildet,  welche  jede  d^ 
Seitenflächen  Imed,  ffiiA  und  fhdb  ttit-  der  Oberfläche  hgf  wd 
mit  der  Grundfläche  dcb  erzeuget. 

d\  Auf^h*  wird  jeder  der  sechs  Korperwinkel,  welche  das 
eine  areleckige  Prisma,  eptbält,  mit  dem  homologen  des  andern 
Pri^ina*^  AUS  gleichvielen  und  gleich  grossen  ebenen  Winkeln  ge- 
bildet,  per  Kdrperwinkel  bei  C  wird  z.  B.  wie  jener  bei  f  au$ 
4rei  ebenen  Winkeln  ACB=z:h(g,  BCG  =g^  und  ACG=hfb 
gebildet'  Eben  dieses  gilt  von  jedem  andern  Paare  dieser  bomo* 
iQg^n  WinkeLf    ^  , 

'  '  •  •  . 

8.  Vngeacbt^t  nun  beide  Prismen  in  Congruenz  ihrer  Seiten« 
flächen,  in  der  Neigung  derselben  sowohl  unter  sich,  als  gegen 
Ghind-  und  «Obelrflädhen,  und  endlich  auch  in  der  Grösse  und 
Zahl  der  ihre  Körperwmkel  bildenden  «benen:  Winkeln  flbeteio'- 
stimmen»  so  decken  sie  sieh  dennoch  nicht.  Worin  liegt  der 
Grund  dieser  Ahvi-eichaBg  bei  sovielfacher  i  UebereiHstimmtingZ' 
Diese  Frage  kann  einzig  und  alldn  durch  die  An^rchanunj^ 
beantwortet:  werdo).  Denn  wer  die  Dreiecke  ACB  und  bof  aui^ 
merksam  betraehiet,  sieht  nun  sogleich,  dass  die  Seiten  AB  uiid 
Ag  in  Rfieksicht  ihrer  Lage  fibereinstimmen,  die  Linien  AC  und 
hff  so  wie  BC  und  gf  aber  eine  verschiedene  Lage  haben.    Man 
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kknusie.hi.Betm  mit gB  dib  syiliiitetrisclid  nennetf,.' und. er- 
kennt sogleich»  fOBLas  auch  die  ^anaefi  Dreheoke  ACB  und  hfg 
eine  symmetrische  Lage  haoen.  Auf  gleiche  Weiae  aind 
EGF  u^d  dbc  symmetrisch  liegende  Dreiecke  und  die  Konten  AE 
iinä'M',  CO  Jind./Ä,  .BPundjtc  symmetrischfe  Lmien/ Betrach- 
tet man  das  ^nze  Prilsma  äCbFQE  und  gfhdb&;'B(T  haben  end- 
lich ^he!de  Körper,  In  Bezug  auf  ihre  Oberllächen,  oder  ib.  Qezug 
auf  ihre  GrunaflSdien«  eine  symmetrische  Lage  gegefj  einander, 
^nd  kOhnto  daher  füglich  symmetrische  Körper  genamit 
werde^n. 


9a  .  Eine  besondere  lAiifmerkiBaiiik^it  verdienen  aber  die 
ibgeff  KSrperwinIcel.  Betrachtet  man'  £..  B.  diese  Winkel  bei  C 
tmd  bei  ff  sa  ist  zwar  jeder  Ton  drÜ  ebenen  Winkeki,  umschlen- 
sen»  welche  paarweise  eleich  sind;  allein  wenn  der  Winkel'  ACB 
den  Winkel  .ö/%  so  decket ,  das«  C  in  /,  CA  län^  fq  und  CB 
längs  fk  ftllt,  so  decket  der  Winkgl  ACG  den  Winkel  ^ß  so 
wenig,  als  der  Winkel  BCG  d^n  'Winkel  A/5,  weil  die  Seiten- 
flächen, worin  diese  Winkel  liegen,  ge^en  die  Dreiecke  ACB  und 
0ffh  eine  Terschiedene  (man  kann  sagen  eine  «ymmetrisdie)  Lage 
haben.'  Daher  kann  denn  der  Kurperwinkel<'bei  6^. den  Korperwin* 
Icel  bei  /  nicht  decken.  Aus  gleiebem  Grunde  i^ird.  keiner  lier 
übrigen  Korperwinkel  bei  A,  By  F,  G  und  E  mit  dem  ihm  homo- 
(pgen. Kurperwinkel. bei  Aj  ^,  c,  ^  und  d  90  zusaiAmeofallen ,  dass 
e^ie  sich  deckten«  Diese  Eigen thümlicHkeit  der  KOrperwInkel 
beider  Prismen  hatte  sowohl  Claviu,s  als  Robert  «Simson 
übersehen.  Denn  sonst  hätten  Beide  das  gänzliche  Inei,n4n- 
derf allen  dieser  Winkel,  und  mit  diesem  auch  die  Cöngruehz der 
Körper  selbst,  nicht  behaupten  können',  da  dieser  Behauptung  die 
Klarheit  der  Anschauung  geradezu  WidersDricht  'Wie  äusserst 
i^fchtl?  zeigt  sich  hierdurch  die  scharfe  Bflaung  der  Anschauungs- 
kraft rar  das  Studium  der  Geometrie?  and  wie  unentbehrlich  ist 
ni^t  eine  geometrische  Anschauvnjeslehre  als  Propädeutife 
iur  eigentlichen  geometrischen  Wissenschaftsieh re?' 

10*  Hieraus  entspringt  nun  der  Begriff  von  den  symmetri- 
schen Korpern,  der,  soviel  wir  wissen,  zuerst  von  den  fran- 
zosischen Geometern  in  die  Geometrie  einsefiihrt  worden  ist* 
Legen dre  sagt  (in  seinen  El^mens  de  Geometrie,  aviec  d6s  notes. 
4me  Edition.  A  Paris.  1802.  S.  163.):  Symmetrische  Kor- 
per  werde  ich  jene  nennen,  welche  auf  beiden  Seiten  einer  ge- 
meinschaftlichen Grundfläche  dergestalt  construirt  sind',  dass  die 
Verbindungslinien  zwischen  den  Scheiteln  ähnlich  liegender  Kör-' 
perwiakel  auf  fieser  Grundfläche  (oder  ihrer  Verlängerung)  loth- 
recht  .stehen. 

'  '  '  •  i  '      ' . 

Zur  Erläuterung  dieser  Erklärung  sei  abc  (Tif.  IlL  Fig.  4.) 
ein  beliebiires  Dreieck  und  d  ein  ausserhalb  dessen  Ebene  ange- 
nommener Punkt.  Von  d  giebt  es  ein  Loth  auf  die  Ebene  a6c, 
welches  entweder  in  dieseUbe,  oder  ansserhalb  derselben,  in 
ihre  Verlängerung,  trifft  Hier  sei  das  Letzte  der  Fall  und  df 
dlese'i^  Loth.  Macht  man  nun  fg'=s^df  und  aieht  /die  geraden 
Linien  ad,  bd,  cd,  ferner  ap,  bg,  cg^  so  entstehen  zwei  dreisei- 
tige Pyramiden  abcd  und  aacg,  weiche  eine  symmetrische  Lage 
haben  und.desshalb  symmetrische  Pyranaiden  heissen.  —  Auf 
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gleiche  Art  lassen  sieh  symmetrische  dreieckige  Prismen,  symme- 
trische Paralieiopipeden  n.  s.  f.  construiren. 

11.  Man  wird  bald  finden,  dass  die<,  auf  diese  Weise 
(10)  entstandenen,  symmetrischen  Korper  in  gleich  viele,  congru- 
ente  Seitenflächen  etpeeschlossen  sind,  dass  {edes  Paar  homolo- 
ger Seitenflächen  gieicne  Neigung  hat,  und  dass  alle  homologe 
Korperwinkel  von  gleich  vielen  und  gleich  grossen  ebenen  Win- 
kein eingeschlossen  sind.  Dieses  hier  weitfäufig  auseinander  zu 
setzen,  verbietet  die  Kfirze  des  Ranmes.  Aber  selbst  defAnfiin* 
ger  wird  diese  Beweise  leicht  selbst  finden  können.  Es  stimmt 
daher  die  Erklärunff  der  symmetrischen  Körper  nach  Legendre 
mit  der  unserigen  (8)  überein. 

12.^  Was  nun  die  Entstehung  symmetrischer  Prismen  betrifft, 
so  kann  man  dieselbe  auf  folgende  leichtverständliche  Art  nach- 
weisen. Man  nehme  in  einer  gegebenen  Ebene  die  gerade  Linie 
gB  (Taf.  IIL  Fig.  3.^,  in  ihr  oA  =  -4Ä,  und  beschreibe  die  con- 
graenten  Dreiecke  gfh  und  ACß  so,  dass  gf'rnBCy  hf^=:AC 
werde.  Auf  gfh  und  BCA  errichte  man  nuii  die  hd  =.  AE,  in 
derselbigen  (der  Lage  nach  wiUkührlichen)  Ebene  liegend ,  unter 
gleichen  schiefen  Neigungswinkeln,  nehme  ß  ^=gc^zhd  und 
parallel  mit  kd;  ebenso  CG  =  BF:=i4E  parallel  mit  AE,  und 
»ehe  die  Verbindungslinien  cd,  db,  bc  und  FE,  EG,  GF,  so 
entstehen  die  beiden  symmetrischen  dreieckigen  Prismen  gfhdJdc 
und  BCAEGF*  Setzt  man  sie  gehörig  zusammen,  so  bilden  sie 
das  Parallelopipedum  AH. 

13.  Nachdem  nun  Legendre  (a.  a.  O.)  gezeigt  hat,  dass 
die  symmetrischen  Korper  in  der  Con^ruenz  ihrer  Seiteuflächen, 
in  ihrer  Neigung  gegeneinander  und  m  der  Gleichheit  der  ihre 
Korperwinkel  bildenden  ebenen  Winkel  übereinstimmen,  fügt  er 
hinzu:  „On  peut  conclure,  que  deux  poly^dres  symmetriques  sont 
^Mux  quoiou  ils  ne  puissent  ötre  snperpos^s :  Car  il  n'y  a  d'autre 
dtrorence  dans  ies  deux  i^olides,  que  celle  de  la  position  des 
parties,  laquelie  n'est  point  essentielle  ä  lagrandeur  de  ces  m^mes 
parties.'' 

So  wahr  nun  diese  Aeusserungen  sind,  so  wenig  kOnnen  sie 
die  Gleichheit  der  symmetrischen  Korper  geometrisch  wissen- 
sebafUich  begründen.  Dieses  fühlte  auch,  der^scharfsinnige  Le- 
gendre. Denn  er  hat  in  den  Notes  sur  Ies  Elemens  de  G^om^- 
trie;  note  VIL  Seite  303.  u.  f.  einen  strengen  Beweis  über  die 
Gleichheit  der  symmetrischen  Körper  gegeben. 

14.  Da  sich  dieser  Beweis  von  Legenjdre-  durch  Originali- 
tät und  Gründlichkeit  auszeichnet  und  die  Elemens  de  Geometrie 
in  Deutschland  immer  noch  nicht  so  allgemein  bekannt  sind ,  wie  sie 
verdienen,  so  theilen  wir  ihn  hier,  wenigstens  der  Gedankenfoljge  nach, 
mit.  Der  aufmerksame  Leser  wird  die  ausführlichen  Beweise  wohl 
scjbst  auffinden  und  sich  die  passenden  Zeichnungen  dazu  leicht 
verfertigen  können. 

I.  Satz.  Wenn  man  aus  der  Spitze  eines  gleichschenklichen 
Dreiecks  auf  dessen  Ebene  ein  Loth  errichtet  und  solches  zu 
beiden  Seiten  der  Ebene  gleich  gross  nimmt,  auch  von  jedem 
Endpunkte  der  Grundlinie  dieses  gleichschenklichen  Dreiecks  eine 
gerade  Linie  nach  jedem  Endpunkte  dieser  beiden  Lothe  zieht, 
so  entstehen  zwei  dreieckige  Pyramiden,  welche  sich  decken. 
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IL  Satz.  W^nn  man  au«  dem  lllitti^Ijpupkte.  def9|>  vm  eia  ge- 
gebenes Dreieck  zu  be«c^reib«D()en  Kreif^  auf  4e3  DreieqE^^ 
Ebene  ein  Lotb  ^richtet:«  dasselbe  nach  :bQidep  ^Seiten»  d^  |)rei- 
ecks^  gleich  gro^  machte  und  jeden  Endi^qkt  4U^r  zwei  Lotihe 
mit  jedem  dec  drei  Winkelpunkte  des  Dreiecks  durcni  gerade  (iinien 
verbindet^  so  eutfitehen  jEwei  symmetrische  Pyramiden  von  gleicher 
Grosse.  .  ,. 

Denn  jede»  diey$er  Pyramiden  zerfallt  in  drei  andere  von  gleich* 
schenklichen  ßtupdflächen  (wie  die  im  I.  Satse),.  w^(;he^  paar- 
weise coqgrueojt  sind.    Folglich  sind  au^h.  ihre  Stimmei^  gleicV 

DI.  Settzi  Uta  jede  dreiseitige  •  Pyramide  kann  eine  K*gel 
beschrieben  werden ^  deren  Fläche  durcfi  die  Scheitelpunkte' ihrer 
vier  KOrperwinkel  geht. 

Wenn  man  um  eine  der  dreieckigen  Seiteuflächen  der  gese- 
henen Pyramide  einen  Kreis  bescbceiM;,  aus  dessen  Mittelpunkte 
auf  denselben  ein  Loth  errichtet»^  äö  ist  jeder  Punkt  diefe^  Lothes 
von  jedem  Winkelpunkte  des  Dreiecks  gteichweit  entfernt,  uim*  es 
kommt  nur  daruut  an,  diesen  Punkt  so  zu  wählen,  dass  auco 
seine  Entfernung  von  der  Snitze  der  Pyramide  eben  diese  Grosse 
erhält,  was  maife  leicht  durch  Construction   finden  kann.   . 

IV.  Satz.  Zwei  sjrmmetrische  dreiseitige  Pyramiden  sind 
gleich  am  Korperinhalte. 

Wenn  man  um  jede ' derselben  eine  Kugel  beschreibt,  si>  sind 
ihre  Halbmesser  von  Reicher  Grösse.  Fallen  nun  die  Mittelpunkte 
dieser  Kugeln  in  die  Pyramiden,  so  falle  man  aus  ihnen  auf  jede 
ihrer  Seitenflächen  ein  Loth .  und  ziehe  nach  jeder  Wmkelspitze 
der  Pyramiden  eine  gerade  Linie,  so  entstehen  in  jeder  Pyramide 
vier  kleinere,  welche"  (nach  II.  Satz)  paarweise  gleich  sind.  Folg- 
lich sind  auch  ihre  Summen',    d.  h.  die  sylnmetnschen  Pyramiden 

einander  gleich.  '  ', 

...'■,♦'••  ■.  _    . 

V.  Satz.  Zwei  symmetriscUei  PiisoK^n:  sjiptd  glfivfa  am  K^r- 
perraume. 

Denn  man  si«ht.  leieht,  dass  sich  jede  zwei  symmetrische 
Prismen  In  eine  gleiche  Anzahl  von  symaietrischen  dreieckieen 
Pyramiden  zertheiien  lassen.  Da  nun  diese  paarweise  einauimff 
gleich  sind  (nach  IV.  Satz),  so  sind  es  aiioh  die  gegebenen  sym- 
metrisdien  prismatischen  Körper. 

Anmerkung.  Wenn  im  II.  Satze  dei^  Mittelpunkt  deic  um 
das  Dreieck  zu  beschreibenden  Kreises  ausserhalb  dieses  Drei- 
ecks; oder  in  dem  IV.  Satze  der  Mittelpunkt  der  um  die  Pyrami^ 
den  zu  beschreibenden  Kuseln  ausserhalb  der  FVraniiden  föll^ 
so  ist  es  leicht,   die-  Beweise  auf  ähnliche  Art  zu  fuhren. 

15,  So  befriedigend  nun  auch  dieser  Beweis  ist,  so  rnnss 
man  doch  gestehen,  dass  er  (besonders  bei  näherer  AusfdbniK) 
auf  elementar! 8 che  Kürze  keinen  Anspinich  machen  kann.  Es 
schien  mir  daher  der  Mflhe  werth,  einen  »o  h5chst  wichtigen  Satl 
der  Stereometrie:  das  Theoren  von  d-em  Di^gonalschnÜte 
d'es  schiefen  Paralielopipednms,  «;o  kurz  dnd  bündig  zu 
erweisen,  als^dieses  nur  immer  von  eiii«r  äbniielien  Behao^oog 
der  KOrperlehre  gefordert  werden  bann.    Den  hierüber 
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Beweis  hatte  ich  bereite  vor  khger  Zeit  der  vormaligen  i>eparte- 
mentaigeseliechaft  der  Vij  W.  und  K.  K.  in  Mainz  (weiche  midi 
mit  einon  Diplome  zum  Beitritt  als  auswärtiges  Ml^lied  beehrte) 
als  Jcleine  Denicschrift  zugesendet^  und  die  mathematische  Section 
jener  Gesellschaft  hatte  meine  Darstellung  als  befriedigend  erkannt, 
ich  füge  sie  hier  öffentlich  mit  der  Bemerkung  bei^  dass  sie  sehr 
fiigti<^h  an  die  Stelle  des  28.  Satzes  im  Xt.  Buche  der  Elemente 
des  Eucird es  gesetzt  werden  und  so  die  Ldcke  ergänzen  kann, 
welche  in  dem  Beweise  dieses  wichtigen  Lehrsatzes  herrscht. 

16.  Es  sei  (Taf.  III.  Fig.  5.)  abcdefgh  das  gegebene  sdnefe 
Paralielopipedum  und  adhe  dessen  Diagonalebene  ^  so  ist  zu  be- 
weisen^ dass  das  Prisma  acdhef/  gleich  sei  dem  Prisma  abdkfe. 

Man  halbire  cg  in  /,  errichte  Im  in  der  Ebene  ch  und  li  in  der 
Ebene  ce  lotbrecht  auf  cl  und  ziehe  im,  so  sind  cg,  ae  und  dh 
auf  der  Dretecksebene  Um  senkrecht  (EI.  XI.  4.  und  8. ).  Wird 
nun  das  schiefe  Paralielopipedum  ah  durch  ilas  über  im  verlän- 
gerte Dreieck  lim  durchschnitten,  so  entspringt  das  Rechteck 
likm,  worauf  die  vier  Seitenflächen  dieses  Paralielopipedums  loth- 
recht  stehen  (El.  XI.  8.). 

Nun  verlängere  man  die  cg,  ae,  bf  und  dh  über  g,  e,  f  und  h, 
so,  dass  gp^=;.clf  en=ai,  fo  =  bk  und  hq^^äm  ist,  und  ziehe  die 
Verbindungslinien  pn,  no,  oq  und  qp,  so  wird  nogp  ein  Recht- 
eck, welches  dem  Rechtecke  ikml  coligruent  ist  (El.  XI.  10.  4. 
und  5.).  Auch  siebt  man  leicht,  dass  nun  ein  senkrechtes  Paral- 
ielopipedum iq  entstanden  ist,  welches  durch  den  Diagonalschnitt 
imott  in  zwei  congruente  dreieckige  Prismen  limqnp  und  ikmqon 
getheilt  werden  kann^  und  dass  der  Kürper  caamil  dem  Kurper 
gehqnp,  und  der  Korper  adbkmi  dem  Kurper  ehfoqn  vollkommen 
congruent  ist. 

Hieraus  eotstehen  nun  folgende  Schlüsse: 

Kdrper  ocilt&n  ^  K(>rpf r  eghnpq, 
KiirpeT  itmegh  =  Korper  ilme^h, 

KoTj^er  acdegh^y^Kor^er  ilmnpq,  i,  h. 

Prisma  acd6^A=  Prisma  ilmnpq  N».  L 

.Desgleichen  ist  aueh: 

Kikp^t  bdaicjitt^Korper  fheoqn, 
Kurper  kmifke  =  Kurper  kmifhe, 

Ki)Tpex  bdaf he =Körper  kmioqn,  d.  h. 

Prisma  6<£a/Ae= Prisma  kmioqn  No.  II. 

Da  nun,  nach  dem  Erwiesenen,  Prisma  {/mnp^ :=  Prisma  kmioqn 
ist,  so  muss  auch  (nach  No.  I.  und  II.)  Prisma  accit^^Ass  Prisma 
bdafhe  sein. 

Wenn  die  auf  den  Seitenflächen  des  gegebenen  schiefen  Pa- 
raUebpipedums  lethrecht  stehende  Dorohschnitts-Ebene  Uikm  mit 
m4  in  kf  Wder  iq.idfe  Gnindttche /<;^/*  eintreffen   aoUfi»,   so  d^rC 

6* 
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man  nur  das  gegebene  ParaUelopipedum  oberhalb  acdb  und  unter- 
halb eghf  um  die  Grösse  der  Seite  gc  ein-  oder  mehrmal  verlän- 
gern, wo  denn  der  nämliche  Beweis  geführt  werden  kann. 

17.  In  Frankreich  haben  die  Elemente  des  Euclides  an 
Peyrard  (Bibliothekar  der  polytechnischen  Schule  zu  Paris)  einen 
sehr  thätigen  Uebersetzer  und  gesdiickten  Herausgeber  gefunden. 
Seine  Schrift  führt  den  Titel :  Les  Et^mens  de  Geometrie  d'Euciide 
traduits  litteralement,  et  suivis  d'un  Tratte  du  Cercle,  duCylindre» 
du  Cdne  et  de  la  Sphäre;  de  la  mesure  des  Surfaces  et  des 
Solides;  avec  des  Notes.  Par  F.  Peyrard.  A  Paris.  1804.  XV. 
und  676.  S.  8.  mit  8  Kupfertafelo.  Sie  enthält  eine  wohlgerathene 
wortliche  Uebersetzung  der  sechs  ersten  Bücher«  nebst  dem 
eilften  und  zwölften  der  Elemente.  In  dem  Supplemente 
(S.  447 — 558)  hat  Peyrard  die  von  Euclides  nicht  aufge- 
nommenen Sätze  vom  Kreise,  Cylinder,  Kegel,  von  der  Kugel, 
vom  Ausmessen  der  Oberflächen  und  der  Korper,  nach  den  Grund- 
sätzen des  Archimedes,  aber  nach  Euclides  Methode  abge- 
handelt. Die  Noten  endlich  (S.  559—575)  enthalten  Erklärungen 
über  einige  dunkle  Stellen  der  Elemente,  und  vorzüglich  eine 
Kritik  gegen  Robert  Simson  in  Bezug  auf  die  X.  Erklärung 
des  XL  Buchs. 

18.  Diese  Kritik  betrifft  fürs  Erste  eine  Behauptung  von 
Robert  Simson:  die  X.  Erklärung  des  XI.  Buchs  der  Ele- 
mente sei  nicht  allgemein  wahr,  indem  es  in  der  That  Kor- 
per gäbe,  welche,  obgleich  von  gleich  vielen,  gleich  und  ähnlichen 
Seitenflächen  umschlossen,    dennoch  weder  congrueht,    noch  blos 

§leich  an  Korperraume  seien.    Diese  Behauptung  lieweiset  Robert 
limson  durch  zwei  Korper,  welche  entstehen,  wenn  man  in  der 
Grundfläche    einer     dreiseitigen    Pyramide    einen    willkübrlichen 
Punkt  annimmt,    durch    ihn  ein  beliebiges  Loth  in  dem  Innern 
der  Pyramide  darauf  errichtet,   dasselbe  eben  so  weit  zur  andern 
Seite  der  Grundfläche  verlängert,   und  nun  von  jedem  Endpunkte 
dieser  Lothe  drei  gerade  Linien  nach  den  drei  Winkelpunkten  der 
Grundfläche  ziehet    Man  sieht  leicht,  dass  die  sich  hierdurch  bil- 
denden zwei  Körper^  von  welchen  der  eine  vier  auswärtsgehende, 
der  andere  aber  drei  auswärts-  und  einen  einwärtsgehenden  Kör- 
perwinkel hat,  von  gleich  vielen,  gleich  und  ähnlichen  Seitenflächen 
eingeschlossen  werden,  ohne  dass  solche  weder  an  Grosse,  noch 
an  Gestalt  übereinstimmen.    Da  nun  dieses  unwidersprechlich 
wahr  ist,  so  müssen  wir  Robert  Simson's  Aeusserung  als  voll- 
kommen begründet  ansehen ,  und  die  X.  Erklärung  des  XL  Buchs 
ist  somit  nicht  bestimmt  genug  ausgedrückt.    Peyrard  sagt  zwar: 
„Ist  es  nicht  einleuchtend,  dass  Euclides  nur  von  solchen  Kör- 
pern  sprach,   welche    keine   einwärts   gehende  Winkel  haben?" 
Allein  nier  ist  nicht  die  Rede  von  dem  Sinne,    welchen  Eucli- 
des mit  seinen  Worten  verbunden  haben  mag,    sondern  von  dem 
Sinne,   welchen  man  mit  klar  aus^esprochnen  Worten  verbinden 
muss*    Und  darin   hat  Robert   Simson  offenbar  Recht.     Was 
sonst  noch  gegen  diese  X.  Erklärung  zu  bemerken  ist,  wurde  be- 
reits oben  (3.)  auseinandergesetzt. 

19.    Fürs  Zweite  entgeht  dem  scharfsinnlgeti  Peyrard  das 
Unzulängliche  in  dem  Beweise  von  Robert  Simson  nicht.     Er 
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bemerkt  mit  Recht,  dans  der  XVIII.  und  XL.  Satz  de«  XI.  Buchs, 
•o  wie  auch  der  III.  und  IV.  8atz  des  XI 1.  Buchs  der  Elemente 
nicht  beftiedig^end  dargethan  sei^  so  lange  die  fragliche  Behaup- 
tung nicht  scharf  erwiesen  wäre. 

20.  Aber  wie  verhält  sich  Peyrard  in  dieser  schwierigen 
Sache?  Er  stellt  drei  Lehrsätze  auf,  welche  mit  den  von 
Robert  Simsen  ausgesprochenen  im  Wesentlichen  einerlei  sind. 
Bei  dem  zweiten  Lehrsatze  bemerkt  er  auch  richtig,  dasssich  die 
entsprechenden  KOrperwinkel  nicht  immer  deckten,  sondern  bis- 
weilen als  symmetrische  erschienen.  Aber  nun  heisst  es: 
„Hieraus  schfiesse  ich,  dass  die  Congruenz  zweier  Korper- 
wuikel,    welche    von    drei    ebenen,    einzeln  eenommeo,   gleichen 

,  Winkeln  eingeschlossen  sind,  nicht  Statt  finde,  wenn,  nachdem 
man  zwei  gleiche  ebene  Winkel  derselben  in  einander  gelegt  hat, 
Ihre  beiden  andern  Winkel  nicht  nach  den  nämlichen  Seiten 
hin  liegen.  In  diesem  Falle  muss  man  sich  also  begnügen,  zu 
ftagen,  dass  zwei  Körperwinkel,  deren  jeder  von  drei  ebenen 
Winkeln,  welche  paarweise  einander  gleich  sind,  pebildet  wird, 
auch  unter  sich  gleich  sind,  weil  ihre  bestimmenden 
Stocke,  d.  h.  ihre  ebenen  Winkel  und  ihre  Neigungen, 
gleiche  Grösse  haben.'* 

21.  Peyrard  hat  hierdurch  wohl  Robert  Simsons  Be- 
hauptung, dass  sich  die  fraglichen  Körper^inkel  deckten,  berich- 
tiget; allein,  dass  er  jene  Körperwinkel  gleiche  nennt,  welche 
nicht  als  congruent  erscheinen,  ist  gegen  die  Natur  der  Sache, 
und  selbst  gegen  den  Sprachgebrauch,  da  solche  Körperwinkel 
sehr  wohl  symmetrische  heissen.  Man  soll  nie  von  allgemein 
anerkannten  Begriffsbestimmungen  abweichen.  Alle  Geometer  ver- 
stehen aber  unter  Gleichheit  die  Uebereinstimmung  in  der 
Grosse;  unter  Aehnlichkeit  Uebereinstimmung  in  der  Gestalt, 
und  unter  €ongruenz  die  Uebereinstimmuns  in  Grösse  und  Ge- 
stalt zugleich.  Nach  diesem  ergiebt  sich  sogleich,  dass  die  frag- 
lichen Körperwinkel  weder  gleiche,  noch  ähnliche,  noch  con- 
graeste  genannt  werden  därfen.  Sie  sind  nämlich  zum  Tb  eil 
gleich,  zum  Theil  ähnlich,  und  folglich  nicht  vollkommen 
übereinstimmend.  Die  Benennung:  symmetrische  Körper- 
winkel ist  wohl  die  schicklichste.  Wie  durfte  sie  also  Peyrard 
g I ei ch  nennen ,  da  er  sich  selbst  des  Ausdrucks :  symmetrische 
Körper  bedienet? 

22.  Der«  dritte  Lehrsatz  von  Peyrard  ist  wörtlich  das' 
Theoren  von  Robert  Simsen,  welches  behauptet,  dass  die 
zwei. dreieckigen  Prismen,  welche  aus  dem  Diagonalschnitte  des 
schiefen  Parallelopipedums  entstehen,  g  1  e  i  ch  u  n  a  ä  h  n  I  i  ch  s  e  i  en , 
obschon  sie  nicnt  als  congruent  erscheinen.  Hier,  bemerkt 
er,  muss  man  sich  wieder  belügen,  zu  sagen,  dass^  diese  Kör- 
per deshalb  gleich  und  ähnlich  seien,  weil  uire  bestimmenden 
Stücke  gegenseitig  vollkommen  gleich  sind. 

23.  Zur  Prüfung  dieser  Ansicht  müssen  wir  unsere  vorieen 
Aeassernngen  (21)  wiederholen.  Es  ist  fürs  Erste/ gegen  den 
scharfen  Sprachgebrauch,  zwei  Körper  gleich  und  ähnlich  zu  nen- 
nen, welcbe  doch  nicht  congruent  sind,  und  wofür  Peyrard 
selbst  den  Ausdruck:   symmetrische  Körper  gebraucht    Aber  fürs 
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Zweite  kann  noch  weniger  aus  einer  8  <^  lohen  Glelohlieit  mad 
Aehnlichkeit  die  Uebereinstiniinun^  In  der  Grosse  beider  KOrpcr 
abgeleitet  werden.  Diese  ist  viebnehr  gar  nicht  scharf  bewiesen. 
Da  Peyrard  selbst  (a.  a.  O.  8.  564.)  auf  die,  der  Geometrie  roh 
Legendre  beigefügten  Noten  verweiset  (33  u.  f.).  so  ist  es  um 
so  aufTallender/  wie  ein  so  strenger  Geometer  sieb  bier  'diesen 
Mangel  an  Schärfe  erlauben  konnte.  Er  hätte  zum  wenigsten  die 
Beweise  von  Legendre  (14)  seinem  Vortrage  einverleiben  sollen« 

24.  Da  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  zwei  dreieckigen 
Prismen,  welche  durch  den  Diagohal^cfmitt  eines  schiefen  Paral- 
lelopipedums  entstehen,  in  den  meisten  Compendien  der  Eieraen- 
targeometrie  nur  höchst  unbefriedigend  erwiesen  wird,  so  ist  es 
zweckmässig,  hier  noch  den  strengen  Beweis  eines  altern,  jedem 
deutschen    Geometer    rühmlichst  "bekannten    Schriftstellers, ,  des 

§  rundlichen  Karsten,  beizubringen.  Man  mögte  Mch  wundert, 
ass  diese  sihnreich  ausgedacbte  Demonstration  nicht  häufiger  in 
späteren  Schriften  aufgenommeü  worden  ist;  allein  wahrscheinlich 
hat  man  sie  nicht  f^  elementar  genug  geh^tten ,  um  solche  den 
ersten  Anföngem  mitzutheilen.      In   der   That  sehelnt;  sie  weh 

der  unserigen  (16.)  in  dieser' Hinsicht  nachzustehen.  , 

.'■» 

25.  Um  diesen  Beweis  von  Karsten  (Leiubegriff  der  Mathe- 
matik, Geometrie,  §.  343.)  kennen  zu  lernen,  tfaeilen  wir  ihn  hier 
in  einer  fasslicheren  Form  mit. 

Wenn  AS  (Taf.  III.  Fis.  6.)  das  gegebene  schiefe  Paralielo* 
pipedum,  GCMQ  aber  der  Diagonalschnkt  ist,  und  man  iegtdutcfa 
die  Mitte  E  und  O  der  Grundflächen  AI  und  KS  die  Ebene 
HBLR  parallel  mit  GAKQ,  und  die  Ebene  F/>i¥/>  parallel  mit 
ACMK,  so  entstehen  vier  Parallelc^jlpeden :  AO,  FR,  BN  und 
£jS,  welche  unter  sich  congruent  sind,  und  deren  jedes  {  des  ge- 
gebenen ist.  Zwei  von  diesen  Parallelopipeden  theilet  der  Diago- 
naisohnitt  trC^Q  nicht;  zwei  andere  »her :  werden  durch  Ihn  In 
zwei  dreieckige  Prismen  getheilt.  Jene  solloii  die  äosBerea, 
diese  die  mittleren  Parallelopipeden,  die  aus  letzten  ent- 
stehenden dreieckigen  Prismen  aber  die  mittleren  Prfsn^ 
heissen. 

Wird  nun  jedes  der  mittleren  Parallelopipeden,  wie  das  gege- 
bene, in  vier  kleine  PaMlielopjpeden  ^etheHt,  so  entstehen  in 
jedem  wieder  vier  congruente  Parallelopipeden,  zwei^  mittlere 
und  zwei  äussere,  aeren  jedes  ^^  de»  gegebenen  ist.  Jedes 
dieser  mittleren  könnte  nun  wieder  so  get&eut:  werden ,  md  man 
würde  in  jedem  vier  congriiente  ParallelopfliMden  erhalten,  deren 
jedes  cV  ^6^  gegebenen  wäre.  Diese  Tlieilung  abtir  kann,  wie 
man  leicht  sieht,  ins  Unendliche  fovtgo^etzt  Werden. 

Da  nun  bei  jeder  Theilung  die  Sunune  de«  äusseren  •  Paralle- 
lopipeden die  Hälfte  des  gegebenen  l»eträgt,  und  somit  von  letz» 
terem  die  Hälfte,  von  dieser  Hälfte  wiederum  die  Hälfte  u.  s.  f. 
ohne  Ende  hin  weggenommen  werden  kann,  so  muss  der  fJnter; 
schied  zwischen  der  Snmme  aller  äusseren  Parallelopib.i^- 
den  und  defcü  gegebenen  einmaS  Meinet  als  jede  angehlfem 
Grosse  werden  (Elem.  X.  B.  1.  S. ).  AReht  der  TJnferscmed  der 
grosseren  Prismen  GCS  imd  GCK  karni  nur  in  dem  unterschiede 
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aHer  mittleren  Prismreii  Ifegen.  Da  nun  diese  mittleren  Pricrmeit 
0ellwt  kleiner  hin  jede  «ngebiiehe  Grosse  werden  kOnnen»  so 
iniiss  «leb  aveli  Ihr  Unterschied  in  dem  Maasse  verkleinern.  Da- 
her  sfaid  die  grosseren  Prismen  GCS  und  GCK  um  einen  Unter- 
schied ferschfeden,  der  kleiner  als  jede  angebliche  Grösse  ist^ 
d.  h*  diese  Prismen  sind  gleich. 

26.  Bei  dem  Durchdenken  dieser  sinnreichen  Demonstration 
habe  ich  Cblsenden  Beiveis  gefunden^  welcher ,  wie  es  mir  scheint, 
sich  durch  Kurze  und  Fassliehkeit  empfehlen  m^igte. 

I.  Das  dreieckige  Prisma  GCS  (Taf.IU.  Fig.  6.)  besteht  aus 
einem  äussern  Parallelopipedum  ES,  welches  {  des  gegebenen 
AS  ist,  aus  awei  äossem Parallelopiped^,  welche  zusammen  ^V 
d.  h.  l  von  AS;  aus  vier  Süssem »  welche  zusammen  «'V*  d.  h. 
iV  von  AS^  aus  acht  äu&<)ern,  welche  zusammen  aSd»  dl  h.  «V 
von  AS  betragen,  und  ^oJbrt  ohtae  Ende.  Die  Summe  aller  die- 
ser äussern  Prismen  (sie  heisse  S)  bildet  also  >  in  Bezug  auf  das 
Paraileiopipedum^iSn,  eine  unendliche  Reihe  von  der  Form: 

«=l  +  *+V.+A  +  A  +  *.*. 

IL  Aus  der  Arithmetik  ist  aber  bekannt,  dass,  weim  a  das 
erste  Glied,  e  der  Exponent  und  S  die  Summe  einer  unendlichen 

Reihe  ausdrückt,  der  Werth  von  S^rzr^^  ««i-    Daher  ist.    für- 
obige  Reihe, 


S= 


1         I 

1  1 1    l'^T 4« 


III.  .Ajof  gleiche  Weise  ist  aber  auch  die  Summe  aller  i^i^s - 
sem  Pacallelopipeden  im  dreieckigen  Prisma  6rC*ir=r  ^AS^  weil 
sie.  mit  der  in  IL  gefundenen  aus  ^leicbvielen  und  gegenseitig 
gleiehgrossen  Gliedern  besteht  Folglich  ist  Prism^  GCS=3Prisni|i 
GCJi:=^araUelopipedum  AS. 

"Vl.a.  Der  hier  (In  16.)  gegebene  dlröcte  Beweis  des  Lehr- 
satzes hat  einen  neuen  indirecten  veranlasst,  welcher  eben- 
faUs  Fssl^icbkeit  mk  geometriscbei?  Strenge,  vereinigt.  Er  ist  fol- 
gender. Wenn  (Taf.  UI.  Fig.  7.)  ABCDEFGUdaa  gegebene 
adiek  Parallelopipedotn  vX^i.J^HF  der  Diagonalsebaitt  in  dem- 
selben ist«  so  soll  beyviesen  iv^den,  dass  das  scbiefe  dreieckige 
Prffima  ADBEHF  dem  schiefen  dreieckigen  Prisma  BDCFHG 
aieht  ungleich  an  Qro^fte  sein  kanti,  ohne  auf  elften  Widerspruch 
tu  ^ela^ea»  weloher  aus  der  Annahme  dieser  Ungleichheit  her- 
voigehen  mi^ste. 

6.  Man  lege'did>ch  AD  (wob^,  der  Einfaviitieft  wegen,  die' 
Winkel  DAE  und  ^D^als  rechte  angenommen  $tDd)  eine  Ebene, 
welche  auf  BCGF  lofhrecht  steht,  so  bildet  dieser  purchsclmitt 
das  Paraliebgramm  ADKJ,  auf  dessen  Ebene  die  Seitenkanten 
AE,  Bff,  BF,  CG  senkrecht  sind.  Wird  nun  ebenso  durch  FG 
eine  DurcliscJiti^tsiebene  lothrecM  auf  AEUD  gelegt ,  so  entsteht 
ein  P^allelogramm  FGML^  welches  dem  PaT^lielogramme /!/>£/ 
conghient  ist  und  auf  welchem  die  Kantenlirii'ten  LA,    MD,    FB, 


Digitized  by  VjOOQIC 


88 

GC  ebmfaU^  senkrecht  sind,  demnach  bildet  sich  im  Innern  des 
schiefen  Parallelopipedums  ABCDEFGH  ein  senkrechtes  ParftUe- 
lopipedum  AJKDLFGM,  welches  durch  die  Dia^onalebene  DJFM 
in  die  beiden  vollkommeD  eoograenten  dreieckigen  Prismen 
ADJLMF  und  DJKMFG  getheiit  wird,  wie  dieses  aus  Taf.  IlL 
Fig.  1.  hervorgeht,  indem  das  vordere  dreieckige  Prisma  derge- 
stalt in  das  hintere  gestellt  werden  kann,  dass  beide  nur  ein 
einziges  bilden. 

c.  Das  schiefe  dreieckise  Prisma  (Taf.  III.  Fiff.  7.)  ADBEHF 
besteht  daher  aus  dem  senkrechten  Prisma  ADjLMF^  aus  der 
dreiseitigen  Pyramide,  deren  Grundfläche  das  Dreieck  ADJ  und 
deren  Spitze  in  B  ist,  und  aus  der  vierseitigen  Pyramide,  deren 
Grundfläche  das  ParällelosTamm  L3tHE  und  deren  Spitze  in  F 
liegt.  —  Ebenso  besteht  aas  schiefe  dreieckige  Prisma  BDCFHG 
aus  dem  senkrechten  Prisma  DJKMFG,  aus  der  viereckigen 
Pyramide,  deren  Grundfläche  BCKJ  und  deren  Spitze  D  ist,  und 
aus  der  dreiseitigen  Pyramide,  deren  Basis  das  Dreieck  FHG 
und  deren  Spitze  in  M  ist.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass^  die 
ebengenannten  beiden  viereckigen,  so  wie  auch  die  zwei  dreisei- 
tigen Pyramiden  keine  congruente,  wohl  aber  symmetrische 
(o.)  Körper  seien. 

d.  Sollten  nun  diese  beiden  schiefen  dreieckigen  Prismen 
ADBEHF  und  DBCHFG  (welche  mit  P  und  Q  bezeichnet  wer- 
den sollen)  an  Grosse  verschieden  sein,  so  kann  dieser  Unter- 
schied (da  beide  die  einander  congruenten  dreieckigen  Prismen 
als  Bestandtheil  gemein  haben)  nur  in  der  Verschiedenheit 
der  Korpersummen  APJB  +  LEHMF  und  FGHM  +  KCBJD 
begründet  sein. 

e.  Wäre  mm  (hypothetisch  angenommen)  P^-  Q,  so  setze 
man  P—  Q=sd,  und  es  ist  klar,  dass  nunmehr  2P— 2Q  =  2d« 
3P— 3Ö=:3rf  und  überhaupt  nP — nQ  =  nd  sein  müsste.  Wenn 
aber  gezeigt  werden  kann,  dass  bei  P — 0,  bei  2P—2Q,  bei 
3P—öQ,  und,  im  Allgemeinen,  bei  nP--nQ  stets  eine  und  die- 
selbige  Differenz  stattfinden  müsste,  wenn  bei  P — Q  irgend 
eipe  Differenz  bestände,  so  ist  dieses  nur  dadurch  mOglicb^  dass 
diese  Differenz  =;0  ist,  d.  h.  dass  P=:Q  sein  muss. 

f.  Denkt  man  sich  die  Seitenkanten  EA,  FB,  HD,  GC 
über  A,  B,  />,  C  so  verlängert,  bis  Aa  (welche  man  in  einer 
Zeichnung  wirklich  ziehen  kann)  =zEAy  Bö^=FB,  Dd  =  HD, 
Cc^=^GC\Bt,  verbindet  die  Endpunkte  a,  ö,  d,  c  durch  vier  ge- 
rade Linien  und.  betrachtet  den  Diagonalschnitt  dbFH^  so  ist 
klar,  dass  in  dem  schiefen  Paralielopipedum  ahcdEFGH  zwei 
schiefe  dreieckige  Prismen  entstehen,  von  welchen  abdEFH 
=  {ABDEFH  und  dbcHFG=iDBCHFG  ist.  Wird  nun  durch 
ad  eine  mit  AJKD  parallele  Sbene  gelegt,  so  entsteht  ein  Vier- 
eck aikd,  welches  mit  abcd  einen  Körper  abcdik  bestimmt,  der 
dem  Körper  ABCDJK  vollkommen  congruent  ist,  und  die  oben 
ftn  c.)  bemerkten  Theile  dieser  Körper  bilden  den  Ueberschuss 
cler  beiden  grossen  schiefen  dreieckigen  Prismen  (2P  und  2Q)  über 
die  zwei  in  ihrem  Innern  entstehenden  congruenten  dreiecki- 
gen Prismen.  Bestände  nun  zwischen  P  und  Q  eine  Differenz 
^srf,   so  müsste  hier  bei  2jP  und  2Q  eine  Differenz  =:2</  statt- 
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finden.  Da  aber  auch  bei  nP  und  nQ  (wie  die  fortgesetzte  Con- 
stractioD  der  gleichviel facb  grossem  schiefen  dreieckigen 
Prismen  P  and  Q  deutlich  zeiget)  diese  Differenz  zwischen  P 
und  Q  nie  grösser  wird»  so  kann  zwischen  P  und  Q  gar  kein 
Unterschied  bestehen,  d.  h.  es  mnss  P=^Q  sein. 

g.  Wäre  der  Winkel  ADH  ein  stumpfer ^  so  würde  durch  D 
eine  Ebene  gelegt«  auf  welcher  die  vier  Seitenkanten  DH,  AE, 
BF,  CG  lothrecht  stehen,  und  der  Beweis  wäre  der  nämliche, 
da  nun  auch  durch  F  eine  Durchschnittsebene  gelegt  würde, 
worauf  eben  diese  Kanten  senkrecht  sind. 

A.  Der  allgemeine  Satz,  worauf  sich  dieser  indirecte  Beweis 
grCindei,  ist  demnach  folgender:  Wenn  zwei  Grossen  P  und  Q, 
▼on  welchen  man  nicht  weiss,  ob  sie  einander  gleich  oder  un- 
gleich sind,  gegeben  werden,  uud  man  kann  überzeugend  bewei- 
sen, dass,  wenn  zwischen  ihnen  ein  Unterschied  slattfönde,  eben- 
derselbe auch  bei  ihren  Doppelten,  Dreifachen  und  überhaupt 
bei  ihren  »fachen  stattfinden  müsste,  so  muss  nothweodig  auch 
P=Q  sein. 

L    In  der  früher  erschienenen  Abhandlung :  Der  28.  Satz  des 
XL  Buchs  der  Elemente  des  Euclides  u.  s.  w.  S.  4.    mit 
einer  Steintafel  (40  Kr.)»   '^^  sowohl  das  Geschichtliche,   als  das 
^Kritische  dieses  Satzes  ausfllhrlicher  dargestellt  worden. 
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iTeber  zwei  Kunden ,  Of  e  von  der  KlUpse 
ab^eleMiel;  sind.   Bepeehnmigr  der  Tom 
'  ,deiiseibeii  ninsclilosseiien  FlS^lie. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  S.  Diesiger, 

'    jMphwßt  dB  dpr  |iölierf»a  Bürgencbale.  zu  Siqtheiin  M  Heidelberj^. 


•Sffl. 

^a  T^    ^2    -^*»  "-^^ 

die  Gleichung  einer  Ellipse,  (x' ,  y')  ein  Punkt  derselben.  Auf  diesen 
Punkt  ziehe  man  vom  Mittelpunkte  einen  Radius  vector  und  Ter- 
längere  diesen  um  die  Grüsse  A.    Die  Gleichung  des  Rad.  yect. 

ist  y=^Lxy  und  die  Koordinaten  des  Endpunktes  (des  verlängerten 

X 

Rad.  V.)  :  a:'  +^ ,  y'  +  ^ ,  wo  r'  =  Va?'2+ya.  fo  diesem  End- 
punkte errichte  man  eine  Senkrechte  auf  den  Rad.  ▼.»  so  ist  die 
Gleichung  dieser  Linie: 

Das  9  was  bisher  mit  einem  einzigen  Rad.  vect.  vorgenommen 
wurde,  nehme  man  mit  allen  vor,  und  suche  sodann  die  Gleichung 
der  Kurve,  die  von  allen  den  auf  den  verschiedenen  Rad.  vect 
senkrecht  stehenden  Geraden  b^uhrt  wird.  Zu  diesem  Ende  muss 
man  die  Gleichung  (1),    welche  auch  so  dargestellt  werden  kann: 

nach  x'  differenziren ,  indem  man  y'  als  Funktion  von  x' ,  bedingt 
durch  die  Gleichung 

^  +  ^=1'  (2) 

ansieht,  und  zwischen  der  erhaltenen  Differenzialgleichung  und  der 
Gleichung  (1) ,  x'  und  y^  eltmtniren.    Nun  giebt  (1)  • 
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v^-abrefid  aus  (2)  folgt;  '.;.,•,. 

.:  ■ ■        .  ay^^Arfi 

Setzt  man  diesen  Wertfa  in  (3),  so  erhält  man : 


Difiirt  man' hui) 
I  die  Gleich UD| 

Hieraus  folgt: 


Eliinifiirt  maä'hmi  aus  (1),  (2),  (4)  die  Grossen  V^y',  so  etfAlt 
man  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve. 


Diese  Gleichungen  geben  fiir  jeden  Punkt  {x'  »y*)  der  El- 
lipse den  entsprechenden  Punkt  der  gesuchten  Kurve  an. 

Man  setze  in  (5)  j:':=acos  ^,  ff'  =  ^8in  g),  so  genuin  x', 
v'  der  Gleickun^  (2),  während  ^  ein  Winkel  ist,  der  in  dem  Punkte 
0  ist,  in  veicfi^m  die  Axe  der  x  die  Ellipse  schneidet;  durch 
diese  Substitution  .findet  sich: 

ar=(l+«*sin*9)  acos<p-|-; - 


*  sin-*  q> 
42_ii3eacos«<i  .       .         6Asing)  ^^^ 

^^  *        .  ^^«i^r^^si^  ^ 

wenn  e*= § — *     ^*'®  Gleichungen  (6),   wenn  man  in  ihnen  q> 

von  0  bis  2it  gehen  lässt,  drücken  die  gesuchte  I^rve  aus.  Durch 
Elimination  von  ^  zwischen,  ihnen  erhielteman  die  Gleichung  der- 
selben in  gewöhnlichen  rechtwioklichen  Koordinaten.  Für  den  Fall 
h=Ö  erhält  man  als  gesuchte  Gleichung  (siehe  Grelles  «Journal. 
Bd-  33.  S*  90  f.) : . 

[6fl2  6«  -  2  (2  62  -  a«)  (2a«  -  6«) - 3 (a«arH  Ä V^P:=: 
[9««(26«--a2)  i:»  +96«(2a«-6«)y«-4(aHÄ*)(26«-aa)(2a«--Ä«)]< 

In  wuserm  Falle  irfifde  dle.EndgMohung  offenbar  nooh  ver- 
wickelter ausfallen;  da  es  aber  für  den  Zweck,  der  hier  verfolgt 
wird,  nicht  nothig  ist,  dieselbe  bu  haben,  so  begnOgen  wir  uns 
mit  den  Gleichungen  (6). 
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•  Die  gesacbte    Kurve   besteht   offenbar  aus  vier  kongnienten 
Tbeilen^  von  ^=0  bis  ^9^  =  ^  bis  n,  fp^svc  bis  ^^  q>i=-^   bis 

27C,  Der  erste  dieser  Quadranten  ist  von  den  positiveo  Theil^n 
der  Axen  der  x  und  y  begränzt:  er  beginnt  an  der  Axe  der  o:. 
Sueben  wir  nun  die  Flache  zwischen  der  Axe  der  x,  der  Kurve 
und  der  Ordinate  y.  Da  die  Ordinate  y  den  Quadranten  in  zwei 
TheUe  theilt,  so  muss  noch  bemerkt  werden ,  dass  derjenige  dieser 
beiden  Theile  gemeint  ist,  der  vom  Mittelpunkte  entfernter  ist 

Die  Formel  fär  die  Quadrirung  ist  Jz  f  ydop,  je  nachdem  x  mit 

wachsender  Fläche  zu-  oder  abnimmt  In  unserm  Falle  ist  das 
untere  Zeichen  anzuwenden.  I  >a  aber  a  und  y  als  Funktionen  von 
(p  gegeben  sind^  so  Ist  der  Ausdruck  iiir  die  gesuchte  Fläche 

Setzt  man  hier  die  obigen  Werthe  (6)  von  jc  und  y,  so  erhält  man 
als  Ausdruck  des  gesuchten  Flächenstücks  : 

ab  I     sin  *9  89 -r-l    sin  ^  cos^dg» 

-i-2abe'^l     sin*9  €08*989 +«6«*/     sin^d9 
H 1 —  /     fi*^  9  ^^^  9  ^9 

T—/     Sin  *9  cos*  909  H 5-/      iTTi i-.- -ff-nr 

bjo         ^         ^^       «Vo   V(l-«*sin«9)* 

-  .  ^/*y  sin  V cos V 89       ,-  /***_      sin*9Ö9 
""^*Vo  V(l--e«sin»9)»+*l/o     V(l-e«sin«9) 


—ibhe*r 


9    sin*9Cos*989 
0    V(l-e«8in«9) 


hhr^r^      sin  ^989  hH^p9       sin  V  89 

+  ^'^Jo  V(l-c»sin»9)"^   «»t/o  V(l-««VmV^" 


Nun  ist  aber ; 


/. 


/. 


sin^89=— isin9C0S9-f  19, 
0 


sin  ^cos^89 = \  sin  '9  cos  9  —  isin  9  cos  9  4-  8  7  ^ 
o 

sin  ^9  89 = ^  i  sin  '9  cos  9  ~  S  sin  9  cos  9^-191 
o 


9 
010^008^989=  i8in'9eos'9+0  sinV*^^^?'  *""  r9  8in9C089 

+  m9» 
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/»»         ain*y89> JS(y,c) c*ginycoay 
o   V(l-e»8m«^  ~    1  — e*        (l-e«)y  l_e«ginV 
F(y,e)  —  £(y.e)         gipycogy 
~              «'                   VI- ««»in «9)' 

y*y    8inVc<w*y8y JS(y,<) e'ainyeosy 
0    V(l-e»8m»^  ~     !-«■        (1-e«)  VI-i^sIdV 
(2-e^£(y,e)  ^(l-g«)F(y,e)     (l-g«)8mycoga> 

yy     Bm«y8y       _F(y,e)— g(y,c) 
0  VI- ««sin V  e* 

y      g«n*y8y Vi— c«6inVsmy  coey      2(l+c«)A'(y ,  e) 

oVl-««8mV  -3«*  3? 

(2+e«)F( 
+  3e« 


/ 


V   


wenn 


(2+e«)F(y,g) 
0    Vi— ««sin  «^    ^  5?  ^? 

Ferner  ist 

^/o     1— e*8inV        VI  — e«        ^^  *^^ 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  e,   und   thellt  beiderseits 
durch  2e,  so  ergiebt  sieb 

yV      sinyay  1  ,.         4/?-^i*     X 

0    a-6«sin^y)>   =2V(T=:^3  arc(tg  =Vl-.eMg9>) 

1  tff<p  1 

-I(ü:Ö"'  i+(l-e*)tgV  =  2V!r^  arc(tg=Vl_«..«gy) 


sin  y  COS  y 

2(1— c»)     '  1— e«sinV 


Setzt  man  diese  Werthe«  so  erhält  man  das  fragliche  FlSchenstiick. 
Um  den  Quadranten  zu  erhalten,  muss  man  y =-3- setzen.  Der- 
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i'«*  ' 


,"      «'*'»      o^jL^  w    .  «    .  -«   .  a»e*  n      a*e*  v 


j£(|,c)        (2-c«)£(|,e)      2(1-0/'(|.e) 

,        lF(|;e)-£(|,e)i 

:(3-e«)£(|.e),   2(l-«»)F4e)| 
-26Ae»   -  '^ 


3c*         .        .        3e* 

^  V  3«*  3e*  '    T^  a»   l2V(l—e*)'ü) 

=  1&  aO«»Ä«-a»-Ä*)  -  ^£<|.e}+ 2ÄÄ f  (|.  e) +^. 

Mithin   der    ganze ,    von  der  fraglichen  Kurve'  umschlossene 
Raum: 

(Uebet  die  Herheitune  obiger  Aus4riie)(e  sehe^  ma^  u.  A.  CreUe's 
JourmU  Bd->31*  S.  f$  ST) 

§.2. 
Sei  wieder 

4{e^  ßleipbuDg,  ^iner  Ellipse;,  (x' ,  y!)  tin  Punkt  derselben*  Die 
Gleichung  des  Radius  vector  in  diesem  Punkte  ist  ^^^x,  und  die 
Gleichung  „der,  auf  seinem  Endpunkte  Senkreckten :  y -f  ju/ = 
ar'a+y'2  Die  Gleichung  der  Normale  Im  Punkte  (x* ,  .yO  wt :  ^(y^) 

±i^X^^^)*  dl«  Gleichung |der  mit  der*1Merm4le;pfr&l|eI^,;  durch 

den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  sAko-^x^z-^y.  Heissennun 

X,  y  die  Koordinaten  des  Punktes,  in  dem  diese  letztere  Gerade 
die  so^  eoeii  erwfihnte  Senkrechte  trifft,  so  Ist 

^_x'(x'ny'^ y'iäf^Jj'^    '  ■  ' 
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Setzt  man  nun  x'z^r'  coBq>' ,  yf^=:r'Bmq>'  9  so  da«s 


-t 


sSm' 


co8*y'       airi^qp^'^  _  , 


und  elimioirt  aus   den  drei  letzten  Gleichungen  r' ,  q>'  9  ^o  erhält 

man  :  ,    '   • 

fcd»  Gleichung  der  durch  alle  jene  Fusspunkte  gehenden  Kurve. 

Man  ziehe  in  einen  Punkt  (x' ,  y*)  dieser  Kurve  (8)  einen 
Radiusvector,  und  verlängere  denselben  um  dia  Grosse  A,  so  sind 
die  Koordinaten  deines: Endpunktes 

_    ,^[ Ä£' _  ky'       ,      ''  '      ■ 

Man  suche  nun  die  Gleichung  der  Kurve,  die  durch  die  Endpunkte 
aller  so  verlängerten  Radien  geht.  Setzt  .man  or'  =  r  cos  9  ,  y' 
=:r8in9,  so  hat  nfah  r,  q>  zigt.^Kmtniren  aus 

ar=r(ios9P  if'Acos9)=:(|r^&)cos9» 
y=rsinq>+Äsiny^=:(r4-i^)8ih9i>' .»)   , 

Hieraus  folgt  (r+A)2=rar«  +  y2,  r=V^5q:p:-Ar 


cos 


Dimmclit  Inhalt  man  ab  Gleichung  dJer  fra$lieheo  ntfttm.Burve  : 

(V^^^^^-hna^^x^  +  b^^^^ia^x^  +  by  (9) 

welche  felißichung  Rir  ä=0  in  (8)  übergeht. 

Diesö' 'fcurve  besteht  aus  Tier  kongruentöö  Theii^lli  <so«dass 
die  Betrachtung  eines  Quadranten  genügt  Man  setk^^M  ^\xtr 
Teoaq>,y  =  rsiü(p,  so  ist 

(r— A)«(a^(JosV  +  6*sin  »g))^  =*=(«*  <^«V  +  6*sin«9)*, 

g^cos^y  +  6*  sin  ^ 

Fdr  den  FiächeniMhait  des  Quadranten  findet  sich  : 
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"•■  *"  (a«co8V  +**«»«•  «9»)»  '''(a'cosV+^siDV)*^  ^ 
_  1  |.,»  /»i  a«C08V  +  ft*8iD«9) 

~2  (*    2+'*X/o  («■co8V+«'«nV)» 

V  0  (a*cosV  +  6«siD  V)'  ^ 

Setzt  man  — jp-=e«,  8oi8ta^ofiV+*^»n«9>===a^(l---Ain*y), 
demnach 

y\ eo8^8y 1     /^a     C08*y8y 
0  (a*cos*9  +  6*»»nV)*  ~  «'t/o  (1— «*8inV)* 

.  j    JF(^,e)-i;(}..)J 

=  S5-|— : — ? )' 

0  (a«cö8V  +  **ß»nV)*""«V  o  (T^e^wnV)» 


Ferner  ist 

n 

yV  8y ^.  JL « 

0  a*co8 "y  +  6*8in  *g)  "^  T *  aA ' 

DlÜrenrlrt  man  diese  Gleichung  nach  a  und  theiit  alsdann 
durch  —  2a,  so  findet  sich 

/*«  co6*y8y «^   1^ «     1 

0    (a*cosV+Ä^«n V)*  "^  2"  *  2a»6  ""T*a*6* 

Differenairt  man  abermals  nach  a  und  dividirt  durchs 4a,  so 
ergidbt  «ich : 

n 

y^g*         cos^cy «^     3 
o  (a*co8«9  +  6«sinV)*""16'  a»6' 

Durch  ähnliche  Verfahrungsweisen  ergiebt  sich : 

y^a       cos^y8in*y8y »       1 
o   (a«cosV  +  **«iiV)'""16  *a^'. 
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/ 


a  «in  ^q>Sq> n       3 


0    (a«cos V  +  6«sin «9)» ~  16 '  a**' 
Sobstituirt  man  diese  Werthe,  so  ergiebt  sich  fdr  den  Quadranten: 

.   «  3a'     2«    ,  .     «  36» 

~32L  ab  J 

A(a'+6')_.«    .        ,  _,^«     ■  .  ,-  « 
+  -5^-^— ^F(-2,c)-aA£(2-,e)+A«  j- 

Die  ganze,  yon  der  fraglichen  Knrve  umschlosseoe  FlScbe  ist 


L HS J  +  * — r-^^i'^^ 


r« 


~4«A£(-2,c)  +  Ä««.  /     (10) 

Für  A=0  erh&lt  man  hieraus 

als  Werth  des  von  der  Kurve  (8)  umschlossenen  Raumes. 

Für  a=b  geht  die  Kurve  (9)  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser 
a-f  A  aber. 


Theil  X. 
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Velber  einigte  Sätze  der  höheren  Arith- 
metik. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Mosta, 

Lehramts -Candi^teii  zu  Cassel. 


Es  niuss  gewi«8  einem  jeden  Freunde  der  JSahlenlehre  eine 
erfreuliche  Eraobetnung  sein,  weun  in  neoerer  Zeit  immer  mehr 
ein  Band  zwischen  den  vereinzelten  Lehren  der  höhern  Arithmetik 
und  den  übrigen  Branchen  der  Mathematik  geknüpft  wird;  uinso- 
mehr,  da  auf  viele  der  hierher  eehurigen  Probleme  ihrer  Natur 
nach  insbesondere  von  den  Annänerungsmethoden  der  Analysis 
gar  leicht  Anwendung  gemacht  werden  uuin.  In  dieser  Beziehung 
haben  die  Forschungen  des  Herrn  Li bri  (M^moires  de  TAcad^mie 
de  Sciences,  savans  4trangers,  Tom.  V.)  Vortreffliches  geleistet. 
Indem  durch  sie  die  LiSsun^  der  Congruenzeip  von  beliebigen  Graden 
aus  einem  allgemeinen  Pnncip  hergeleitet,  so  wie  die  der  vom 
1.  und  2.  Grade  durch  Formeln  gegeben  werden,  deren  iWerfli 
sich  in  jedem  besondern  Falle  durch  Hülfe  der  Analysis  ermitteln 
lasst.  Hiemäch  schien  es  mir  vielleicht  der  Mühe  werth,  die 
von  Herrn  Eisenstein  (Crelle  Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik.  Bd.  27.  pag.  281.)  aufgestellten  Sätze, 
von  denen  meines  Wissens  noch  keine  Beweise  gegeben  sind, 
auf  die  obige  Auflösungsmethode  der  Congruenzen  zurückzufuhren. 

^     Ich  schicke  die  folgenden  bekannten  Sätze  voraus. 

Ist n  eine  Primzahl,  so  sind  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung 

gegeben  durch  : 

cos/r l-T— -IsmÄ — > 

n  n 

wo  k  alle  Werthe  0,  1,  2,...,n-l  durchläuft. 
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Bildet  mau  die  Summe  der  m- Potenzen  dieser  Wurzeio,  so 
wird  dieselbe =n  oder  =0,  jenaehdem  m  ein  Vielfaches  von  n  ist, 
oder  nicht;  d.  h.  mit  anderen  Worten,  es  ist: 

-  {(cosO —  +  V"  —  1  smO — )'«  +  (co$  —  +  V— 1  sm — )»» +  . . . 

+  (CQS(7l-l)^  +  Vrisio(n~l)~)mj 

=  1  oder=0. 

Diese  EigeAsckaft  der  Wurzeln  obiger  Gleichung  hat  nun 
Herr  LiJbri  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  der  Congruenz 

9(.r,y,3:...)^0  (modw) 
lienutzt 

Betrachtet  man  nämlich  für 

or  die  \Vetthe  1,  ^,  3...a; 
y     „         „        1,  2,  3... 6; 

so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  für  die  Summe 
der  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  den  Ausdruck  : 

^^(ar,  y,  z...-)  jcosO^  +  VIIlsinO^)f ('»»>»••••) 

+  (cos  ~  +  V:risJn  ??)^(x,9,«....)  + ... 

+  (cos(n~1)  —  +V=i8in(7i-l)—)fC', »,»....)) 

1  2n       >— i 2« 

•    =— i:(ar,  y,  3;,...)(cos6— +  T  — Isinö— )5P(*'»'»""), 

wo  sich  das  Snmmenzeichen  über  die  fiir  ^,  y,  z....  aufgestellten 
Werthe  und  über  die  Werthe  ^==0,  l/2....^n— 1  erstrecbt. 

tleducirt  sich  die  vorgelegte  Congruenz  auf  eine  solphe  vom 
ersten  Grade  mit  einer  Unbekannten,  deren  allgemeine  Form 

aa:+6^0  (modn), 

80  ist  die  Summe  ihrer  Wurzeln,  wenn  jnan  noch  berücksichtigt, 
dass  es  zur  Auffindung  aller  Wurzeln  der  Congruenz  genügt,  rar 
a:  die  Werthe : 

1,  2,3....ji 

zu  betrachten,  und  man  die  Potenzen  der  Sinus  und  Cosinus  in 
vielfache  Bögen  verwandelt,  gegeben  durch 
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«'=1    6=0         (  «  ») 

Nun  ist  aber : 


««=1    6=9  " 


-S  ar  cos  6  (a:c  + 6)  — 

7t 


(n  — l)sin2ö(«w  +  6  — i)-  +  sin2/9(6-ia;- 


2sin6^ 

71 


COS 


2ö( — 1«— co82ö(6— a)- 


2« 
«sind  (6  — Ja)  — 
^        *  ^  n  , 

2sin6  — 
n 

daher  ist  die  Summe  der  Wurzeln  obiger  Congruenz 

/j  ^         ,Ä    .     ,sin6(Ä-4a)?!? 


sina  — 


\ 


n 


^==0       sind  — 
n 

Sind  a  und  n  relative  Primzahlen,  so^  hat  bekanntlich  die  Con- 
enifenz  aa:  +  6=0  (raod «)  nur  eine  nositive  Wurzel ,  klemer 
als  n,  und  man  hat  dcsshaib  för  diese  den  Ausdruck 

2jr 
sind  (6— Ja)  — 

^Zlij-i      £      . 

2     ^  2    Ä_,  .   , an 

7t 

Versteht  man  nun  unter  G(Sl)  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl  als 
Ä,  so  wollen  wir  jetzt  g(^),.  wo  ilf  und  2^r  relative  Primzahlen  sind, 
zu  bestimmen  suchen. 
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Ist  der  bei  der  Division  der  Zahl  M  durch  N  bleibende  Rest 


==a;,  so  fi-ird  G  ( /y  )  sofort  bekannt  sein,  nenn  x  bekannt  ist 

Zar  Bestimmang  des  Werthes  von  x  bat  man  aber  nur  die  kleinste 
Auflösung  der  Congruenz 

M-x^Q  (modiV) 

zu  suchen.    Diese  ist  aber  nach  der  obigen  Formel 

.      N-l      l»=iv.-.  «™«(*+*>lV 
— f— +2 


2    fl=i'     Bine(-^) 


^=1  sind-^ 

oder,  da 

-^ =sm6  -Tj^cotö-jy^+cosfl-^ 


«inöjy^ 


und 


auch: 


J5       C0S6-^y-=:  — 1, 
6=1     . 


-2  -"5    ^^^    sin6-^cotö^  (I) 

Alsdanii  ergibt  sich  aber  unmittelbar  aus  der  Congruenz 
Jlf— a:=0  (mod  N) 

Die  Formel  I.  stellt  den^kleinsten  Rest  von  M  für  denModulus 
N  vor  und  I.  und  II.  bilden  die  beiden  ersten  am  angeführten  Orte 
aufgestellten  Sätze. 

Ich  Rige  noch  folgende  Bemerkung  bei. 

Sind  M  und  N  relative  Primzahlen  und  überdies  N  eine  un- 
gerade Zahl 9  so  genügt»  die  Summe  zwischen  den  Grenzen  ßznl 
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und  6= — ^ — zu  nehmeo.    Denn  da  sämintticbe  Zahlen  M,  2M, 

3ilf....,  (2V— 1)  iV  nach  dem  Modulus  iV  iloglc^che  Reste  lassen 
und  •  '    ^ 

— 2—  = 2~(™^^  ^^  ' 

80  bleibt  da«  Product  der  beiden  Functionen  unter,  dem  Simmen- 
zeichen  durch  Einführung  der  negativen  Werthe  von  6  unseändert^ 
und  man  hat  desshalb  auch  für  den  kleinsten  Rest  von  jlf  förden 
Mod.  N  den  Ausdruck. 

2"-     ^2;      slnÖ--^cot6^, 
und  damit  auch 

^(,iV;=F~2+lV     ^f^    sinö^^cotö-j^... 
Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen  : 

zu  entwickeln,  wobei  wir  wieder  M  und  iV  als  relative  Primzahlen 
voraussetzen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  man  für  die  kleinste  Wurzel  der  Con- 
gruenz 

v.M-^x^Q  (modiV),woü<iV 

nach  dem  Obigen  erhält:  ' 

jy      l*=iv-i    ^     2vMk7v     ^,  n 
^      ^     k=l  -t^  -tv 

Setzt  man  für  v  nach  einander  die  Werthe :  , 

1,  2,  3:...  v; 


so  wird  man  durch  Summation  diese^  ver^cbieiftenen  JMerthe^  die 
Summe  der  kleinsten  Reste  erhalten,  wetehe  dutrh  DiVislon  der 
Zahlen  M,  2IÜ,  dM....vM  durch  iV  hervorgehen.  Bezeichnen  wir 
di^e  Summe  durch  iS,  so  ist : 

N      l<'%^  *-^->     .    ,     2M7t     ,,  n 
•5=1?. "ö o    ^  -^        smÄö — j^   cot  Ar  7^« 

Diese  Reste  sind  sKmmtlich  von  einahder  verschieden,  und  wenn 
v=jV— 1,  so  fallen  selbige  mit  den  Zahlen  1,  2,  9,....,rf^l,  ohne 
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RdcMdit  auf  ihre  Stelinag»  zusamvien.  Wesu  wir  deaiMb  die 
Z^leo  M  und  N  als  relative  Primzahleo  und  N  zugleich  ai«  eine 
UMerade  ZaU   yoransaetaen,  «o   Ut   die   SuDuue  our  von  cz=l 

bis  a^  a-  zu  nehmen,  um  die  Summe  aller  von  einander  ver- 
schiedenen Reste  zu  erhalten »  so  dass 

__iV-l  t-Av     1 

Die  angezeigte  Summation  nach  6  lässt  sich  jetzt  nach  dem 
Princip  der  doppelten  Summation  ausfuhren ;  denn  es  ist : 

N      1  *=X-^      .iL^^l      .M^^        to^jakn  \ 

(  ^**"     N   ) 

Ist  nun  ilf  eine  gerade  ZaU,   so  ist  für   alle  Werthe  von  *, 
cos  JlfJt»=l,  ilhd  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  allgemein 

cosecjr  =  tg-2  +cotjr, 
so  ergibt  sich  :  ^ 

Hiernach  ergibt  sieb  aber  unmittelbar 

N^-IM     N-1      __]_*=  V-'- cos Ä-i-itlfe. 

V 

Ist  aber  üf  eiAfc  uMeradc  Z^tW,  so  zerlegen  wir  den  Ausdruck 
unter  dem  Summenzeienen  so/ dass 

k  =  JV-i        ^  n  (        ,   Mn         co»Mk7t] 
£      cosA;|^)cotÄ  -^-     7  7W 


iV-l 


=       2?      cotk^)c6\k 


2«  ^^^w.2ilfÄ       coJj'lMkTtf 


...  yp-B-     T-^j 


.»J^ 


+        £      cotC2A  -  1) -^-  cot(2A-  - 1)  T^-  j^  . 

(    .  sin(2A- 1)-^)    . 
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Unter  dieser  l^orni  erl^ennt  man  sofort,  dass  der  Werth  des 
Cosinus  im  ersten  Gliede  der  rechten  Seite  fär  jeden  Werth  von  k, 
=  4*1  wird,  dagegen  im  zweiten  jBiiede  = — 1.  Da  nun  allgemein 

X  X 

cosee  a:  :=  tg  Ä- +  eota:=eot  5-— cot  or, 

so  ergibt  sich  nach  einer  einfachen  Reduction: 

t=^-i          7€  (     ^  -  Mn      coeMkn  \ 
2     cotA^    cotÄ-^ —jg^l 

Erwägen  wir  nun,    dass 

cot  (2Ä—  1)  2y^  =   —  cot  ( ^ -J  K 

und 

cot(2A-  l)^=tg  (ilfiVf-(2Ä-l)^)=tg(iV-(2ifc-.l))f  |. 
80  sehen  wir,  dass 

und  damit: 


sin  k  - 


N 


*=^-^ 


1  =  1 


=  -2      -S     cot*~tg*l^^ 


so  wie: 


k^"-' 


Alsdann  resultirt  sogleich  der  3.  angeführten  Orts  aufgestellte 
Satz: 
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I 
HT— l  JV     I 

*"^^,.ilf._iV»— 1   Jlf     iV— 1       l'"7*"     ,,2«,    .Mit 

-"^8    iv~""2     äiVjtA  773;r    (»") 

Von  den  vorhergehenden  Formelo  können  wir  jetzt  Anwendung  in 
der  Lehre  von  den  quadratischen  Resten  machen.  Ist  nämlich  a 
eine  beliebige  Zahl»  p  eine  Primzahl ,  so  ist  *),  wenn  wir  uns 
des  Legendreschen  Zeichens  beflienen» 

(|)=(-l)/'(modp), 

WO  fi  die  Anzahl  der  Reste  der  Zahlen: 

_      rt        ö  — 1 
a,  2a,  3a....  ^—s—a, 

nach  dem  modulus/i,  welcher  ^Ip,  bezeichnet. 

Ob  a  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  ist,  hänfft  bekannt- 
lich nur  davon  ab,  ob  yf  gerade  oder  ungerade  ist,  und  unter  die- 
ser Voraussetzung  kann  man  setzen': 

Die  Zahlen  a  und  p  haben  aber  dieselben  Eigenschaften  wie  die 
obigen  M  und  iV;    und  es  ist  desshalb : 


»     p 


p^i  a  p-i    i*=g;^*g^' 


1    \(a-2)p*  +  (2p-a)     '=y*ß*p, 

^  4        -  ^f,  i72;if=»»- 


»«^pl 


Daher  haben  wir  den  merkwürdigen  Ausdruck: 

(IV.) 


*)  Gmw,  Dimai«itioii€«  aridimotlcae ,  Seot.  IV. 
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Aus  Formel  HL  können  wir  Jetzt  ohne  grosse  Mfihe  ein  n&erk- 
wiüdiges  Theorem  herleiten,  welches  Herr  Eisenstein  In  dem- 

sef^ien  Baiide  pag.  282.  aufstellt.  ;    « 

Sind  nämlich  p  und  a  zwei  ungerade  Zahlen  ohne  gemein- 
schaftlicheo  Theiler»  so  haben  wir 

2:'    G(k 


tgA  — 

und  hieraus  durch  Addition 
*=i        ^  p'         A=i  q  Sp  ^  Sg 

2p    4=1    ^    .Ste       2^  fc=ri     ^    .2« 

tgÄ tgÄ 

^     p  ^      q 

Die   beiden    ersten   Terme   auf  der  rechten  Seilender  <?leichung 
lassen  sich  nun  aulT  folgende  Weise  geben^         ^    !         ..■   ^ 

^}?PV~  ?«>- 29P»+ 2py-9«  +  2p9-;»«} 
Daher  ist: 


iL  tq^  XI  p^i 

Es  ist  aber  hinlänglich  bekannt,  dass  Summationen  von  der  Focm 
zuerst  von  Gauss  zum  Beweise  des  RecSprocititsgesetMs  flbr  die 
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quadratischeD  Reste  benutzt  worden  sind  und  das«  seine  Ukiter- 
suchungen  auf  einem  von  dem  obigen  ganz  verschiedenen  Wege 
ergeben  haben  *): 


Jb=:l 

Führen  wir  diesen  Werth  in  unsere  letzte  Formel  ein,  so  ergibt  sich : 


Bezeitfanen  wir  der  Bktirze  wegen  • 

^P         °  P  °  P 

durch  ^(^»j')»  |iO.  läset  sich  diese  sonderbare  .Eigenschaft  der 
Function  F  (^ ,'p)  pit  zy^ei  Variabein,  wo  q  und p  irgend  zwei  unge- 
rade Zahlen  ohne  gemeTitscbaftUchen  TJieiJer  bedeuteu«  auoh  kurz 
geben  durch:    '  •     ' 


1Ie1>iiiigsaiif(r^1>en  fttr  Scbf^er. 


Von  dem 
Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Leitfrer  an  der  hi(hensn  Börg^rscihule  cu  Slntlleiiu  bei  Heideifcerg. 


I  ■"•\--  i-  . 


Setzt  man 


(1  —ax)  (1 — abx)  (1 — ab^a^)  .«„in  inf.  _ 

(1  -  ex)  (1  -r  cM  (1 — c6«a:) ....  in  inf.  "^^W» 


*)  Ebendaselbst 
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80  Ut 


5 Lri    1  i  .  '   ±    1  JL.L  ±       1 

6-2v3l*~3    12"*"5    r2«~7  '  12«  + 9    124""    -J 

V3       1   3    i/ay    i/sy    1/3Y 


Man  denke  sich  auf  einer  Ebene  eine  Senkrechte  errichtet; 
um  den  Fusspunkt  derselben  als  Mittelpunkt  siehe  man  fn  der 
Ebene  eine  Ellipse,  deren  Halbazen  a,  o  seien.  Man  nehme  nun 
eine  gerade  Linie  und  in  ihr  zwei  feste  Endpunkte  9  deren  Ent- 
fernung c  sei  (d.  h-  konstant  ist);  den  einen  Endpunkt  lasse  mau 
auf  der  Ellipse  sich  bewegen,  während  der  andere  immer  auf  der 
Senkrechten  bleibt;  so  ist  die  Gleichung  der  durch  diese  Bewe- 
gimg erzeugten  Oberfläche: 

=a«&«[t6«(c»— a«)a:«  +  a«(c2-6«)y•)|l+^+^}-2«(6»x«+«*y*)^•• 


J=sina;-f  ssin!ia:4-i6in&r4*  ••••  10  >nf. 
für  a:>0  und  <«. 


Wenn  man  in  allen  Punkten  einer  Parabel  Tangenten  zieht 
.und  vom  Brennpunkte  auf  eine  jede  eine  Senkrechte  ftUt,  so 
trifft  eine  Jede  aieser  Senkrechten  die  zu  ihr  gehörige  Tangente 
in  einem  Funkte  y  der  in  einer  geraden  Linie  liegt »  welche  die 
Parabel  an  ihrer  Spitze  berOhrt 


Wenn   man  in    dem  Dreieck  ABC   in  der  Seite  AC  einen 
Punkt  D  annimmt,  so  dass  ADz^-^AC,  und  in  BC  einen  Punkt 

BC 
E,  so  dass  BE=z  — ,  ferner  die  Linien  AEy  BD  zieht,  so  schnei- 
en 

den  sich  diese  letztern  rechtwinklich ,  wenn 

ilC«+ÄC»=(2a»-2«+l)^Ä«. 
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Legt  man  durch 'einen  senkrechten  Zylinder  mit  kreisförmiger 
Basis  eine  Ebene  schief  gegen  diese,  so  ist  der  Durchschnitt 
eine  Ellipse.  Soll  nun  diese  Ellipse  die  Fläche  p  umschliessen, 
so  hat  man  die  genannte  schiefe  Ebene  so  zu  legen: 

Man  ziehe  in  der  Basis  einen  Durchmesser;  an  seinem  einen 
Endpunkte    errichte  man   eine  Senkrechte  auf  die  Basis,    deren 

Liänge  =  —  STp^—r^y^.   wenn  r  der  Halbmesser  der  Basis  ist. 

Tlt       ' 

Den  Endpunkt  dieser  Senkrechten  verbinde  man  mit  dem  andern 
Endpunkte  des  Durchmessers,  durch  den  man,  in  der  Basis,  eine 
Senkrechte  auf  den  Durchmesser  zieht  Legt  man  nun  durch 
diese  letztere  Senkrechte  und  durch  die  so  eben  gezogene  Linie 
(nach  dem  Endpunkte  der  ersten  Senkrechten)  eine  Ebene,  so 
schneidet  diese  den  Zylinder  in  der  verlangten  Ellipse. 


Es  Ist  immer  /     ^.  ^J.   a\8  woendlich  gross,  wenn  f(a)  eine 
ganze  Funktion  von  x  ist. 


Für  a=l  folgt  daraus  /       |  .     ,    ^^^^sTS^'  ^^*''®  bekannt. 


Setzt  man  in 


Ueber  die  Summe    ^    ^  (oxv  +  bx^Y 


iax+byy=a^x^+ra^-^ai^-^by  +  ^^^^a^^x^^b^^+ 

f&r  y  die  Werthe  Xi,  x^f-^m,  so  ergiebt  sich  durch  Summirung: 

+  ....+brSry 

wenn  man,   wie  gewöhnlich, 

setzt 

Setzt  man  hierin  abermals  x^Xi,  x^,^..*xm  and  summirt,  so 
einlebt  sich 
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Nimmt  man  die  Summe  im  ersten  Gliede  so ,  dass  man  den  Fall 
ionni^  ausscbliesst»  io  dam  0=10  wird,  äo  lind^t  sich: 


,  ,  :8    JB   lu$ip^bac^y^nia^Sr^rar-^bSi,Sr^. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  fär  a=^=l: 
+  (a:,+a:4)'  + =  (Bt-2^')5r  +  rS,Sr-,  +-^^^=^S|Sr-8+.... 


it  i . ■ — ^*     ^iSry 


Der  »weite  Theiiliort  auf  mit  i. ■ ^         ^(^j»  oder 

r(r-l) .......  (^-^j 

-p — j-r —  Sr—i  Sr+i ,  jenachdem  r  gerade  oder  ungerade 

l-2....(^)        ^    -^ 

ist 

Einen  ähnlichen  Satz  leitet  man  ab/ür  a= — b=i. 

Bekanntlich  kann  man  A|,  S^f^-^Sr  durch  die  Koeffizienten 
der  Gleichung 

xm  -j.  aiOf^—^+a^x"^^  +  ..•.  +  am  =0, 

wenn  ihre  Wurzeln  ari,  x^9..:yXm  sind»    ausdrucken,    vermittelst 
der  Forp^ein; 

Sj  +  ai=0, 

Ä8  +  «iÄa  +  «aÄi +308=0, 

Sr  +  OiSr-x  +  fljÄr-a  +  ••••  +riir=0. 

Ist  r>m,  so  ist  Or  und  überhaupt  alle  Koeffizienten  dp,  Ar 
die  0  >  m ,  gleich  Null  zu  «etzen,  mid  es  wird'  die  letsEte  der  obigen 
Gleichungen ; 
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I  Da  die  GleicfauTig 

o:»  +  Cior"»-* +  ....+ Cm =0 

Ätif    . 

hinausläuft»  so  sind  also  Oi,.... am  bekannt,  mithin  auch  Si9„..Sr, 
und  somit  kann  die  obige  Doppetsummo  berechnet  werden. 


Von  d«m 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  zn  Jena. 


Lftsst  sich  auf  elementarem  Wege  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

1  +  2+3+ +  m 

1  1       :.  1  .1 

=  j-llfj  — ^Wla  +  T^  /II3  — ....  ±— Wim, 

worin  nitl  m^,^..  wie  gewöhnlich  die  Binomialkoeffizienten  bedeu- 
ten, nachweisen? 


Eine  der  interessantesten  Curven  höherer  Grade  ist  diejenige« 
welche  durch  die  Gleichung 

cbaraktiiMrisurt  wird*  Sie  be^iteht  aus  vier  Zweigen  und  kann  unter 
Umständen  ganz  in  emem  endlichen  Räume  enthalten  sein.  Die 
Fläche  eines  Quadranten  von  ihr  ist 

and  NaU  im  Gegenfalle.  Man  wünscht  eine  Diskussion  jener 
Gljeicbupg  und  Begründung  der  angeführten  Quadratur. 


Eine    Curve    sei    auf  rechtwinkliche   Coordinaten    bezogen  % 
Oj!tt=je,  MP:=if;   im  Punkte  P  sei  an  dieselbe   eine  Tangente 


*)    Die  9iitopir^h«aile  Figsir  wird   man  sich  «ehr   loieht  selbst  ent- 
werfen können. 
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ST  gelegt,  welch^  'die  Abscissenachse  in  5  schneiden  möge. 
Zwischen  den  beiden  Winkeln  MOP=a  und  MSPz=za  wird  nun 
immer  eine  gewisse  Relation  statt  finden ,  die  ßLr  jede  Curve  eine 
besondere  ist;  kennt  man  aber  umgekehrt  diese  Relation,  so 
muss  sich  daraus  die  Gleichune  der  Curve  bestimmen  lassen; 
man  soll  nun  eine  allgemeine  Methode  angeben,  mittelst  deren 
aus  der  Gleihung 

jederzeit  die  unbekannte  Gleichung  der  Curve  abgeleitet  werden 
kann.    Für  f{(o)=lia  findet  man  z.  B. 

wobei  r  eine  willkuhrliche  Constante  bezeichnet,  als  Gleichung 
der  Curve,  und  die  letztere  ist  demnach  ein  Kreis,  wie  sich  vor- 
her sehen  liess. 


Miscellen. 


Steiiiheirs  Passagen-Prisma. 

(Aas  C.  L.  T.  Ltttrow's  Kalender  für  alle  Stände  1847.) 

Plussl  hat  dem  Passagen -Prisma  die  hier  mit  den  halben 
Dimensionen  der  Wirklichkeit  ersichtliche  Gestalt  gegeben.  (Siehe 
Taf.  n.  Fig.  6.) 

Dos  Prisma  a  liegt  mit  seinen  Kanten  für  mittlere  Breiten 
nahezu  der  Weltaxe  parallel,  und  dessen  Refle^ionsfläche  steht  im 
Meridiane  oder  demjenigen  Vertikalkreise,  in  welchem  man  zu  be- 
obachten beabsichtigt.  Das  drei-  bis  viermal  vergrOssemde  Fern- 
rohr 6  bewegt  sich  mittelst  des  Bügels  c  in  der  Reflexionsebene 
des  Prisma  auf  und  ab.  Zugleich  ist  diese  Reflexionsebene  paral- 
lel zur  Säule  d ,  welche  wieder  senkrecht  auf  der  oberen  Fläche 
des  Gestelles  e  befestigt  wird,  so  dass  das  Uorizontalstellen  die- 
ser Fläche  e  sofort  auch  dem  Prisma  die  richtige  Lage  in  einer 
Richtung  ertheilt;  zu  diesem  Behufe  ist  das  eine  der  neiden  Füss- 
chen  f  auf  der  Ocularseite  des  Instrumentes  zum  Höher-  und  Nie- 
derschrauben eingerichtet.  In  der  anderen,  auf  jene  erste  per- 
pendikulären  Richtung  wird  das  Instrument  zuerst  durch  Verscnle- 
ben  auf  den  Füsschen  f  rectificirt,  und,  wenn  auf  diese  Art  die 
gewünschte  Lage  bereits  beiläufig  hergestellt  ist,  w^erden  diese 
Füsschen  in  das  dazu  bestimmte  Piedeslal  unveränderlich  einge- 
lassen oder  sonst  fixirt,  und  die  nun  noch  nuthige  Correction  mit- 
telst der  Schräubchen  g,  die  einander  entgegen  wirken,  bewerk- 
stelligt. Die  Bilder  sind  bei  der  Vollkommenheit,  durch  welche 
sich  alle  Arbeiten  des  Herrn  Plossl  auszeichnen,  ausserordent- 
lich rein ,  und  ihre  Berührung  mit  grosser  Sicherheit  zu  beobach- 
ten. Der  Preis  des  Instmmentchens  ist  der  des  Dipleidoskopes : 
25  fl.  C.  M. 
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Heller  das  Elektron  der  Alten  und  die 

praktisclieBedeatunir  alterthttmliclier 

SaturwissenjscliafV;,  nämentllcli  der 

ligrnilbolf selten  Hierofrlyplie,  ffir  die 

neuere  Zelt« 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  S.  C.  Schweigger 

an  der  UntTersität  su  Halle.      ^ 
FofftsetzuDgr  von  Band  IX.  &  121---148. 


III.    Ueber  die  praktische  Bedeutung  des  bisher 
Dargelegten. 

Wet  das  Mitgetheilte  mit  Aufmerksamkeit  gdesen  hat,  sieht 
sogleich»  dass  es  sich  irirklich  hier  nicht  hios  handelte  vom  Elek- 
tnm  der  Allen.  Das  Dargelegte'  ist  vielmehr  ganz  geei&^net  mit 
Beuehong  aaf  die  Mysterien  und  die  damit  zusammenhfingende 
Kunst  und  Poesie  des  Alterthuros,  zu  deren  Musterbildern  fort- 
während unsere  Schulen  aufblicken,  neue  Gesichtspunkte  darzu« 
bieten»  welche  sehr  verschieden  sind  von  den  bisher  altein  geltend 
gewordenen  Ansichten.  Denn  wh*  sahen  (Note  19)»  dass  wenig- 
stens einige  Mysterien  (worüber  bei  den  samothraciscben  nur  eine 
Stimme  im  Alterthum)  offenbar  von  naturwissenschaftlicher  Be* 
dentung  waren  und  mit  symbolischen  Hieroglyphen  vorhistorischer 
Zeit  (Anm.  zu  II.  3.  und  Note  23)  zusammenhmgen.  Diese  syi»- 
boKsohen  Hieroglyphen  (analog  der  geometrischen  Zeichen- 
sprache) bieten  durch  ihren  streng  wissenschaftlichen  Charakter 
efsen  Faaen  der  Ariadne  dar»  welcher  mit  Sicherheit  leitet  durch 
das  mysteriöse  Fahellabyrmth.  Dagegen»  wenn  man  bisher  bei 
aliea  alterthümlichen  Studien  allein  sich  verliess  auf  die  schrift- 
lichen UeberlieferuDgen»  und  sogar»  im  Sinne  der  grammatisches 
begese»  wOrtlich  auffassen  zu  mfissen  glaubte»  was  rätbselhaft 
(enem  Ausdrucke  Strabo's  gemäss)  gesprochen  war:  so  muss- 
ten  wir  im  Gegentheil  uns  überzeugen  ^ote  3.  6.  12.  23  und  24), 
diese  schriftlichen  Ueberlieferungen  io  allen  mysteriösen  Dl»- 

Tfaeii  \.  8 
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;eii  (denen,  wie  allgemein  zagegjeben  wird,  die  alterthSmliche 
[nnst  und  Poesie  eich  anechloss)  ^ar  keine  Erkenatnissöaelle 
sind.  Was  von  dem  in  den  Mysterienkreis  bioeins^ezospenen  Eldc- 
tron  und  von  der  zur  Verschleierung  der  Art  seines  Vorkommeoa 
ihm  angereihten  Fabelniasse  gesagt,  wurde,  dhs  vermehrte  bios 
die  Beweise  flQr  diesen  Satz,  der  schon  früher  durch  eine  Reihe 
von  Thatsachen  nachgewiesen  war  in  meiner  Denkschrift  zur 
Säcularfeier  der  Universität  Erlangen,  welche umstäodlieb 
handelt  vom  Verhältnisse  naturwissenschaftlicher  Myste- 
rien zur  Litteratur  des  Atterthumes.  Je  durchgreifender 
aber  die  Bedeutung  ist  jener  bieher  zu  wenig  beachteten  alter- 
thämlichen,  von  den  My'st^ien  ausgegangenen  Beschränkung  der 
Schriftsprache,  desto  mehr  ist  es  aun*alleiid^  dass  bisher  kein» 
eiitsiige  imseref-^UCteraturzeitangen»  dbc^tiik^pt  keine  &UsetKfl, 
40  gross  ihre  Zahl«  sich  eingelassen  auf  Pniltea  4er  t^eke» 
Daher  mag  es  nun  gut  seTn,  einige  Worte  von  dem  fortdauern - 
d-ea  ßin misse  su  sprechen ,.  welefaen  jene  Myilieriea  des  Atter- 
thunis^t  ihrer  Hiersglypheosprache  (ich  meine  siebt  die  ^one- 
tischt,  welcher  allein  man  gewonnt  ist  Auftnerksantkeit  zu  schenken) 
noch  auf  die  neuere  unA  neuest^  Zait  ballen.  Und  daau  fordert 
mich  der  Charakter  der  vorliegenden,  die  hohem  Lehranstalten 
und  namentlich  die  Bedürfnisse  der  gelehrten  philologischen  Schu- 
len unsers  Vaterti^ndes,  zunächst  ins  Auge  fassenden  mathematisch 
physikalischen  Zeitschrifr   noch   ganz   besonders  auf! 

1.  Nur  einen  Blick  darf  man  werfen  auf  die  Geschichte 
der  Mathematik^  um  sich  zuöberaeugen,  dass  Ptato  und  seine 
Schule  auch  in  mathematischer  Beziehung  einen  bedeutenden  Ruf 
habe,  und  zwar  durch  Lehren,  wovon  nichts  vorkommt  in  den 
Platonischen  Schriften ,  welche  vielmehr  zu  denen  geh{>rteii>  worflber 
er,  nach  seiner  ausdrücklichen  iE>t%!äningj  nie  schreiben  wollte, 
eben  weil  sie  akroamatisch  (Dach  dem  Ausdrucke  der  Myste- 
rien), d.  h.  nur  zur  maodlichen  FMtpiaozung  hestinimt  .^ren; 
und  .worauf  sich  also  offenbar  Plato's  mo  viel  bespnicbene.fl^a^ 
ioyumxa  bezogen^  derien  Aristoteles  in  seiner  Physik  ertv&hiit, 
und  zwar  da«  wo  er  vom  Raum  redet.  E^en  mit  selcbeA  akrofe- 
miatisoben  Lehren  hing  diese  ganze  Physik  de«  Arislot#l»« 
zuaatamen,  von  welcher  er  seihst  sagt,  dass  sie  eine  hertias^tge- 
bene  und  zugleich  nicht  heransgegebene,  in  absichUkfces  J>«ftkiel 
gehallte,  nur  seinen  Zuhörern  verständliche  Sdiflft  s^  Und  da 
auch  die  Metaphysik  des  Aristoteles  (der  Physik  sich  aöscUieB^ 
send)  einen  äbnlichen  Charakter  hat:  so  muss  es  mit  Webmuth 
^(äUen>  au  sehen,  wie  elfte  neuere  Philosophie  die  Aristotelisplie 
dsnkle  Schreibart  nachahmt,  zu  welcher  der  griechische  Philosoph» 
weil  er  ladiglioK  für  Mysterienkundige  auf  eine  nur.  andeütetäd^ 
Welse  sthreibet)  wiMte  und  durfte,  geniithigt  itiarduidi  de»Dmck 
4er  Zeit  —  Man  sieht  nun  schon,  das«  die  Sache  bedetttssai 
wird  gerade  iur  unsere  in  mehr  als  einer  Besiehuog  durch  einen 
zweideutigen  Charakter  sich  auszeichnende  Zeitpertedie.  Und  dadsa 
reihte  skh  in  jeiier  Denkschrift  folgende,  zunächst  flhr  eine  natur- 
wisiwuschaftliche  Zeitschrift  geeignete  Betrachtung:  „Im  Altei^- 
tbnme  trat  jener  mysteriösen  Schreibart  Aber  physikalische  Dia^ 
deren  die  ganze  Pythafforeische.  Schule  und  aeren  auch  Plale 
umd  Arisikoteles  sich  bedienten,    die   den  Myaterion  verhaaslie 
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Epikureische  Schute  entge^n  oüt  ihrem  atoin«9ti«cheii  8jH»t«oi, 
hk'dt^  Absiebt,  die  bedeiitend«ten  in  die  Mysteüeii  Obe^egaiu^e- 
nett  Naliinrahrheiten  mit  den,  alltäglichsten.  Dingen  zu  T^rai#iigea 
«ad  sie  daroh  eilie  pluispe'nseobanische  Auflassungsweise  zu  frot 
fanirsn.  CnTefflcemiba]-  ist  s.  B.'das  Bestreben  des  Lncrea,  deq 
selbst  in  ägyptlsdien  Tempeln  (man  lese  Clan  dl  an 's  Idylle  atif 
den  Magnet.)  eine  so  bedeutende  Rolle  spielenden  MajS^net  herab- 
zusiehen  und  seine  wundervollen  Wirkungen ,  deren  Bedeutsamkeit 
er  gftr  wohl  fühlte. (wie  seine  schrinen  auf  die  Samothracisebe« 
eisernen  Ringe  sich  beziehenden  Verse  beweisen)  ,•  anzureihen  an 
die  triTtalstett  Dinge.  Ja,  sein  Hess  gegen  die  Tyrannei  der 
Mysterien  ging  so  weit,  dass  er  ihn,  durch  leidenschaftliche  Vet- 
blenduM  verleitet,  selbst  auf  die  damit  zusammenhängende  Astro- 
nomie flberti'ug,  und  im  Gegensatze  der  chaldäiscben  Cehren  lieber 
aus  atomistischen  Feuertheilchen  täglich  ein6  neue  Sonne  und 
einen  neuen  Mond  an  verschiedenen  Stellen  des  Himmels  woiUp 
zusämraenfli essen  fassen.  —  Auf  diesem,  die  alten  Mysterien  be- 
kämpfenden Standpunkte  verdient  Entschuldigung  wenisrstens  die 
arge  Geistlosigkeit  des  atoinrsfischen.  Systems.  Was  soll  man  aber 
dazu  sagen.  Wenn  neuere  naturwissenschaftliche  Schulen/ Venn 
namentlich  unsere   wunderRchen  Chemiker   damit  sogar   vomehib 

thUB?" 

Dergleichen  Dinge  aber  will  man  nicht  gern  zur  Sprache  koni- 
nieo  lassen,  weil  daran,,  mit  Be/Jehung  autneuere  Chemie,  noch 
«iB  Tiel  sebärfefer  Tadel  der  Ini|>ie.tät  ^^)  gegen  dep  Begründer 


'  ^*)  l)i«M  Kekt  10  -w«il^  dAsii  man  selliftt  dl«!  OMc]d«lita  m  entsttlitfi 
^ervuehl.  Einem  Ansländev  alieiti,  wie  Df^mae  (de«  äbvigens  als  ein  gou^ 
reickcr  Ulann  des  etomisiUche  Sy»lem  verhöhnl)  kann  9$  xnr  BitUchuldigaiig 
gereiohen .  wenn  er  irregeleitet  in  seiner  vortrc^Iiclion  .Pkiloapphie  di^r 
Chemie,  S.  181.  nn^  1Q2..,  in  der  Art  sich  über  Richter  au«dräckl: 
^Hichler,  ein  Chemiker  zu  l)er1in,  warf  dadurch,  dass  er  anagemachte 
Facta  mit  zahlreichen  iheoreiischen  Irrtliüniern  'vermischte,  viel  Dunkel  auf 
die  Fragen,'  welche  Wenzel  aufzukUreh  , begonnen  hatte.  Mao  kann  das 
HattpireMiltat  üeltfer  Untersuchungen  in*  trfeAig  Worte  maammdnfasaen :  es 
ist  dasselbe,  zn  dem  Wenzel  gelangt  war."  —  80  lange  Wenzel  and 
Richter  lebten,  ist  es  keinem  Menschen  eingefallen  zn  behaupten,  dass 
«rslerer  nur  eine  Ahnung  der  Richte  rächen  stöchioraelrlschen^GeAelze  gehabt 
kabe^  am  wenigsten  wäre  solches  dem  ehrlichen  und  gewissenhaften  Wen- 
zel selbst  eingcfaUen«  Was  darüber  zu  sagen  zur  R«chifertigung  Richter's, 
hat  schon  Hess  auf  eine,  der  Wahrheit  getreue  Weise  ausgesprochen  in 
einer  ganz  zweckmässig  (mit  Bezieluing  auf  die  angeführte  PhiiosopMe  der 
Chemie  von  Dumas)  französisch  geschriebenen  Abhandlung:  Sur  les  tra- 
Yaux  de  Jer^mie  Benjamin  Richter  per  G.  H«  Hess,  disconrs  pro- 
Bonc^  A  la  s^anoe  )>ablique  de  l'Academie  dos  Sciences  de  St.  Petershonrg  le 
90.  Bec.  VMO^  woraus,  während  es  oicK.um  Bhrearettnng  eines  Mannes 
wie  Aiehter  handelte,  doch  nur  in  einer  einzigen  deuteehen  Zeilsehrift,  im 
Jonrn.  f.  praki«  Cbem.  1841.  vol.  3i,  p.  420— <438,  ein  Auszug  mitg«. 
theilt  iet,  der  nicht  einmal  berücksichtigt,  wurde  von  neuerdings  bei. uns 
erschienenen  Lehrbüchern  der  Geschichte  der  Chemie  und  Stöchlometrie, 
worin  die  von  Hess  widerlegten  Uuwuhrheiten  wiederholt  siud.  Aber  noch 
vieles  ist  zur  Ehre  Rieht  er 's  dem  beizufügen,  was  Hess  auf  eine  höchst 
achtbare  Weise  ausgesprochen  hat.  J)ie  verborgenen  und,  wie  schon  Wol- 
let ton  heevorhob,  mit  den  älteren  chemischen  Analysen  unvereinbaren  und 
daher  von  niemanden  anch  nur  geahneten  Wahrheiten,  weUhe  dieser  beden- 
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der  StGchlometrie,  gegen  den  «hen  so  gewissenhaften  Esperlmen« 
tator  als  u-ahren  Naturphilosqphen ,  gegen  Richter  sieb  aiurcbliasst» 
welcher,  Während  die  Pythagoreer  (wie  es  scheint  vorhistorischer 
Ueberliefernng  eemäss)  blos  in  dunkeln  Ansdrflcken  von'  der  G#r« 
respondenz  der  Kürpet-  und  Zahlen -Welt  sprachen,  eine  solche 
Correspondenz  wirklich  streng  nachgewiesen ;  dabei  auch  schon 
Reihen  aufzufinden  bemfiht  (wie  ^man  sie  immer  vorähssetzen 
moss,  wo  von  Naturzablen  die  Rede  ist)  ohne  bei  seiner  streng 
mathematischen  Behandlung  der  Sache  jenes  atomistischen  Systems 
zu  bedürfen,  wel<^heä,  wie  gesafirt,  im  Alterthume  zu  entschuldigen, 
in  neuerer  Zeit  aber  blos  eine  Erfindung  der  Eitelkeit  war  (siehe 
Journ.  f.  Ch.  u.  Phys.  B,  52.  S.  69.  Wote). 

3.  Aber  noch  einflussreichere  Dinge  auf  Leben  ^iid  Wissen- 
schaft boten  sich  dar  bei  Gelegenheit  meiner  ersten  kurzen  Mit- 
tbeilungen  über  Elektron  im  Journal  ßr  praktische  Chemie. 
Buttmann  nümlich  in  seiner  auf  den  Bernstein  sich  beziehenden 
gelehrten  Abl^andlung  (im  zweiten  Theile  seines  Mythologus) 
sagt 9  um  die  Sonderbarkeit  zu  erklären,  wie  eine  Metallmiscnung 
aus  Gold  und  Silber  im  Alterthume  denselben  Namen  erhalten 
konnte,  welchen  man  dem  Bernstein  gab,  ganz  im  Sinne  des  vor- 
hin besprochenen  grammatisch  exegetuschen  Princips:  „Der  Bern- 
stein und  das  ihm  ähnlich  glänzende  Metall  können,  so  wider- 
sinnig uns  auch  das  klingen  mag,  fär  einerlei  gegolten  haben. 
Nämlich  in  jener  Zeit  einfacher  Erfahruagsicanntni'sse 
kennten  Dinge  flir  einerlei  gelten,  die  in  gewissen«  flfr  die  SiBBfB 
und  den  Genrauch  wesentFicheren  Eigenschaften  übereinkamen» 
während  sie  in  andern,  die  dann  ftit  Nebenumstände  galten, 
sehr  verschieden  sind/*  Wie  weit  Butt  manu  mit  Beziehung  auf 
die  hier  bezeichneten  „ Nebenumstände ^'  geht,  zeigt  die  dem 
vorigen  Abschnitte  verliegender  Abhandlung  angereihte  Note  21.  -^ 
Er  wundert  sich  selbst  darüber,  dass  ein,  was  er  mit  Recht  her- 
vorhebt, „sehr  sachkundiger  Mann'*,  wie  Pausanias  (dessen 
ganz  klare  Stelle  über  Elektron  er  missdeutet),  habe  festhalten 
können  an  Annahmen,  die  er  als  „uns  widersinnig  klingende*' 
bezeichnet.    Wäre  ^  möglich,  dass  ein  Buttmann  in  einer  wirk- 


ende Xrcanitt  an  der  Berliner  Forcellanfabrik  (was  er  in  andrer  Beieiehui^ 
»clbiit  für  die  Akademie  der  H|inpUt«dt  war,  worin  er  lebte)  ausgeftprooliea, 
wurden  ignorirt  fast  während  seiner  ganzen  Leheusperiode.  Um  ao  gröaaer 
ist  die  ImpielSt,  wenn  sein  hc/fics  Verdienst  Terkannt,  oder  auf  eine  unge- 
rechte Weise  gcschmSIert  wird  sogar  nach  seinem  Tode.  ViclmelLr  soille 
seihst  das,  was  der  einsam  Siehende  wohl  geahnet  nnd  begonnen,  aber  an- 
vollendct  gelassen,  gehörig  gewürdigt  werden.  Und  daca  gehört  tiamentlick 
der  Znsammenhang  der  Chemie  mit  kosmisckeu  Beziehnngen ,  indem  Richter 
die  Reihe  des  Abtftandes  der  Planelen  von  der  Sonne  als  einen  An^rfmck  der 
Waklansiehnng  anffaesle,  alten  dämm  Hhnliehe  Rcikengeselne  der  Waiilan- 
«islmng  unter  irdischen  Kör)>ern  aufsufinden,  nnd  dadorok  seihst  neue  For> 
ankattgen  in  gewissen  Kreisen  herbeizufäkren  bemüht.  Nameullick  in  unaern 
Tagen,  wo  jenes  Reikengcsetz  unter  den  Fianalen  (das  uns  allerdings  an  die 
in  ckemiscken  Zahlenreihen  so  oft  Torkommenden  Mnitipla  mit  zwei  erin- 
nert) uns  über  den  Uranus  Kinausj^cführt  hat,  geziemt  es  sich,  aolcbes  zn.er" 
Wuhnen,  was  ganz  in  Vergessenheit  gekommen,  aber  sehon  als  eine  der 
geiatreichsfen  Ideen  bezeichnet  wnrde  im  Journ.  d.  Chem.  u.  Phjs.  IStd 
B.  39«  S.  882«  Anm. 
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Heh  mit  groMer  Sorgbit  und  Gdehmamkeit  geschriebenen  Ab- 
haodhing  uns  solche  Dinge  sagen  konnte,  wenn  nicht  diese  Be- 
freundang  mit  dem  Widersinnigen  einigemiassen  wenigstens  der 
Tendenx  entspr&cbe  einer  gewissen  Art  philologischer  yorbildan^^  t 
Denn  ganz  speeieli  gab  die  gewöhnliche  Ansicht  der  Mythologie 
Veranlassung,  dass  man  die  edelsten  Geister  des  Alterthums  be- 
fangen glaubte  in  lauter  Unsinn,  und  gerade  diese  Befangenheit 
als  den  Charakter  bezeichnete  der  naiven  Naturanschauunff  jener 
als  Vorbild  filr  alle  Zeiten  geltenden  alten  Poesie.  So  z.  R.  eot- 
halteti  die  so  zahlreichen  Stellen  der  Dichter  von  den  Diosknren 
nach  der  gewöhnlichen  (keine  Notiz  von  ihrem  Zusammenhange 
mit  «ymbotiscben  Hieroglyphen  nehmenden)  Auffassungsweise  der- 
selben» nichts  als  Widersinnigkeiten 5  welche  man  dennoch  lange 
MBOf^  als  klassische  bewundert  und  zur  Einimpfung  einer  ähnlichen 
■lassiscben  Bildung  benutzt*  Solches  ist  durch  eine  Reihe  von 
Belspieleo  nachgewiesen  in  einem  ganzen  Capitel  meiner  Einlei« 
tung  in  dielVfythologie  auf  dem  Standpunkte  der  Natur- 
wissenschaft S.  286 — 326,  und  dergleichen  Beispiele  kann  ich 
leicht  um  das  Zehnfache  vermehren,  um  darzuthnn,  welche  Wider- 
simigketten  entstehn ,  wenn  sich  die  Philologie  von  der  Naturwis» 
senschaft  trennt.  Selbst  die  vorher/rehende  Abhandlung  über  das- 
Elektron  der  Alten  vermehrt  die  Beweise  dafür.  Und  doch  ist 
leider  diese  Abtrennung  der  Philologie  von  der  Naturwissenschaft 
neifterdings  zur  allgemeinen  Sitte  geworden.  —  Wirklich  aber  war 
bei  der  speziell  in  einzelnen  Zeitperioden  sich  geltend  machenden 
getebrten  Bildung  die  vorherrschend  werdende  Kälte  und  Abnei*- 
gung  gegen  Naturwisiranschaft  stets  das  charakteristische  Merk- 
mal obscurantischer  Zeiten.  Anerkannt  auch  giebt  es  eine  Auf- 
fassvAf^weise  der  Mythologie,  welche  mit  dem  Obscurantismus 
Hand  in  Hand  geht  (das  Heidenthum  christianisirend  und  das 
Ghristenthum  ethnisirend),  und  welcher  ebendarum  eine  rationa- 
listisehe,  d.  h.  wissenschaftliche,  an  streng  physikalische  Hie- 
roglyphen sich  anschliessende  Betrachtungsweise  der.  Mythologie 
besonders  veÄasst  sein  muss. 

Zettgemiss  würde  es  daher  sein,  wenn  nun  endlich  einmal 
zunächst  wenigstens  die  Physiker  und  dann  auch  die  Philologen 
mit  der  alten  symbolischen  (d.  fa»  streng  physikalischen)  Hiero- 
glyphe sich  befreunden  möchten,  nachdem  man  zwanzig  Jahre 
rang  die  Sache  (welche  man  mit  Gründen  hätte  bekämpfen  müs- 
sen, wenn  sie  geftirrlich  schien  för  den  Ruhm  der  neuem  Zeit) 
nicht  einmal  zur  Prüfung  gelängen  lassen  wollte.  Nur  das  Studium 
der  phonetischen  Hieroglyphe  schieti  Aufmerksamkeit,  Unter- 
stützung ,  Förderung  zu  verdienen ,  obwohl  diese  phonetische  Hie- 
roglyphe, ihrer  Natur  nach,  ungeeignet  ist  zur  Darlegung  eines 
wissenschaftlichen  Satzes,  dergleichen  man  auch  darin  noch  nieht 
aufgefunden  :|iat.  Vielmehr  liegt  offenbar  etwas  erkünsteltes  In 
einer  Hieroglyphe ,  welcher  eine  Wortsprache  zur  Grundlage  dient, 
und  deren  Kunst  allein  in  schwerfalliger  Bezeichnung  von  Buch- 
staben besteht.  Dagegen  konnten  wir  in  einer  lediglich  auf  die 
Bedeutung  des  Wortes  electrum  sich  beziehenden  Abhandlung 
selbst  philologisch  eine  symbolische  Hieroglyphe  benutzen.  Denn 
der  aut  dem  gewöhnlichen.  Standpunkte  der  Philologie  ganz  wider- 
sinnig scheinende  Satz:    electrum  appellatum  quoniam  Sol  voca- 
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tos  0it  et eetor  (weicheilt  Pttiiliis  rceht  atiigichtlich  hvi^orb^M  äfft 
Beziehung  auf  eine  Reihe  namhaft  gemachter  und  als  die  veiiaäg* 
lichsten  bezeichneten  Dichter*  des  Afterthums),  dieser  Säte  kbiiiit# 
in  seiner  iiaturiVfi^senschafllichen  Bedeutsamkeit  verständlich  ^eralaehf 
vrerden  diirch  eine  alte  sinnvolle  symbolische  Hieroglyphe ,  tn  deirett 
Geist  jene  Dichter  sich  ausdrfickten  (IL.  6.  und  o.  Aoin.)*  ^^ 
weit  aber  sing  In  deh  philöfogischeDn  Schulen  dte  Befreundung« 
mit  jenem  Widersinnigen,  H-ovon  Buttmann  redet.  Und  Weldheili 
allerdings  die  phonetische  Hieroglyphe  sieh  nahe  eenng  anschliesst» 
dass  inan  gedldezu  die  Hingebung  an  das  Tramtionelle  ^d  4lei 
kiudiieb  giSubige  Nacherz Ahtang  aller  sinnloser  Fabeln  als  den 
Charakter  der  phantasiereichsten ,  erhabensten  Poesie  beseichne^ 
'  Diese  Ansicht  empfahl  ^ich  durch  ihre  Popularität 'und' kennte  da« 
her  leicht  allgemeinen  Beifall  finden.  Ja,  sie  fand  ihn  In  so  hohem 
6rade>  dass  sie  wesentli<!h  mit  beitrug  zur  Herbeifuhirdngi  ^er 
Whren  unserer  Zeit.  —  Denn  nur  alli^  wHikommen  ist  es  der 
Eitelkeit^  geistreich  und  poetrseh  «ich  anzustellen  bei  dem  Aus- 
sprechen von  Unsinn,  womit  man  vomehmthuend  sich  dem  classi-' 
sehen  Alterthum  anzuschliessen  glaubt.  Ans  dem  in  vorhergehen« 
der  Abhandlung  über  Elektron  Dargelegten  geht  aber  vmmeiMP 
hervor,  dass  die  altertnfimtichen  »Schriftsteller  mit  der  Tyi^ann^ 
der  Mysterien  zu  kämpfen  hatten^  welche  (wie  wir  solches  noch 
heut  zu  Tage  bei  det  Astronomie  der  Brahminen  Indiens  vor  Augen 
haben)  die  bedeutendsten  Dinge  blos  ukroamatisch ,  d.  h.  tntindncb 
6en  Eingeweihten  mittheilten  -mit  Ausschluss  der  Schriftsprache;; 
damit  sie  ja  nicht  volksthifniltch  werden  mochten  ^.  8choii  darhi 
also  musste  eine  Quelle  der  Begeisterung  Hegen ,  In  der  Poesie 
ein  Mittel  zu  haben ,  im  Stun^  symbolischer  Hieroglyphen -iM^hfei« 
ben  und  die  Wahrheit  bei  Erzählung  einer  Fabel  durehMieken 
lassen  zu  k5nnen.  Nicht  gläubige  Nachbeter  alter  heiliger  Saiged 
waren  daher  die  vorzüglichsten  Dichter  des  Altefthums;  sie  waren 
vielmehr,  gleich  dem  seiner  ganzen  Natur  nach  poetisbhen  Plato,^ 
welchem  aber  selbst  die  Kirchenväter  christliche  Denkwelse  zu- 
schreiben, geistreiche  Protestanten  gegen  das  Heiden« 
thum.  Darüber  wäre  sehr  viel  zu  sagen ,  uesonders  um  den  spe- 
ciellen,  höchst  beachtunicswerthen  Grund  zu  erläutern,  warum  aen 
Samothraoisohen  naturwissenschaftlichen  Mj^sterien  sieh  die  vor- 
züglichsten alten  Dichter  angeschlossen,  was  roicb  jedoch  hier  viel 
BU  weit  fähren  würde  (vergf;  Note  28). 

3.  Alan  sieht  nun  aher,  dass  der  Kaltiif»f  ^^^^  ^^^  heidnl* 
sehen  Mysterien  (worin  ein  herrlicher  Ruhm  des  Christenthitms 
liegt,  den  allein  Naturforscher  gehörig  zu  würdigen  vernfeögeo)  in 
der  That  noch  nicht  beendigt  ist,  indem  diese  Mysterien  noch 
jetzt  eben  dadurch,  dass  Ihr  Fabelwesen  die  nun  vorherrschende 
Ansicht  der  aUerthümlichen  Poesie  und  Kunst  herbeigefiihrt,  von 
grösserem  Einflüsse  sind  auf  die  neuere  Zeit  als  man  gewöhnlich 


***)-  Man  denke  an  den  euXseiziiiihcti  Aufdruck  ohscuraniisclier  Geistes- 
despolie,  irelcYier  seihst  in  dem  kleinen  durch  Heransgahe  der  l*hysik  des 
Aristoteles  veronlassfen  Brief  eines  Aiexsnder  liegt,  wotod  die  Rede  war 
in  der  Dcnksdirift  knr  ^äcularfeier  der  tlnirersität  Krlaiigeii. 
S.  14.  15.  46« 
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mkh  msMiL  Eiae  andere  und  besMve  AmUUl  ier  KuMt  wßi 
Poen«sdes  AUertliums  kau»  wlrkKch  nur  dnrcb  die  «ymbolUche, 
d..li.  nalurwiaseiieQhaftlicbe  Hieroglyphe  der.  tebea  genannten  Sa- 
Aotkücweben  Mysterien  (s.  Note  14  und  W)  gewonnen  werden. 
Um!  daria  liegt  ein  bedeutender  Aufruf»  auf  Mtttet  su  denken,  die 
PbiloJögeu  und  Theologen  wieder  in  fthnllcbes  Intereaee  fSr 
Naturwbäettachaft  au  aieho^  wie  ea  aUgemein  verbreitet  war  in 
der  Periode  freier  Studien,  weiehe  in  der  letsten Hälfte  des  vor« 
hefpebendeo  und  noeh  au  Aniang  das  gegenwärtigen  Jahrhunderts* 
heatiad,  wo^u  torhin  tnder  aufGeaner  aich  beziehenden  Note 9. 
die  Bede  gewesen.  Denn  diese  altgememe  Hinrichtung  der  Auf- 
OMrksflMikeit  auf  die  fottdauemden  Offenbaningen  Gotteo  In  der 
iNalur.4Arängte  zurück  die  fiir  Geiät,  Herz  und  Gemütb  gleich  ver^ 
d«ibliehen  theologischen  >Streithändel  und  triur  eben  dadurch  wesent- 
lich bei  aar  Anregung  wahrhaft  poetUch^r  Begeisterung  und  Her- 
Torriifiing  des  sebünateii  Zeitalters  unserer  deutschen  Liitteratttr. 

^nmerkuna.  Um  hieran  nebenbei  eimge  ganz  praktische» 
Ußumttelbiar  ins  heben  eingreifende  Bemerkungen  (wqiu>  mich  der 
GeiU  ncrliegender  ZeiUchrift  besondere  aufruft)  ani^reihen» 
MekUßsee  ich  mick  einer  Stelle  an,  womit  inein  vorniaiirjer,  nun 
nach  Ihfrpat  abgegangener  achtun^swerther  College ,  tiext  fhot 
feeeov  KämtZf  nie  Uurxe  Geschichte  der  Physik  schliessU 
metek/e.^  uk  Anhßug  beifügte  seinem  im  Jahr  18(&  erschienene^ 
Mirhmhe  der  Physik,  Es  heiut  daselbst:  ,, England  machte 
dm\Anf4mg  mit  JSelehrusig  der  gewer bireibenden  Klauen^ 
eint  spwer  falgten  at^dere  Länder,  Es  entstand  ein  edler  Weit' 
eifet^  MogeuanfUe  Gew  erb  schulen  zu  stiften,  deren  Früchte 
sich  seht  schon  vielfach  lu  erkennen  geben.  Währentl  jedoch 
die  AeMMtniue  des  Volks  oW*  dAese  Art  erweitert  werden ,  teuft 
sich  4mf  vielen  deutschen  ünicersitätcn  gerade  das  Gegenthetl. 
Desm  firOter  gehörte  es  mr  allgemeinen  'Bilduna,  djoss  ein  jeder 
JSikdiriaHh  em  den  Vorlesungen  über  einige  Theü$  der  Natur* 
nJisenj/Aoft  Theil  nahm;  jent  beHunmem  sich  die  Theologen 
und  Jsarisien  darum  fast  gar  nichts  und  die  Medicine?^  nur  zur 
ideksten  NothdwrfL  Wohin  das  führe,  mag  die  Zukunß  leh- 
ren.*^* —  Diese  häehsiräihselhafte,  hier  xur'Spraehe  gebrachtei 
fitt  4meere  Zeit  gemz  charakteristische  Erscheinung  hat  besonders 
iAiM  Grund  in  der  AntieipatioH  des  naturwissenschaftlichen 
Unterrichts  in  den.  beiden  hohem  Klassen  gelehrter  Schuhn. 
UM  dieu  eerdieni  hervorgehoben  zu  werden  in  einer  mit  Rück- 
üektsmf  diese  höheren  tjnierrichtsanstalten  herausgegebenen 
miHAewaiisphm  unkT  .naturwissensehaftiiohen  Zeitschrift  Denn 
obtöoU  bei  der  Ptüfitng  pon-Cßndidaten  für  das  mathematische 
Lehrfaeh  an  Gjfmnorien'SpecieUef  über  den  mechanischen  TheU 
hinamgehesule  MCemsiniMie  der  ^ialiwmißsenschaft  darum  nicht 
eerbtkfft  werden  ^^meU  M^lmn^  sehr  ismeckmässigen  Bestimmungen 
aemäUf  der  gelehrte  Schulunterricht,  soweit  er  auf  Physik  sich 
besieht 9  stets  einen  mathematischen  Charakter  haben  soll:  so 
hat  man  doch  besonders  in  den  letzten  zwölf ^  Jahren  y  gleichsam 
um  mit  det^  ReaUchulen  xu  wetteifern,  sich  in  den  hönern  Klas- 
sen der  Gymnasien  das  Ziel  gesetzt ,  den  oanzen  Kreis  der  Phy- 
sik umfassen  zu  wollen  durch  JUittheilung  der  sogenannten  Haupt- 
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reMuUate^.  Baker  kommen  die  frtngen  SkuUrendem  mtf^Me 
Uuitenität  ffewöhnlick  mit  dem  Zeugnuses  ,, bekannt  tu  sein 
mit  den  Hauntlehren  der  Physik*',  nehmen  diesen  An$^ 
druck  in  jugenmichet  Eitelkeit  viel  ernster  als  er  gemeint  ist, 
und  glauben  die  Naturwissenschaft,  gleich  der  >  Phitolame ,  der 
Hauptsache  nach,  schon  abgemacht  lu  halben  auf  Schsuen.  Er* 
füllt  ton  dieser  traurigen  Eitelkeit  wenden  sie  ihre  BHeke  ab  van' 
der  fortdauernden  Offenbarung  Gottes  in  der  Natur,  was 
doppelt  tu  beklagen  in  einer  Zeit  theologischer,  durch  ctergleichen 
Eitelkeit  tum  Theil  herbeigeführter  Wirren.  Diese  /ortdmssem* 
den  Offenbarunge7i  Gottes'  in  der  Natur  geben  namentlich  der 
Lehre  von  Licht  und  Wärme,  Elektriciiät  und  MaßnrS* 
stsmus  einen  eigenihümlichen ,  im  edelsten  Sinne  geheissnustol- 
len  Charakter,  'Danun  wollen  diese  im  raschen  Fortschritte  sieh 
beständig  weiter  entwickelnden  Lehren  im  strengen  Zusammen- 
hange (nicht  aphoristisch,  wie  es  aliein  auf  Schulen  möglieh)^ 
sondern  mit  der  Tendenz  vorgetragen  sein,  den  Forschungs* 
geist  zu  wecken,  wodurch  gerade  diese  Abschnitte  der  Physik 
so  wichtig  werden  für  den  jungen  Mediciner,  Bios  einige  Süise 
daraus,  sogenannte  Haupire'sultaie ,  schulmässiff  eingelernt  tu 
haben  macht  eitel  und  hemmt  den  Forschungspeist.  — Bei  tteal- 
oder  Gewerbsohulen ,  an  denen  Mathematik  denselben  Rang  be- 
haupten soll,  wie  die  Latinilät  auf  gelehrten  Schulen,  istnum 
schon  darum  vorzugsweise  auf  mathemaüsche  Phgsik  hingewiesen. 
Ausserdem  kommt,  noch  dazu  das  technische  Element,  worin  eine 
höchst  wichtige  Quelle  der  schönsten  neuen  Entdeckungen  liegt, 
während  eben  darum  dieses  technische  Element  beständig  ekm 
Forschungsgeist  weckt.  Darum  müssen,  wenn  die  Naturwissen- 
schaft gmcklich  fortschreiten  soll,  Techniker  und  Theoretiker 
sich  gegenseitig  die  Hantl  bieten.  Im  höchsten  Grad  einflussreich 
sind  aus  diesem  Grunde  die  sogenannten  Institutions ,  d.  A. 
naturwissenschaftliche  Bürgergesellsohaften,  welche  den 
geistigen  Mittelpunkt  der  'Gewerbthätigkeii  Englands 
bilden.  Der  Royal  Institution  verdanken  wir,  abgesehn  wm 
ihrem  technischen  Einfluss,  auch  einen  Daty,  einen  Faraday, 
welche  sonst  wahrscheinlich  nur  beschränktere  Kreise  der  Wirk- 
samkeit würden  gefunden  haben.  Was  auf  diesem  Wege  xu  lei- 
sten sei,  hat  der  aen  Senkenbergischen  Stiftungen  sieh  anschües- 
sende,  von  den  Aertten  in  Frankfurt  a.  M,  begründete  JJ*y- 
sikalische  Verein  geteigt,  welcher  unserm  erfindungsreichen 
und  mannigfach  auf  das  technische  Leben  einftussreichen  Pra- 
fessor  Dr.  Böttger  einen  schönen  Wirkungskreis  er^ßkete. 
Möchten  die  Lehrer  an  Gumnasien  und  Realschiden,  in  FerShs' 
düng  mit  den  Aeriten  und  Pharmaceuten  deir  Stadt,  ähnliche 
Gesellschaften  recht  zahlreich  begründen  helfen.  Denn  flkr 
Erwachsene,  die  mit  gereiftem  Geistundmit  technischen  Zwecken 
im   Auge  kommen,   sind  naUirwissensehaftHcke,    ttat  Erwemhsmg 


")  Dagegen  habe  ich,  selbst  augcslellt  als  Vrofessor  der  MHlhematik 
nnd  Physik  am  Gymnusiom  in  Bayreuth,  im  Jahr  1806  ein  Programm  ge- 
schrieben, worin  dasselbe,  vras  ich  lii^r  sage,'  noeh  aus  andern  Oetichts- 
pnnklen  enttriclielt  nnd  dargelegt  wurde,  wHhrend  es  sich  6nr  alfffusehr 
bawahrt  hat  in  neuerer  26ei|. 
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du  FmnchwHng^UUi  beMmmU  Vürttäge  tarxuffiweUe  ffeeionet 
Diu  ist  der  ^lesiekirnuKki,  der  aUffemem  in  England  anerkannt 
$Ack  herrlieh  öewäkrt.  Wir  m  Deutschland  haben,  antser  der 
auf  Belebung  wnd  Erweiterung  der  Technik  sieh  beziehenden 
Veranlassung s  noch  eine  besondere  ärztliche* tur  Begründung 
solcher  naturwissensehaftücher  Bürgergesellschaften,  um  nicht 
auch  in  der  Homöopathie  (welche  natuneissenschaftlich  aufgefasst 
sm  einem  Stssdium  des  polaren  Gegensattes  der  Krankheiten  hin- 
fikhren  müssie)  dem  aller  Naturwissenschaft  feindlichen,  herrschend 
gewatdemem  faUehen  MusUeismus  sogleich  gewonnenes  Soiel  zu 
geben.  Ein  'prpsser  Aufruf  für  verständige  Aerxte  und  Pharmor 
ceuten,  sowie  für  Lehrer  an  Gymnasien  und  Realschulen,  dem 
von  Freunden  der  Naturwissenschaft  in  Frankfurt  a,  M,  gege- 
benen  rühmlichen  Beispiele  nachzufolgen. 

4.  Noch  eine  auf  die  praktiscbe  Bedeutung  der  in  vorliegen- 
der Abhandlung  zur  Sprache  gebrachten  Gegenstände  sich  beziehende 
Bemerkung  will  ich  anreihen.  Die  Technik  ist  stets  Hand  in 
Hand  gegangen  mit  schöner  Kunst,  und  eben  dadurch  erst  geho- 
ben wor&n.  Entschieden  aber  haben  die  Mysterien  des  Alter- 
thums  einen  Jossen  Einfiuss  gehabt  auf  schOoe  Kunst,  welche 
Aren  Haltpufikt  fand  an  der  in  symbolischer  Hieroglyphe  verbor- 
genen Wabrheit.  Und  da  es  sich,  bei  diesen  symbolischen  Hiv o« 
glypben  von  einer  naturwissenschaftlichen  Zeichensprache  handelt» 
weiche  (was  darzuthun  die  H&upttendenz  ist  meiner  Einleitung  in 
die  Mythologie)  wir  noch  letzt  nicht  entbehren  können,  weil  sie 
durch  r^aturnothwendigheit  gegeben,  wer  wollte  dieser  streng 
wissenschaftlichen  Hiero|jlyphensprache  die  Fähigkeit  absprechen, 
sich  zeitgemftss  noch  weiter  zu  entwickeln  und  auszubilden?  Man 
sieht  alsaf,  dass  dieselbe  auch  noch  in  neuerer  Zeit  einflussreich 
werden  kann  auf  zeichnende  und  bildende  Kunst.  Die  gewöhn- 
liche Behandlung  der  Mythologie  hat  der  neueren  Kunst  mehr  ge- 
schadet als  genatzt,  indem  sie  keine  festen  naturgemässen  Anhalt- 
punkte  darbot,  deren  die  so  leicht  sich  verirrende  dichterische 
Phantasie  vorzugsweise  bedarf.  Doppelt  wichtig  muss  es  uns  alse 
scheineil,  da«  grossere  gebildete  Publicum  mit  denjenigen 
Theilea  der  Naturwissenschaft  zu  befreunden,  durch  welche  wir 
z«  einer  physikalischen  Zeichensprache  darunr  hingeftlhrt 
werden,  wril  wir  derselben  zur  Verständigung  schlechterdings  be- 
dfirfen.  Denn  diese  unentbehrliche  Zeichensprache  ist  es  eben, 
welche  mit  der  alterthümlichen  symbolischen  Hieroglyphe  zusam- 
menstimmt. Wenn  nun  also  in  den  Oberklassen  auf  gelehrten 
philologischen  Schulen  schlechterdings  Physik  im  ganzen  Umfange 
nebenbei  vorgetragen  und  sogar  zum  Gegenstände  der  Einlerner« 
(des  Ezaminationswesens)  gemacht  werden  soll:  so  kann  jene 
symilolische  Hieroglyphe  wesentlich  dazu  mitwirken,  den  gewObn- 
Beb  isolnrt  stehenden  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  auf  Gym- 
nasien mit  den  Philologen  zu  befreunden  und  nach  und  nach  den 
herrschend  gewordenen  Sinn  zu  verdrängen,  vorzugsweise  nur  in 
grammatischer .  und   historischer**)  Beziehung   die  Schriften   des 

*•)  Ab«r  Tott  wvlthialoriseher  Beden tnog  sind  die  so  eInfliiMreichen, 
iedocK  die  8cMffupf«ch«  a««ec]ili»Meiideii  Mysierien.     Und  tn  diesen  Biyftte- 
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iUterfthufiis  lesen  tw  wollau  Iii  meiur  Mk  eiftor  ^nckdit  mUB  el^ 
U08  also  mclitig  scheinen,  zunächst  wesi^iteiis  dtto  Physiker 
iii|s  Interesse,  zu  ziehn  für  symboilische  Hieroglynhik. 
\}0d  sisbon  in  der  vorhergehenden  Abhaudlung^^rwozu  hier  Nach- 
träge zu  liefern  sind ,  habe  ich  den  Weg  ange^ben ,  wie  änkhes 
gehngei^  könne,  und  werde  diesen  qud  weiter  vevfolgen« 

IV.    Ueber   eiUi    verwiekeUe«,   nur  durch  die  eben    he« 

zeichnete  symholische  Bildersprache  mit  Klarheit  aitf*« 

zufa^ssendes  elektromagnetisches  PhAnomen. 

In  iler  Siteren  Abfiancllung,  woran  diese  heuere  sich  anschliess^ 
machte  ich  (\xü  Journ.  für  prakt.  Chemie.  B  34.  S.  416.)  auf 
ein  Phänomen  auftnerksam,  vrodarch  es  vielleicht  nun  gePmgen 
könnte,  endlich  einmal  (nach  zwanzig  Jahren)  die  Aufmcfrksam- 
keit,  welche  einseitig  blos  der  phonetischen  Hieroglyphe 
zugewandt,  auch  hinzulenken  auf  die  dem  Inhalte  nach  viel  iiiteres-' 
mattiere  ^yntb^tHsche .  Hieroi^lyphe.  Es  handelt  sich  von 
einem  §cit  dem  ersten  Decennio  dieses  Jahrhunderts  wahrgenoniT 
menen  PbniKMueii,  welches  '  dennoch  fortwährend  verkanint.^  und 
|ieml«»deutct  wird,  weit  inaa  die  symbolische  Hieroglyplie^  d.  h. 
die  p h y^^i kalt SL-he  ]2eichenspracl](e  versehmäbt^.  wodurch  es 
allein  (vvie  schon  im  Jahrbuche  der  Chemie  und^'Phyi^ik  von 
ltj20  gnaceigt  ^Minff^)  in , seiner  hohep  Gesetzmässigkeit  und  wunaer- 
Tollen  Schoijheit  aufzüfa^ssen  ist.  Mit  so  j;ros$erem  Daiik  habe 
ich  es  anziRTkenrn  fi,  dass  eiuer  der  vorzuglicbsten  Mitarbeiter  an 
dem  nun  ro|1ciidcten  gross^i^  pbysf^liscbeu  AVgrtefbuqhe**)^.  der 


r^ei^  gfshjkten  die  au^H  bei  GrUchaa  nnd  Q-ömem  einbeimisolitii  Menscken- 
Opfer,  \vic  l^^acl«  u.t iu«  (de  falM  religione  lib^  I.  c«p.  31.)  solahe«  gera- 
dezu ausspricKt ,  Mrodiirck  man  soelcith  Tersteht,  -waruni  9P  sparsam  Mnzelno 
fliese  Menschenopfer  betreffende  Notizen  uacK  und  nach  ers^  durch gedmn^n 
sind.  Es  ist  sehr  dankenswerth ,  dass.  y,  l^as'aulx  (welcher  iu  der  Well- 
f(:f»schlchte  diö  gesta  dei  ^er' h.omines  sieht  und  in  so  fern  dds  l¥eidlen-<' 
Änkn^ilift  ßenehnnganf  das  CtiristentHum  gleichsam  ty  pologisch's/aTfaMt^ 
«tr  grosser 'ObiehrsAmkeit  diese  xcrsri^enien  Notizen' gesammelt  in  sttitier  Ah" 
hfndlmrij^.'fi/bett  <iAie  S#h«opf«t  d«r  0^ri«ehen  und  R'bmer  ilttÄ  Llir 
y.4r>«<l«*|i9»  r«  dem  Binea  «nl  0«l^olha.  Wiiriibiirg  IMI.  iMiokt 
hi^Me  er,  dfi  0r  aaek  Ton  Atgypten  spraoh,  -wo  der  ^gt  nack  Herkvie« 
d|f)  ^^nsc^enapfer  abslelti^,^  aufmer|iaaBi  werden  könnjeA)  4ms'  nicht  HerS 
kplcs,  Aond^rn  die  Mvstexien  des.  Hernklcs  (^nii. einen  A«iidruck  jc^e* 
L' yd  IIS  zu  gebrauchen)  gemoini  seien.  Ebeu  su  ist  von  den  Orphifchen 
Mysterien  zu  rerstehen,  was  in  ahnlicher  Beziehung  dem  Orpheus 
n'achgeriUim^  wird.'  Dasselbe  lasst  sich  von  den  samoihracischcn  (auf  iterku'^ 
les  nnd  die  DiosknreÄ '  sich  beziehenden)  nalurwiftsensch^iftlicben  Mysterien 
Mckwdten,  ^^elbst  hfnslV:htK6h  anf  Rom,  wo  der  Testalische  Cnftu^  mit 
itoini  zosammenking.  Grnnd  gemg,  um  Dichter  rn  vternnlassen ,  sic^h  dimeil 
ediercjn  Hysterien  anzaschliessen.  Wir  efhiickeh^  bei  dlMM  samolhradlso^eit 
Mysteiien  schon  in  der  aUeräiftesten  Zeil  die  Natlr^iss^us^ekaft  im 
l^aHipfe  mit  dem  Obecurait  tiemvt,  welcher  anek  in  denocrr  Seii 
(num  denke  an  die  Antodafito  und  an  die  }le«eu]>rosies$e)  Mensckafiopfer.  fe- 
nng  kerbeigcFührt.  —  Vcrgl.  Note  26«  und  14. 

'*)  Dte»e8  physikalische  Wörterbuch  blieb  nämlich  ganz  streng  bis 
Knm  SchJLnese  dea  Wjerkes  dem.  B.  94.  S«  413»  4e»  JiMirnals  i'ürtprak- 
ti^che   Chemie    erwähnten  Princip   geiveiii  .nicht«  anfkouMiea  zu  laMen, 
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ehrwürdige  'Ffoff  (Bv^Sr».  TS.)  wmisaleofl  die  AbMidvng^n  mt^ 
tkeilte,  weiche  ick  «iller  Be«ebr€ih«Bg  der  ele|:tromagneti8ch«D 
fi<»€idinoiieeii  von  diesem  PhftDodien  im  Jahrb.  d.  Ch.  und  Ph. 
19».  B.  a  (d.  g.  R;  B.  48 )  Ta£  I.  Fig.  13—15,  und  1«28.  B.  3. 
(d.  g.  R.  B.  64.)  Taf.  L  Fif^  4.  gegeben  hatte.  Besonders  die  in 
lelaterer  Zeichhesf^  £iieret  geeetamäaaig  dar^eatellten  v^ev  Wirbel- 
drehongen  scheinen  auf  jenen  scharfainniffen.  und  grtindUcbeo 
Physiker,  welcher  sdion  früher  ans  diesen  Erscheinungen  ein  be- 
sonderes Stodtnro  gemacht,  am  günstigsten  gewirkt  zu  haben ^  um 
ihn  geneigt  an  miehen,  su:  ancinev  Ansicht  überzutreten.  Und 
gSRfriss,  er  würde  die  unklare  Idee  Ton  ugaUaniscb-elektri« 
sehen  Strömungen  4ls  Ursache  merkwürdiger  Bewegun- 
gen im  Que-oksi"lber  und  yerschiedenen  Flüssigkeiten'' 
gfinziich  aufgegeben  haben,  wenn  ihm  schon  die  vier  gesetzmäs* 
sig  sich  drelienden  Quecksilbermagnete  bekannt  gewesen 
wfiren,  worüber  erst  in  demselben  Jahr,  in  welchem  jener  achte 
Band  des  physikalischen  Wörterbuches  erschienen,  eine  Verstän- 
digung moghch  gemacht  wurde  durch  die  auf  Taf.  2.  Fig.  8.  meiner 


WM  sich  auf  Urgcftchichle  der  Physik  beziehr.  Darum  wvrd«  auch 
keine  Notiz  genommen  rou  einer  obwohl  zur  Yerttäudigung  (wenn  nichl 
Unklarheit  der  DarAlellnng  auch  in  d^  Physik,  wie  in  einigen  anderen 
Disciplinen,  2nm  Princip  erhoben  werden  soll)  absolut  unentbehrlichen  phy- 
sikalischen Zeichensprache,  welcher  man  jedoch  abhold  zn  sein 
f»chien,  weil  sie  an  die  alte  symbolische  Hieroglyphe  erinnerte.  Und  das- 
selbe Princip  stillschweigender  Beseitigung  wnrde  ausgedehnt  auf  alles  Natur* 
wissenüchnftU^ka ,  wae  niifgetiieilt:  ist  in  meiner,  th^  jener  symbaUschen 
llieV«|gly|)hik.siteh  MKhlies^diidttn  EinliBitung  in  die  Mythologie  amf 
d.  Staadp«  dar..Na^urw*  —  .Dennoch  Infusate  dasselbe  physikalische 
Wörterbuch  der  astronomischen  Zeichensprache  einen  besondern  Ar- 
tikel widmen,  obwohl  sie  mitein^r  mythologischen  Bildcrwelr  zusammen- 
hingt. '  Welcher  OVmid  war  nun  Yof banden,  die  physikalische  Z  ei- 
ch ena-p  räche  bros  darum  <n  phssci^lbiren,  -A.  h.  ^eder  Erwähnung  uuwerth 
zu  'halün,  wall  sie  gleltlifalls  an  Mylhologi«  eriaiieri,  duale  doch  naikh* 
käiigia  ^oii-  deTscl;boR  henvorgchc .  aus  tlor  Natitf '  dir  •  &aQk«1  Ndboahei  Im 
wih  liier: noch  fbl^eitdie  BenMrJ^ang  cvUabtii  Je4es  .PnipUpi.d^  Iguortrent 
Wurdo  auch  ulwrgetr^fp^u  auf  .faeiof.Abh/indJlfins.f^hier  d,ie.  Natur  der  .(ini| 
laagii^lis^eqi  Fo^j^Uckie  leuciiicadct^)  g^i^fic,^  welche  bio»  Tl^alßacheii 
zuaammenslrill^,  deren  BedcMl^auikeit  im, hohen  Qrade  vermehrt  wird  darah 
fie  nenesteu  Fprldclirith«  der  Pliynik ;  —  und  clRs«i«lhc  Schicksal  traf  die  da- 
mit zusammenhangende  filtere  AbhaiKllnng  yber 'V%'' el  t  m  agn  etismns.  Neu- 
erdings htiben  aber  einem  damals  (im  Jahre- 1814)  unbeachtet  gebliebenen, 
eben  iu  dieser  Abhandlung  aasgoHprachenen  Salze  ^iabor  die  Natur  des  Sa- 
tuvuuariuges'* -die  5  t  emschnuppausehwürma,  wie  es  seh  eint«  tallga* 
meine  ABcrkemiung  «^arsohafff.  Es  wurde  nimlick  dieser  Saturnusaiug  ala 
ein  keittcsweges'isoiir t  »irahe.i*der  A^deroideu  oder  MateormasseMrilig 
nufgehisat»  ZeitgcmM« '  also  möohic  nun  die  Priifung  der  umMäudlich  im 
Jahrb.  d.  Ch.  u.  Phys..  1814.  B.  10.  S.  24.  3A.  71.62.  und  B«  \%i  6.  «Itk 
419.  dargelegten  Gründe  sein,  welche  sihoii  ^or  82  Jahren  anf  diese  Ansickt 
des  Saturnnaringes  hiulotteieu.  '  An  Chladni'i  Sohriff  über  Feuermetcore 
S.  398-"402.  schlo««  d^r  spooielle  Weg  der  PaUfung  sich j an,  welcher  ba* 
zeichuel  ist  in  der  Abhi«ndlnng  über  Urgesi)liich  te  der  Physik  (B.  87» 
&•  895«  deasalben  Jourui).  Und-  da  die  magueiiscken  VariationabaobachtuA- 
gcii  ao  grosse  AnsdcfhiAing  ring»  i/m  dem  Brdkreis  gewomien  kabea :  so  wür- 
dun  woki  die  damala  gewünschten  r^gelmftssigan  Sonnenb^obaohtungen  i* 
angemessener  Ausdehnung  sich  nebenbei  nun  anreiben  lassan. 
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Binl.  in  d.  Mythol.  mi^ethdlt^,  siir  klai^o  AufEMBimg  Aer  ge* 
«etzmässtgen  thebuDgeo  dieser  vier  Queckflilbermagnete achlech.- 
terdiogs  unentbehrliche  symbolische  Hierogl^rphei  Da  diese  vier- 
fachen  Wlrbeldrehangen  (wle^  ich  schon  ink  Jahr  1826  hervorhob) 
als  das  GrundphSnomen  bei  jenen  so  mannigfachen  und  verwickelo 
ten  Erscheinungen,  von  fvelcnen  es  sich  hier  hand^»  su  betrach- 
ten sind,  und  Stöbrer's  aus  drei  magnetiscten  Blagaainen  xa* 
sammengesetzter  etektromagnettscher  Apparat  in  so  hohem  Grade 
geeignet  ist,  auf  die  bequemste  Weise  diese  vierfachen  Wirbel 
in  schönster  Ausbildung  darzustellen :  so  will  leb  die  eben  envähots 
2eichnun^  dieses.  Grundphänomens  darum  hieber  setsen,  weil  «s 
sehr  wenige  noch  zu  kennen  scheinen,  indem  nicht  in  «inem  -ein* 
zigen  Lehrbuche  der  Physik  davon  die  Rede  ist»  odei  die  Abbil- 
dung gegeben  wird. 


An  diese  Abbildung  ^)  reiht  sich  nun  folgende  experimentelle 
Bemerkung.  Denn  darauf  kommt  es  zunächst  an ,  dass  das  Pha* 
nomen  von  experimenteller  Seite  gehurig  bekannt  werde. 

1.  Ich  setze  voraus»  dass  man  vollkommen  gereinigtes  Queck- 
silber anwende»  welches  zuvor  noch  eine  Zeit  lang  unter  verdünn- 
ter Salpetersäure  gestanden.  Wird  nun  dieses  von' der  Salpeter* 
säure  (wie  gewuhnlich  vermittelst  eines /Trichters)  getrennte  Queck- 
silber mit  gemeinem  kohlensauren  Kali  übergössen»  und  werden 
in  diese  Kalilosung  die  Platinpolardrähte  getaucht»  ohne  das 
Quecksilber  vorher  berOhrt  zu  halben ,  so  werden  gewohnlich  (bei 
dem  Gebrauche  der  langen  Drahtleitung  In  Stöbrer's  magneto- 
elektrischem Apparate)  sogleich  die  vier  Wirbel  sich  darstellen» 
welche  man  am  besten   sichtbar  macht,    indem  man   von   einem 


*®)  Die  AhbildttDg  erkUrt  sick  l«ickt  von  selbst.  Die  panktirie  Linie 
beseiokoet  die  Grfaxe  d«r  i»  gans  düaiier  Lage  «nfgegosseacn  kokieasAoreii 
K«lil6siuig,  woreia  die  Platiadrftkte  P  und  Q  tancken  ohne  das  Queck- 
silber EU  berubren,  welches  bei  der  Eintanckung  die  Gestalt  ompr^iO  au» 
nimmt.  Elektromagneliscken  Gesetsen  gemäss  ist  namllck  A!A'  die  nord- 
magnetiscke,  SS  die  siidmagnetische  Quecksilber  -  Ober  flä  che, 
während  an  der  unteteu  Fläche  der  entgegengesetzte  Magnelismna 
auftritt.  Daraus  entstehn,  indem  sich  das  Quecksilber  in  eine  —  j?  Zone 
mnno  und  eiiie  -^E  Zone  mprgnm  tkeilt,  <vier  sick  gesetzmissig  dre- 
hende Quecksilbermagnete.  Die  angedeutete  OxydankiuCung  um  p^r  ist, 
ebenso  wie.  die  Zonengrenze  flUI»  thells  veränderlich»  tkeils  mekr  oder  we« 
niger  in  die  Augen  fallend;  so  wie  auch  die  Wirbel  in  der  kohlensauren 
Kadiliisunf '  an  der  -^E  Zone,  nack  Umständen  arur  Seite  sich  halten,  oder 
in  die  Zone  hinein  rticken. 
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Stfiekcbte  Sdvirefel  (oder  Kohle»  oder  yoii  beideo  zugleich)  kleine 
2$tanbtlieUcbeii  darauf  abschabt.  Wendetman  Stubrer'«  grossere 
Mascbine  aa  (mit  drei  Magneten;  von  denen  jeder  aus  sechs  La- 
mdleu  zusaramengesetaBt) :  so  kann  e.s  notbig  werden,  dass  man 
wei^stens  zwei  Magnete  mit  dem  Anker  scbliessen,  auch  die 
Rascmbeit  der  Bewegung  mfissigen  muss,  um  die  vier  Wirbel- 
drebungen,  wie  sie  hier  gezeichnet,  recht  ausgebildet  und  schon 
darzustellen.  •— '  Man  siebt  daraus,  dass  Stöbrer^s  masnetoelek- 
triseher  Apparat  viel  kräftiger  wirkt  als  die  Voltaiscbe  Säule,  wo- 
mit Pfaff  arbeitete  im  Jahr  1826,  weil  dieser  (nach  d.  Jahrb.  d. 
Cb.  u.  P  b.  B«  48,  S.  202.  und  227.)  unter  den .  eben  angezeigten 
Bedingungen,  nach  seinem  Ausdrucke,  „in  der  Flüssigkeit  keine 
8pur  von  Strömung  bemerken  ^*  konnte.  Da  ich  in  demselben 
Jabre,  wo  Pfaff  seine  Versuche  publicirte,  mit  einer  viel  starkem 
Voltaiseben  Säule  diese  Versuche  angestellt,  s(^  erinnerte  ich 
schon  damals  (a.  a.  O.  S.  331):  >,nicht  selten  sieht  man,  wenn 
man  Quecksilber  zwischen  Flüssigkeiten  elektrisirt  (welches  sich 
dabei  in  zwei  Zonen  tbeilt),  an  beidien  Zonen  entgegengesetzte 
elektromagnetiscbe  Drehungen  auftreten,  woraus  eben  die  eotge- 
üengesetaten  Ströme  bervorgehuy  wovon  H ersehet  redet.  Dieser 
Fall  des  Gleichgewicht^  aber  i^t,  'wie  leicht  begreiflieb ,  seltener 
als  der,  wo  die  eine  Art  der  Drehttn^  die  ^dere  überwiegt,  ja 
ganz  in  sich  verschlingt  und  unwabrnehmbar  macht,  wenn  nämlich 
entweder  die  positive  oder  die  nep;ative  Zone  des  Quecksilbers 
vorherrschend  geworden  ist  durch  die  Matur  der  leitenden  Tlüssiff^ 
keiten,  oder  durch  andere,  (nun  sosleicb  darzulegende])  Umstänae 
begünstigt'*.  —  Ebenso  bemerkte  ich  fiuch  schon  in  eine^n  Nach- 
schreiben zu  Nobill'ß  Abfa^ndluu(^  über  dieses  merkwürdige,  auch 
von  diesem  ausgezeichneten  Physiker  gänzlich  verkannte  Phäno- 
men (Jahrb.  d.  Cb.  u.  Ph.  B.  54.  S.  66.),  d^ss,  um  die  vier 
Wirbel  zu  sehen,,  alles  von  der  Natur  und  der  Stärke  des  elektro- 
magnetisdien  Apparates  abhänffe,.  dass  ich  sie  bei  Anwendung 
des  schijKefelsaoren  Natrons  oder  schwefelsauren  Kalis  ii.  s.  w.^ 
aber  besonders  schon  und  lang  ausdauernd  bei  einer  Lösung,  von 
gemeinem  kohlensauren  Kali  eesebn  habe.  Zugleich  gab  ich  dann 
die  vorstehende  Abbildung  qiesep^  vierfachen  Wirbeldrehungen. 
Um  so  erfreulicher  war  es  ftir  mich,  dass  Stubrer's  magnetö- 
elektrische  Maschine  so  vorzugsweise  geeignet  ist,  gerade  das 
schönste  elektromagnetische  Phänomen  auf  die  leichteste  und  be- 
quemste Art  darzustellen,  eben  weil  man  dabei  so  ganz  in  seiner 
Gewalt  *den  elektrischen.  Strom  hat,  auf  dessen  angemessene 
Krallt  es  ankommt»  wenn  die  positive  und  negative  Zone  des 
Quecksilbers  sich  das  Gleichgewicht  halten  soll.  Hat  dieses  alle 
elektromagnetische  Drehungen  in  sich  vereinende  Phänomen  sich 
nur  endlich  Eingang  in  unsere  Lehrbücher  der  Physik  verschafft: 
so  wird  auch  die  zur  Erläuterung  desselben  unentbehr- 
liche elektromagnetiscbe  Zeichensprache  unmöglich  län- 
ger verschmäht  werden  kOnnen,  sondern  unwillkürlich  sich  an- 
schliessen. 

2«  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  das  reinste  mit  einer 
dünnen  Scbiebt  kohlensauren  Kalis  bedeckte  Quecksilber  sei  bei 
dem  Durchgänge  des  elektrischen  Stromes  weder  vom  positiven 
noch  Tom  negativen  Platlnadrahte  berührt  worden.  Wird  aber  der 
oegative  Platinadrabt  in  dasselbe  eingetaucht,  so  ist  eben  dadurch 
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die  ganze  Moiise  ded  Quecksilbers  negatlr  elektiisM,  und  edwH"- 
den  also  die  f^  die  negative  Zone  önmo  in  unserer  Figur  gexeieh- 
iteten  Wirbeldrehungen  nun  sich  tiber  die  gante  QuecksilberMehe 
verbreiten.  Zieht  man  naelk  einiger  Zelt  den  PlatinadraliHt  aus  den 
Quecksilber  zurück:  so  werden  dieselben  negativen  Drehofigen 
v)'enigstens  noch  eine  Zeit  lang^  ja  «uweHen  bis  cur  Etmlidnng 
^ng  sich'  fiber  die  ganze  FIfiche  des  Quecksilbers  ausdehnen. 
Die  negative  Ladung  dauert  also  fort.  Und  diess  war  daiR  eimsige 
Phänomen,  welches  Pf  äff  bei  dei»  Völtaisefaen  SINik;>  die  er  an- 
wandte, wahrnehmen  konnte  ^  abgesehn  von  den  Modifieatinne«, 
welche  durch  Anwendung  anderer  ¥lClssfgkeiten>  als  des  iMhlen- 
sauren  Kall,  herbeis^effinrt  werden.  An  jene  negative  Ladung 
aber  ISsst,  wie  nachgewiesen  wurde  (im  Jburn.  flir  prakt^  Chemie 
B.  34.  S.  415.  ff.),  eine  Interessante  Umdfebnn^  der  Wirbel- 
bie\Tegungert  sich  anreihen,  wofdurch  die  BicMleutsiimkeit  ^er 
elektrischen  Ladung,  auf  welche  zuerst  Ritter  die  Aufmerksam- 
keit hingelenkt,  no  leichfester  und  s(^JS^er  Welse  darge^an 
werden  kann.  Man  miichte  sich  tvun^fi,  dass  dieses  sehDne 
Ladungsphftnomen  nicht  iSngsl  beobachtet  #urde.  Aber  «^bst 
die  leibhaften  Zuckungen  ü^s  Queksilbers^  welche  General  ven 
Heifwig  bald  nach  Cotistroction  der  S&nle  Volta*s  foeobaobtet 
ifwie  sie  umständifeh  im  Jahrb.  d.  Ch.u.  Phys.  1826.  B.  4& 
S.  341.  beschrieben  und  nun  teicht  ab^itnngsftfaig  sind  aus  4en 
Drehungen  der  vorhin  in  Note  30.  erwähnten  Qneeksäbenniagneie) 
^diese  tebhaften  Bewegungen  der  ganzen  Queeksitbermasse«  mnss- 
ten  nicht  selten  den  gehörigen  Grad  det*  Ladung  der  Qnecbsilber- 
oberflä^he  unmöglich  machen.  Bei  Stl^hrer's  Maschine  ist  es  teieM, 
durch  Anlegung  det  Axtket  an  die  Magnete,  oder  langsamere  I>n^ 
hung,  die  nerngkeit  der  Qoeckstlberbewegnngen  su  Termindetn. 
Dennoch  würde  sich  dieses  Gberraschende  LadungsfbSnomen  sehon 
längst  auch  bei  dem  ,  Gebräuche  -  der  gewöhnlichen  Voltaischen 
S&ule  dargestellt ^^)  haben/  wenn  man  sich  dazu  »eingericiilet 
h&tte,  So^eich  nach  Aufhebung  der  pfimHiven  Kette  die  seeon- 
däre  scKliess^n  zu  kOnnen.  Zu  diesem  Zweck  ist  bs  bles  nSthig, 
Quecksilbergeßsse  einzuschieben,  wozu  am  besten  etwas  gros- 
sere Korkstupsel. geeignet;  in  denen  man  mit  Quecksilber  geioUte 

*i).  Wirklich  ist  die.  Ladvagskette  al»  i^i  fortduuernden  Kampfe  mii 
der  primitiTen  Kette  anEuaehen  (yrnit  wühl.  erwo^«o,  alleia  schon  den  wun- 
derlichen Streit  der  Cputact- Theorie  mir  der  chenii«chcri  Theorie  hei  der 
Yoltaiaclien  Sänle  hatte  beseiligea  müssen,  wovon  umstHndlicher  die  Rede 
war  in  meiner  Einl.  in  d.  Mychol.  £l.  2T7 — i^^9f');.  und  als  Ansdroek 
dieses  Kampfes,  bei  dem  sogat  momentan  die  ft^cdndfire  Kette  siegttt  kiMii, 
Ist  wahrscheinlich  ein  hei  jenen  «lekrromagttc^clten  DrehnngMi  sieh  dar- 
stellendes Phioomftazu  betrachten,  weUh«^  im  iahrb.  d.  Ck.  tt.  Ph.  1688. 
B.  3.  oder  dr  g.  R.  B.  M.  S«  6B.  Note  mit  folgimden  . •Wörlen  "von  mir 
beceitflinat  w«rde:  „Man  sieht  enweilen  aHler  gewi<>se^  |)eding|mgep  (,l>««on- 
dar«  sah  ich'  diess  $ehr  schon  bei  .dem  Gebrauche  des  schwefelsauren  ,  Kali) 
in  geselzmässigen  kürzeren  oder  längeren  Perioden  die  ganze  Oiiecksilber- 
masae  sich  umwälzen,  nachdem  die  positive  Zone  ganz  vorgeriickt  ist  und 
die  negative  verdrängt  hat,  TrMhrend  nach  der  UmwSlznn^  Aese  negHlive 
Zone  wieder  zum  Vorschein  kommt.  Solche  BrMheitinng^a  cnben  wohl 
Yeraulassoug ,  dass  Her  sehe  1  aml 'N^bill  Altes  blos  Ttfn  Bb^cregiing  des 
Qaecksilhtfri  ableilwii  -«rMll«tf,  wedatck  daa-Wittier  ledigUck  mit  forife- 
rissea  werd*." 
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V«Hbfiiiigm'*iriMa|{t>  wMlder  Koik  ttv^ueni  augMek  a»ar  fiU« 
tiiiig  der  eiRgeateoiEteo  Ldtum^räfato  iiemm  kaan.  Jedoch  4ll«M 
specielie  Eionebtiihg,  um  dloh  UoterbreMuhg  des  eMrtrischen 
Stromes  sogleich  die  secHodäre  Kette  «chlUasen  2Ü  kOnnen  (wo^ 
111  aooh  hl  OS  der  Gebrauch  reii  ürahtschiuireii,  sttitt  de»'  gewObtt-^ 
liehen  Schlieasungedrähte,  hätte  hiiirreich  werden  koimeaX '^<«^ 
spectelie  ElDrichtung  hatte  mao  versäumt  Wirklich  konnte  leb 
aber  mk  &tilhrer's  magnetoelektrischer  MascbMie  d«n  natHlgeiy 
Grad  der  aegatKren  Ladung  der  Qaeefceilberoberfläohe  schneller 
hiHn^erb^ingen,  als-  mit  drei  (nach  cnilgem  Gebfauobe  zu  andere» 
Zwecken  imni^r  noch  sehr  lebhafte  Funken  und  lebhafte  Wasser^ 
zersetzen«  bevtiikenden)  Kohieooylindeni  too  Bunse«.  Denn  läMh 
ger  als  icli  entartet  hatte,  müsste  ich  mit  dtoser  kleinen  l^oMe»- 
batlerM^das  QueclMilber  liegativ  elektrisiren,  bevor  das  beschriebene 
sfÄune  LadongsphäneÖDen  9  welches  durch  umgekehrte-  "Wlrbel- 
diehimg  sich  Kkirsteih,  auf  eine  deutlicihe  und  lebhafte  Weise 
hervortrat'.  Allerdii^a  «neb  mit  ärtChrer's  magfietöelektriscber 
Mascimie  •  wird .  sian  diese  «mgekebrteo  Wirbeldrehunge»  nicht 
sogleich  sehn,  wenn  man  >:uvor.das  Quecksilber^  pesilivelektrlsirt 
hirt  und  dann  nach  •  Zurückziehung  des  positiven  Drahtes  devb^pir 
tiven  mir- kurze  leit;  einwirken  liess.  Denn  offenbar- ebM  gewiäf) 
Stärke  der  negativen  Ladung  (weJbei»-  vrle  sehen 'fnBl«r*«4*rii^khiit, 
adcb  der  KAliuingehalt  des  im  kohleAsadren  Kali  nesalb'  elektrt' 
Strien  Qnecbsilbera  in  fif^tracht  komme«  kann)  Ist  notSwendig  zum 
ersten  Auftreten  der.  Erscheutung»  die  aber,  iveon!«le  eloufal  eliiJ 
getreten.»  sich  leicht  wiederholt,  so  dass  alsdaen«  wie  gleichfalls 
sdioa  von  luir  bervorgehoben  wurde,  die  entj^Mrengesetzten  Wir> 
bddrebungen  der  Ladungskette  zwei  bis  drei  Minuten  lans  fort- 
dauern können,  wenn  das  Quecksilber  auch  nur  etwa  zehn  iSecun- 
den  lang  elelj:tfisirt  wurde.  .    i 

3.  Mit  solchem  negativ  geladenen  QuecksHber  wird  man  aber 
nicht  sogteich  die  vier  Wirbeldrehangehi  hervorbringen  kOnnen. 
Erst  weim  man  dieses  negativ  geladene  Quecksilber  eine  Zeit  lang 
zwischen  ^eiüeiner  kohlensaurer  Kalilauge  elektrisirt  hat,  wird 
dem  negativen  Platindrahte  gegeniiber  die  positive  Zone  mit  den 
ihr  entsprechenden  Wirbeln  wieder  zum  Vorsichein  kommen  (frühes 
oder  später  in  Abhängigkeit  von  der  Stärke  des  elektrischea 
Stroms;;  während  dann  aiese  Wnrbel  sich  immer  weiter  und  wei- 
ter ausdehnen«  Um  schneller  zum  Ziele  zu- gelangen,  vermindert 
man  die  zu  starke  negative  Ladung  des  Quecksilberis  durch  posi- 
tive Ladung  von  so  kurzer  (nur  auf  wenige  Secunden  beschränk- 
ter) Dauer,  dass  noch  keine  Oxydation  des  Quecksilbertf  eintritt. 
Man  wnrd  sich  dabei  leroht  überzeugen,  da$s  es  auf  eine  Art  von 
Abstimmung  atikommt,  damit  weder  die  Ausdehnung. der  positiven 
'Zone,  noch  die  der  negativen  2u  ^oss  sei,  sondefn  beide  ßich 
mehr  oder  weniger  das  Gleichgewicht  halten,  wie  z«  fi.  .vor- 
stehende Zeichnung  es  zeigt,  welche ^  wie  gesagt,  auf  die  AufUi- 
sung  des  gemeinen  kohlensauren  Kali  sich  oezieht  Denn  höchst 
inanni^lach  und  verwickelt  kann  die  Erscheinungdurch  Anwendubg 
verschiedener  Flüssigkeiten  gemacht  werden;  Umständlich  sind 
die  Gesetze,  denen  gemäss  sie  bei  verschiedenen  sauren,  oder 
alkalischen,  oder  salzigen  AufllSmingen  erfolgt,  schon  Im  Jahr  1826 
hl  jener  vorhhi  ans^efimrten  Abhänmung  von  mW  entwickelt  worden. 
Aller  davon  will  ich   eben  so  wenig  etwas«  wiederholen,    als  ich 
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von  Eiittoung  des   dmch  obige  Abblldwig  dargetteUton  tkcnd* 

Shänomens  etwas  «ageo  kann,  okoe  Hdffe  der  physikallacbea 
ieieheiiMracbey  d.  h.  der  sytoboliacben  Hieroglypheiiapniche ,  wo- 
durch ich  in  der  Mythol.  a.  d.  Standp.  d.  Naturw.  S.  281. 
eben  ao  kurz  als  klar  jenes  Grundphänomen  eriäaterte,  welches 
allerdings  ia  den  Drehungen  der  vier  sich  ausbildenden  Queck- 
silbeimagnete  besteht.  Diese  vier  Quecksilbermainiete  sind  es, 
welche  nicht  sowohl  die  darüber  ausgegossene  Flüssigkeit  «it 
sich  fortreissen»  als  vielniehr  die  (wie  nachgewiesen  a.  a.  O.)  nach 
analogem  elektromagnetischen  Gesetz  erfolgenden  gleichartigen 
Wirbeldrehongen  dieser  Flüssigkeit  erleichtem  und  beordern»  und 
zwar,  wie  man  leicht  sieht,  nothwendie  in  dem  Grade  fördern, 
dass  unmöglich  aussen  (nach  Herschels.  Welse)  hingehaltene 
Idagnete  iifcnd  eine  wahrnehmbare  Modificiitlon  in  den  Dtehun* 
gen  herbeirohren  können,  selbst  abgesehn  daron.  daas  den  vier, 
tbeils  mit  dem  Nordpol,  theils  mit  dem  Südpol  an  der  Ober- 
fläche  sich  drehenden,  und  zwar  mit  jedem  Pole  theils  rechts, 
theils  links  sich  drehenden  QuecksUbermagneten ,  wo  nicht  vier, 
doch  wenigstens  zwei  Stahlmagoete  entgegenzuhalten  wären,  um 
denkbarer  Weise,  eine  Modification  in  den  Drehungen  herbeisu* 
mhren.  Ich  sage  „denkbarer  Weise.'*;  denn  praktisch  unausführ- 
bar  bliebe  der  Vetsuch  schon  darum,  weil  die  so  nahe  gehaltenen 
entgegengesetzten  Pole  der-  Stahlmagnete  sich  im  höchsten  Grade 
«ebwächen  würden,  was  nicht  der  Fall  ist  bei  den  immer  mit 
neuer  Kraft  anfblitsenden  Polen  der  Quecksilbermagnote. 

Anmerkung,  Zufälttgerwei^e  beflndetch  mich  in  der  lape^  über  eine 
kn%aM Exemflare  äea  Jahrbuchs  d.  Chemie  u,  Physik  fär  t929**) 


**)  Danselbe  bildet  mit  dem  eben  beseichuelen  Titel  und  mit  beton- 
derm  Register  vertebeii  <$la  Cur  sieh  betlehendes  Ganze  von  drei  (acht  Kup- 
fertafeln  enllialtenden)  Binden,  welche  noch  JetEt  im  faerabgenetslen  liHden- 
preiae  sechs  Thaler  koalen.  In  der  Art  in  »ich  abgeschlnseen  eracfaienen 
damals  einige  Jahrgänge  des  Journals  für  Ch.  n«  Pli.  als  eine  Zeitschrift 
des  im  Leibnitzischcn  Sinne  gestifteten  Vereins  zur  Verbrei- 
tung TOn  liaf  isrkenn  tniss  und  höherer  Wahrlieit.  Zugleich  zeigt 
j^Boes  Journal  d.  Ch.  n.  Ph.  für  1926.  B.  2.  S.  182 — 135. ,  auf  welche  höchst 
aehrbare  Weise^  sieh  die  kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten SU  Petersburg  ffir  jenen  Verein  inleressirre,  indem  sie  beschloss,  den 
TOB  Petersburg  ans  nach  Peking  von  Zeit  x«  Zeit  abgehenden  theologischen 
Miasionon.  im  Leibnitzis«hen  Geiste  naturwissenschaftlich  gebildete  Mänuer 
aaznreihea ,  wie  solches  seU .  der  Zeit  wirklich  geschah  mit  Gewink  für 
»annigfacha  wissenschaftliche  und  andere  gut«  Zwecke.  Der  erst«  Schritt 
i#t  also  geschehen  zu  einer  wissenschaftlichen  Propaganda,  wozu 
S setzen  tou  Aeicypten  aus  alle  Europäischen  und  Amerikanischen  Akade« 
mi^n  aufrief  (s.  Litt.  Bl.  d.  Hamb.  Börsenh.  y.  13.  Mai  1810  oder 
Allg.  Anz.  d.  Deutsch.  Tom  20.  und  21.  ÜHai  1840).  Im  gleichen  Leib- 
ttitzischen  Geiste  wurde  neuerdings  eine  Medical  Missionar^  Society 
of  Rdinburgh  begründet,  während  (nach  Froriep's  Notizen,  April  1845. 
B.'d4«' 9.  1S9.)  diese  medicinische  Missionsgesellschaft  in  Edin- 
hm^  den  Z#eek  hat,  „in  l&eziehnng  auf  medicinische  Missionen 
Eenntni^  ru  verbreiten,  ähnliche  Institutionen  zn  nnterstGizen  und  die  theo- 
4og|4chen  Missionen  mit  Ärztlichen  Agenten  zu  T^rsorgen,  sowek-  die  dispo- 
i^beln  Geldmittel  es  'verstacten**'  In  meiner  Dankachrift  zur.Säcular- 
feier  der  UuIy.  Srlaagen  findet  sich  •inleitniigswelse  die,  wie  es 
sch^t,    wenig  bekannt  gewordene  Notiz,    dass  die  Berliner  VniTersltät 
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difpamirem  mi  käimen,  warin  %uentjme  eben  erwähnte  physikalische 
Zeichensprache,  eniwickeii  mts  der  Natur  der  Sache,  dargelegt 
wurde.  Und  unmittelbar  führte  diese  Spmbotsprache  dann  hin  %ur  ge- 
teivmdssigen  Auffassung  Jenes  verwickelten,  alle  Arten  elektro- 
magnetischer Drehungen  in  sich  vereinenden  Phänomens, 
wovon  so  eben  die  Rede  war.  Abgesehn  aber  von  allen  in  demselben 
Jahrgänge  1826  mitgetheilten  dieser  Zeitschrift  eigenthümUchen  physi- 
kaHschen  Abhandlungen  ^  ist  ohnehin  es  bekannt  genug,  dass  wohl  Com- 
pendien  veraliemy  nicht  aber  die  Zeitschriften,  worin  die  Originalab- 


das  Vcrmöieea  ienes  «m  Grabe  meioe«  Bruders  ftur  Beeründnng  naturwisseu- 
sckuftliclier  PflaiizscUalca  im  Leilmitzischcu  Sioiie  gealirieten  Verein«  uher- 
nnmmen  bähe,  und  die  UniversilaiAquaalur  iu  Berlin  bereit  sei,  Beitrage 
xor  YcrmeUrung  des  kleinen  Stiftung;2icapiUls  anznnehmen,  um  spüterlun  ein 
Aeisestipendinm  anreihen  211  können.  (Vergl.  Hitzig'»  Anualen  etc. 
fortj;.  Ton  Schlei ter,  B.  35.  S.  176—179,  \iro  ein  iu  letzterer  Beziehung 
sehr  beaebtnngsirerthes  Aclenstnck  mitgetheilt.)  Zu  Göttingens  Ruhm 
aber  fereleht  es,  da^s  wirklich  ein  Reisestipendinm  für  Natur for- 
•  ober  dort  begründet  und,  nach  Blumenbach's  Nhuiou  genannt,  mit  der 
Uni^ersitSl' in  Yerbindong  gebracht  wurde.  Uebrigens  stammt  die  grossar« 
ligste  diiflung  der  Art  schon  ans  der  ersten  Hälfte  des  vorisren  Jahrl^finderts, 
angereiht  der  Oxforder  Universität.  Denn  die  Radciiffe's  Travel- 
ling  FelLowships  aind  für  zwei  von  der  Universität  Oxford  auszuwäh- 
lende, mit  Nator-  und  Heilkunde  vertraale  junge  Gelehrte  bestimmt.  Jeder 
Yon  ihnen  erhält  Jährlich  300  i^fd,  Sterl, ,  und  zwar  zehn  Jalure  lang, 
unter  der  Bedingung,  wenigsten«  fünf  Jahre  in  einem  fremden  Laude  jcn- 
aeits  der  See  zu  verweilen,  wodurch  offenbar  die  Anlegung  naturwis- 
•enschaftlicher  Pf lanzsehnlen  eingeleitet  ist.  Auch  an  der  Univer. 
aität  Cambridge  sind  seit  dem  Jahr  1767  zwei  Reisestipendien  bekundet, 
jedes  zu  100  Pfd.StcrL  jährlich,  welche  drei  Jahre  lang  bewilligt  werden 
unter  der  ausdrücklichen  Verpflichtung,  mit  der  Universität  durch 
Reiseberichte  in  Verbindung  zu  bleiben.  —  Ohnehin  binden  meh- 
rere englische  FcUowships  fdie  üborJianpt  vergleichbar  den  in  Leipzig  so* 
genannten  Gollegiatureu)  nicht  geradezu  an  den  Aufenthalt  auf  der  Uni- 
versität, und  können  sonach  als  Reisestipeudien  benutzt  werden.  Offenbar 
also  würde  es  gut  sein,  auch  den  deutschen  Universitäten  (mich  manchen  be- 
trübenden Ereignissen)  wieder  einen  neuen  ;»eistigen  Aufschwung  zu  geben 
durch  Anreihung  von  Reisestipendien  mannigfacher  Art.  Solches 
wäre  aufgemessen  unserer  Zeit,  zu  deren  grösslem  Ruhm  es  gehört,  die  Ver. 
bindung  der  Menschen  durch  Dampfschiffe  und  Eisenhahnen  mehr  gefördert 
vx  haben,  als  die  Vorzeit  solches  nur  zu  ahnen  vermocht.  —  Da  über  diese 
und  verwandle  Gegenetändc  mancJ|ierlei  x(ir  Sprache  gebracht  im  Jahr  buche 
d«  Ch.  u.  Ph.  für  1826  y  namentlich  auch  in  einem  auf  oben(>cuannten  Ver- 
ein sich  beziehenden  Anhange,  zu  demselben :  so  kann  die  Vertheilung  von 
100— '150  Exemplaren  dieses  Jahrbuchs  an  öffentliche  Bibliotheken  vielleicht 
anf  mehr  als  ^iae  "VVeisc  dazu  beitragen,  mich  mit  gleichgesinnten  Männern 
in  Verbindung  zu  bringen ,  welche  sich  für  Wahrheilen  intcressiren ,  die  ich 
umso  weniger  b los  stillschweigend  mochte  beseitigen  lassen, 
je  beachtungswerther  sie  mir  scheinen  gerade  in  der  gegenwärtigen  Zeit. 
Wenigstens  dazu ,  dass  sie  endlich  aur  Sprache  kommen  und  zur  Prüfung 
gelangen  mögen,  wünsche  ich  am  Schlüsse  meines  Leheu%  noch  etwas  beige> 
tragen  zu  haben  (vergl.  die  ältere  Abbandlmig,  woran  die  gegenwärtige  sich 
anethliessl,  im  Jon rn.  für  prakt,  Chemie  B.  34.  S.  414.  Note  3.).  ^ 
Für  dieselbe  Sache,  wovon  hier  die  Rede  ist,  bieten  noch  ganz  andere, 
buchet  beachtungswertha  .Gosichlapnnkto  «ich  dar  hei  näherer  Betrachtung 
der  in  der  Recenjsioii  von  Schubert's  Spiegel  der  Natnr  in  der  All- 
gem.  Litt.  Zei.t.  18l(^  Mai.  No.  99.  nttd  100.  zusammcjiges teilten  That- 
sacken.  * 
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handtungen  sich  befinden  ^  Wiranf  Jene  sieh  ifetiek»^  .iMer  diesen 
Umständen  scheint  es  mir  ttceehmässia ^  dem  gemäss,  was  im  dritten 
Abschnitte  vortiegetider  AöIuiHdtung  nur  Sprache  ham,  jene  eben  erwähn- 
ten Exemplare  des  Jahrb.  d,  Ch.  u.  Ph,  als  ein  Geschenk  %u  vertheilen 
an  Bibliotheken  für  Gymnasien,  oder  Realschuten,  oder  naturwissen- 
schaftliche Vereine,  wie  sie  vorhin  mit  Beziehung  auf  das  nachah' 
mungswerthe  Beispiel  der  Institutlom  Englands  erwähnt  wurden^  und 
%u  deren  %ahlreicher  Entstehung  auch  bei  uns  es  mir  sehr  Heb  sein 
wurde  9  etwas  beitragen  %u  können.  Zum  Zwecke  der  (mgeboienen  F^- 
theilung  von  iOO^iSÖ  Exemplaren  jenes  Jahrbuchs  ist  es  blos  nötMg, 
dass  die  Vorsteher  solcher  Ätislaltefi,  welche  Irgendwo  in  unserm  deut- 
schen Vater  lande  geneigt  sind,  von  diesem  Anerbieten  Gebrauch  %u 
machen,  mir  den  Weg  der  Zusendung  in  portofreien  Briefen  bezeichnen. 
Zugleich  aber  ist  von  der  tnit  der  Anst/dt  in  Verbindung  stehefiden 
Buchhandlung  eine  unserer  Buchhandlungen  hier  in  Halte  durch  einige 
beiliegende  Zeiten  %u  beauftragen,  dass  sie  die  Verpackung  utid  Ueber- 
sendung  besorgen  möge.  —  Ein  erfreuliches  Zeichen  der  Zeit  ist  der 
^tUnter  Leitung  Seiner  königlichen  Hoheit  des  Kronprin- 
zen Maximilian  ton  Baiern  stehende  Verein  %nr  Verbrei- 
tung  nützlicher  Kenntnisse  durch  gemeinfassliehe  Schrif- 
ten'', wodurch  so  eben  eine  neue  Ausgabe  wn  Runge' s  Grundriss 
der  Chemie  (wie  der  Titel  des  Buches  solches  ausspricht)  veranlasst 
wurde,  Uoffentllch  werden  im  Bunde  mit  diesem  wohtthäügen  Vereine 
aoifemessene  Regenerationen  der  allen  Stadtbibliotheken  und  andere 
auf  Technologie  und  Naturwissenschaft  sich  beziehende  stddäsche 
Sammtungen  wirken,  wie  sie  ohneMn  zum  Gedeihen  der  sogenannten 
polt/technischen  Gesellschaften  tmentbehrlich  sind.  Ein  neuer  Aufruf 
liegt  zugleich  darin,  wenigstens  die  an  Gymnasien  und  Realschulen 
sclion  vorhandenen  Sammlungen  zu  benutzen  im  Geiste  jener  oben  er- 
wähnten niclu  blos  das  Bedürfaiss  der  Jugend^  sondern  vorzugsweise 
der  Erwachsenen  ins  Auge  fassenden  Institutions  Eogiands.  und  in 
dieser  Beziehung  kann  in  unserm  Vaterlande  als  Vorbild  dienen  der 
von  den  Aerzten  in  Frankturt  am  Main  begründete  physikaUsche  Ver- 
ein, von  welchem  vorhin  (Anmerkung  zu  IJL  3.)  die  Rede  war. 
Da  ich  stets  zur  Förderung  solcher  Zwecke  in  meinem  engem  Kreise 
zu  wirken  bemüht  war:  so  würde  es  mir  erfreulich  sein,  im  Geiste 
des  obigen  Vereins  zur  Beförderung  derselben  Zwecke  auf  dem  soeben 
bezeichneten  Wege  mitwirken  zu  könneti. 


Anhang. 

Die  vorliegeiid«  Abhandlung  wat^  wie  schon  in  der  Ehilettnng 
gesagt^  ursprünglich  als  Nachtrag  geschrieben  zu  der  „über  Pla- 
tina,  Altes  luid  Neues'%  weIcKe  im  Journ.  für  prakt.  Chetn. 
B.  34.  S.  385—420.  erschienen.  Unter  dem  Titel  ,, nachträg- 
liche Bemerkungen  über  Platina^  Elektron  und  ver- 
wandte Gegenstände^'  sollte  sie  in  demselben  Journal  publi- 
cirt,  oder  wenigstens  als  Anhang  zu  demselben  ausgegeben  wer- 
den« als  eine  Beilage  und  zwar^  wenn  es  nothig  schiene  (weil 
allerdings  darin  nicht  populäre ,  vielmehr  heterodoxe,  seit  zwanzig 
Jahreti  von  jeder  unbefaneenen  PrüAiog  ausgeschlossene  Wahr- 
heiten aufs  neue  zur  Sprache  kommen  sollten)  als  eine  auf  Kosten 
des  Verfassers  au  druckende  Beila&^e.  Da  solches  nicht  zu  er- 
reichen, gewesen :  so  erhielt  im  GeWe  des  vorliegenden,  mit  be- 
sonderer Rücksicht  aiff  die  Bedürfnisse    der  Lehrer   an  höheren 
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Uiiterri«Ais«iH talten  herausgegebenen  ArchtTs  far'Mathema- 
tik'Und  Physik  die  Abhandlung  nicht  blos  eine  ihren  Inhalt 
BchSrfer  bezeichnende  Debersehrift»  sondern  es  >rurde  auch  der 
dritte  Abschnitt  durch  einige  Zusätze  enveitert.  Denn  nun  ge- 
ziemte es  sich,  noch  andere  praktische  Gegenstände  zur  Spradie 
zu  bringen  als  blos  praktisch  chemische,  worauf  der  vierte  die 
wunderroUen  galvanischen  Figuren  Erman's  ^durch  Nach« 
weisong  ihrer  gleichbleibenden  gesetzlichen  Darstellung)  wieder 
in  ihre  Kechte  einsetzende,  und  noch  mehr  der  fünfte  Abschnitt  x 
dieser  Abhandlung  sich  bezog,  worin  einzig  und  allein  praktisch 
chemische  Gegenstände  zur  Sprache  kamen  unter  der  Ueberschrift: 
„über  die  praktische  Bedeutung  der  hydroelektrischen 
Ladung/'  80  eng  sich  derselbe  den  vorhin  zur  Sprache  gebrach- 
ten sdi5nen  Ladungsphänomenen  anschliesst:  so  geht  er  doch  zu 
sehr  auf  Einzelnheiten  bei  Construetion  elektrischer  Batterien  ein, 
als  dass  er  zu  der  enger  beg-ienzenden  Ueberschrift, 
weiche  nun  die  vorliegende  Abhandlang  erhalten  hatte,-'tio€h  pas- 
sen  konnte«  Daher  spare  ich,  was  zur  frflheren  PuMication  be- 
sthmmt  war,  fllr  eine  spätere  auf,  und  reihe  unter  dem  Titel  eines 
Anhangs  nur  Zeltgemässes  an,  dessen  Pnblication  nicht  all- 
zulange zu  verschieben  ist.  , 

I. 

1.  Nachdem  nämlich  die  vorliegende  Abhandlung  schon  ihre 
neue  Bestimmung  erhalten  hatte:  so  hat  sich  die  praktisch 
chemische  Bedeutung  dessen,  was  ich  über  hydroelek- 
trische Ladung  im  Journ.  f.  prakt.  Chem.  zu  punliciren  an- 
gefangen, und  darin  auch  weiter  fortzusetzen  beabsichtigt  hatte, 
erst  recht  herafisgestellt.  Durch  eineu  ei^enthfimlichen  Zufall 
waren  nämlich  selbst  Versuche  in  Vergessenheit  gekommen,  welche 
Volta  gemeinschaftlich  mit  Brugnatel  11  über  sogenannte  therm- 
oxydirte  Kohle  angestellt,  und  Bruguatelli  in  einer  an  Geh- 
len (s.  dessen  Journ.  d.  Chem.  u.  Phys.  1806.  B.  2.  S.  553—563.) 
gesandten  kleinen  Abhandlung  mitgetheilt  hatte.  Diese  therm- 
oxydtrte  Kohle  war  den  Versuchen  Volta's  gemäss  das  erste 
liech  6ber  den  ^  edlen  Metallen  stehende  Glied  am  negativen  Pol 
seiner  Säule;  ihr  schloss  zunächst  thermoxydirtes^Gold  sich 
an.  Viel  tiefer  steht,  durch  mehrere  fehlende  Glieder  getrennt, 
krystalllsirtes  schwarzes  Manganoxyd,  dem  sich  alsdann 
Graphit,  gemeine  Kohle,  Gold,  Silber,  Platin,  Kupfer 
der  Reihe  nach  anschliessen.  Den  Ausdruck  „thermoxydjrt" 
wäfilte  Brugnatelli  gemäss  einer  theoretischen  Ansicht  von  der 
Verbindung  des  Wärmestoifes  mit  Oxygen  in  der  rauchenden  Sal- 
petersäure, und  beachtungswerth  ist  besonders  folgende  von  ihm 
gemachte  Beobachtung:  „Setzt  man  mit  Salpetersäure  befeuchtete 
Kohle  dem  Sonnenlicht  aus,  so  entwickelt  sie  oxydirtes  Stickgas 
und  bleibt  zuletzt  völlig  geschmacklos  zurück,  wobei  sie  sich  vof- 
treflflich  thermoxydirt. ''  —  Diesen  Versuch  Brugnatelli 's  wie- 
derholte icV  sogleich  im  Jahr  1806;  und  noch  jetzt  besitze  ich 
aus  jener  Zeit  solche  sogenannte  thermoxydirte  (d.  h.  elektrisch 
geladene)  Kohle,  die  als  negativer  Leiter  mit  Zink  corabinirt  sehr 
kräftig  wirkt.  Mein  Freund  Seebeck,  dem  ich  im  Jahr  1807 
solche  Kohle  mitgetheilt  hatte,   hob  sie  wegen  Ihrer  vortrefflichen 

9* 
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Wirksamkeit  bis  zum  iaht  1822  auf,  wo  er  sie  in  ttennönm^ii«- 
tischer  Beziehung  prüfte;  und  sie  zeigte  sieh,  wie  er  in  semer 
Abhandlung  über  Thermomagnetismus  herFOThebt«^  unter  aiien  von 
ihm  geprüften  Kohienarten  einzig  und  allein  wirksam»  nament- 
lich mit  Kupfer,  Silber,  Zink.  Ich  führe  diess  an,  damit  man 
sehe,  wie  ausdauernd  die  elektrische  Ladung  bei  dieser  Kohle 
ist.  Denn  dass  die  sogenannte  thermoxydirte  Kohle  als  eine  elek- 
trisch geladene  Kohle  zu  betrachten  sei,  geht  daraus  hervor, 
dass  sie  auch  durch  positive  Elektrisirung  an  der  Voltaischen 
Säule  gewonnen  wird.  Schon  Volta  und  Brügnateiii  machten 
auf  ihre  ausdauernde  Wirksamkeit  aufmerksam,  w&hrend  die  fay- 
drogenirte  (am  negativen  Pole  der  Säule  erhaltene)  Kohle  nur  von 
sehr  kurzer  Uauer  ist.  Daran  schlössen  sich  nun  in  jenem  letzten, 
auf  die  „praktische  Bedeutung  der  hydroelektriscnen  Ladung*' 
sich  beziehenden  Abschnitte  meiner  Abhandlung  mannigfache  Be- 
trachtungen an,  namentlich  mit  Beziehung  auf  Bunsen's  Koh- 
lenbatterie und  tirove's  Piatinakette.  Man  kann  .infini- 
iich,  wie  ich  zeigte,  das  Experimentiren  mit  Bunsen's  Kohlen- 
batterie  viel  bequemer  machen ,  besonders  wo  es  auf  den  Gebrauch 
einer  grossem  Änzalil  von  Urliedern  ankommt,  wenn  man  die  Kohle 
zuvor  nach  Brugnatelli's  Weise  thernioxydirt.  Auch  auf  die 
gewöhnliche  Voltaische  Säule  kann  man  diese  Art  der  Ladung 
anwenden.  So  genügen  z.  B.,  um  die  in  Abschnitt  IV.  vorliegen- 
der Abhandlung  mitgetheilten  elektromagnetischen  Drehungen  des 
Quecksilbers  (in  Ermangelung  von  Stobrer's  ma^netoelekh-ischem 
Apparat)  sehr  schön  zu  sehn,  allein  zehn  Glieder  einer  Säule 
aus  runden  zusammengelütheten  Zink-  und  Kupfer  Platten  von  etwa 
5—6  Zoll  im  Durchmesser  mit  zwischengelegten  in  massig  schwe- 
felsaurem Wasser  getränkten  Pappen,  wenn  man  die  Zink  flachen 
Tags  zuvor  mit  Aetzkalilauge  benetzt  hat,  welche  darauf  eintrock- 
nen mag,  unmittelbar  aber  vor  dem  Auflmu  der  Säule  mit  einer 
in  starkes  Scheidewasser  getauchten  Feder  über  die  Kupferflächen 
hinstreicht,  welche  dadurcn  zugleich  metallisch  glänzena  und  elek- 
trisch geladen  werden.  Gewiss  wurde  rauchende  Salpetersäure 
mit  Schwefelsaure  gemischt  (deren  eigenthümlkhes  Verhalten  zu 
Kupfer  am  positiven  Pole  der  Säule  schon  die  Aufmerksamkeit 
erregt  hat  ^^))  noch  kräftiger  wirken,  um  Kupfer  durch  elektrisch« 
Ladung  zu  aem  Rang  eines  viel  edleren  Metalls  zu  erheben,  wäh- 
rend 2^nk  durch  Befeuchtune  mit  Aetzkalilauge  zvm  Rang  eines 
noch  unedleren  Metalls  in  der  galvanischen  Kette  herabgebracbt 
wird. 

2.  Die  Erinnerung  aber  an  die  neuen  elektrochemischen  Eigen- 
schaften, welche  Brugnatelli  der  Kohle  durch  Salpetersäure 
mitgetheilt,  mussten  ganz  besonderes  Interesse  gewinnen,  nach- 
dem die  neuen  Eigenschaften  bekannt  wurden,  wjelche  die  Baum- 
woNe  durch  rauchende  Salpetersäure  (oder  noch  besser  durch  mit 
concentrirter  Schwefelsäure  gemischte  rauchende  Salpetersäure) 
erhält  •  ünJd  s^  wie  die  thernraxydirte  Kohle  sich  dem  Ansehn 
nach  nicht  von  gewöhnlicher  Kohte  unterscheidet :   so  ist  auch  die 


")  Vgl.  Grovc'»  Beobachtung  ijn  PKiU  Ma^^.  Stu  Ul,  VoU  XV. 
p.  292.  übers,  in  Poggciidor ff  s  A analen  4.  Phvs.  n.  Chem.  B.  49. 
S,  600. 
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themnoxydirte  Baumwolle  (oder  Scbiessbauniwolle)  dem  Aiisehn 
nach  TOD  gewöhnlicher  Baumwolle  nicht  zu  unterscheiden.  Wäh- 
rend nun  diese  Schiessbaumwolle  vollständig  abbrennt  in  der 
Flinte,  besteht  der  Hauptfehler  unser«  Schiesspulvers  darin,  dass 
es  nicht  vollständig  abbrennt,  sondern  bei  dem  Schiessen  zum 
Theil  unverbrannt  herausgeworfen  wird.  Dieser  Fehler  Hesse  sich 
also  vielleicht  durch  Anwendung  der  thermoxydirten  statt  der  ge- 
meinen Kohle  bei  der  Bereitung  des  Schiesspulvers  beseitigen. 
Die  lange  Ausdauer  jener  ^  thermoxydirten  oder  eleJctrisch  gelade- 
nen Kohle  (wie  Stücke  zeigen,  die  ich  vierzig  Jahre  lang  auf- 
hob) käme  dabei  besonders  in  Betrachtung,  so  wie  der  Umstand, 
dass  diese  thermoxydirte  Kohle  keineswegs  Feuchtigkeit  anzuziehen 
scheint,  wie  die  Schiessbaumwolle.  Vorzitglich  beachtnngswerth 
aber  muss  uns  nun  das  sogenannte  Ueberbrennen  der  Kohle  bei 
Bereitung  des  Schiesspulvers  vorkommen.  Denn  gewiss  wird  nie- 
mand glauben,  dass  die  Kohle,  um  gutes  Schiesspulver  zu  gehen, 
noch  zum  Theil  hydrogehirt  •*)  sein  mfissc,  wenn  er  er^viigt, 
dass  diese  hydrogenirte  Kohle  von  so  kurzer  Dauer  ist.  Vielmehr 
scheint  die  merkwürdige  Thatsache,  dass  in  Cvlindcrn  gebrannte 
Kohle,  wenn  sie  gut  ausgebrannt  ist,  sehr  schlechtes  Schiesspul- 
ver giebt,  während  fast  viermal  do  starkes  erhalten  wird,  wenn 
man  die  li^hitzung  unterbricht,  sobald  die  Flamme  an  den  Cylin- 
dem  anfängt,  sich  rein  blau  zu  zeigen;  diese  Thatsache  scheint 
dafOr  zu  sprechen,  dass  selbst  das  Kohlenoxydgas  im  gleichen 
Sinne  wie  Salpetersäure  (nur  schwächer)  eine  Thermoxydinin^  der 
Kohle  (oder  elektrische  Ladung  im  Sinne  Ritt  er 's)  bewirke. 
Und  so  erhalten  wir  bei  Combination  der  thermoxydirten  Kohle 
Brugnatelli's  mit  der  thermoxydirten  Baumwolle ',^),  wenn  diese 
letztere  auch  nicht  sogleich  das  Schiesspulver  zu  verdrängen  ver- 
mag, doch  von  ihr  Anleitung  zur  Vervollkommnung  dessemen. 


**)  Diejte  Ansicht  spriciit  seihst  dor  gründliche  Kenner  des  Scliiesspnl- 
▼crs,  Moritz  Meyer,  ans  iu  Erdmann's  Joarn.  f.  techn.  u.  Ökonom. 
Chem.  1831.  B.  2.  S.  526.,  wo  er  also  sich  ansdrückt:  „Befreit  man  <Ue 
Kohle  ganz  Ton  Wasacrstof f ,  so  i^t  sie  hekanntlich  nicht  mehr  hrenn« 
iMr.  Bei  nicht  hinreichender  Aufmerksamkeit  kann  man  es  hei  Cylinderyer- 
kohlung  leicht  znm  Ue  her  brennen  bringen.  N«ich  einigen  in  Ostindien 
angestellten  Versuchen  gitb  Schiesspolver  mit  in  Gylindsrn  vollkommen  aus- 
geglühter Kohle  einer  Wurfweite  von.  52  Schritt  und  d^iselb«  PnlTcr  mit 
put  geltrannter  Kohle  200  Schritt.  Wenn  man  aber  aus  den  Gylindern  die 
Kohle  herausnimmt,  sobald  die  Gasflamme  anfängt,  sicli  rein  blau  zu  zei-i 
Xen  (Kohlenoxydgas),  so  steht  ein  Ueberbrennen  nicht  zu  fürchten.*^ 

*^)  YgL  auch  was  über  die  merkwürdige  Entdeckung  Schönbein*» 
nnd  Bötiger*»  zur  Sprache  k^in  in  der  Hallischen  naturforschenden  Gesell- 
schaft am  T.  Nov.  1846,  nnd  mitcelbeilt  ist  im  Intelligenzblatt  zur 
Allg.  liitt.  Zeit.  Decbr.  1846.  N.  69.  S.  564.565.  Ich  hebe  dar»tts  noclk 
folgende  Stelle  ans:  „Dazu,  d^ss  die  von  Brngnatelli  und  Yolta  über 
ikermoxydirte  Kohle  imJoum«  d«  Chem.  u.  Phya.  milgetheilte  Beobach^ 
i9n%  in  Vergeeseuheit  kommen  konnte,  trug  weaentlich  bei,  daas  vom  Jahr 
1866—1810  kein  Register  dieses  Journals. vorlianden  ist;  ebenso  fehlt  es  den 
letzten  15  Bänden  von  182&— 1833.  Möchte  sich  ein  junger  Mann  entachlies- 
aen,  ein  Register  über  das  ganze  Journ«!  von  1806  —  1833  su  bearbeiten. 
Mos  mit  Beziehung  auf  die  Columnentitel ,  wodurch  os  eben  so  kivrz  als 
brauchbar  'werden  würde,  da  diese  Columnentitel  wechseln  mit  dem  wecli- 
elnden  Inhalte  der  Abhandlnug.  ^* 
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1«  Noch  «in  anderer  praktisch  chemischer  Gegenstand 
kam  im  letzten  Abschnitte  dieser  ursprünglich  zur  Puhliqation  im 
Journal  fär  praktische  Chemie  bestimmten  Abhandlung  zur 
Sjprachc,  woriiber  Mittheilungen  noch  länger  hinauszuschieben 
nicht  zweckmässig  näre.  Es  handelt  sich  auch  hier  von  in  Zei- 
tungen besprochenen»  gleichfalls  im  Grossen  und  gleichfalls  zum 
Kriegsgebr^uch  anwendbaren  Dingen.  Als  ich  nämlich  den  letzten 
Abschnitt  jener  ^  Abhandlung  niederzuschreiben  ini .  Bepiffe  ge- 
wesen, da  war  in  den  Zeitungen  (im  März  vorigen  Jahren)  die 
Rede  „von  einem  der  Staatsbehörde  für  die  Summe  von  30000 Tha- 
Icrn  angebotenen  Geheimnlss  eines  galvanoplastischen  Kanonen- 
gusses,  wodurch  die  Kanone  ohne  weiteres  fertig  s^eliefert  und 
ihre  Ausdauer  bedeutend  gesteigert  werden  soll."  Huchst  acht- 
bare Namen  von  Männern  waren  genannt,  welche,  zur  Prüfung 
der  Sache  aufgefordert,  sich  beifällig  darüber  erklärt«  Diess 
musste  mich  pothwendig  zu  folgender  Note  veranlassten,  deren  bal- 
dige  Publication  in  dem  bezeichneten  wissenschaftlichen  Zusam- 
menhange mir  schon  damals  willkommen  gewesen  wäre.  Schon  in 
der  Einleitung  zur  vorliegenden  Abhandlung  war  nämlich  davon 
die  Rede,  dass  bei  der  Bildung  des  festen  Cämentkupfers  durch 
jene  constante  Kette,  von  welcher  die  Galvanoplastik  abhängig, 
unter  gewissen  (im  Journal  für  praktische  Chemie  B.  «34. 
S.  402 — 408  näher  bezeichneten)  Bedingungen  merkwürdige  Zuckun- 
gen der  Magnetnadel  im  MultipUcator  entstehn,  welche  als  abhän- 
gig zu  betrachten  sind  von  krystall-elektrischen  Beziehungen,  und 
an  die  in  andern  Fällen  bei  £jystallisationen  (den  schonen  Ver- 
suchen Rose's  gemäss)  entstehenden  Lichtblitze  uns  erinnern. 
Diesen  blitzartig  eintretenden  sehr  lebhaften  krampfartigen  Zuckun- 
gen bat  ich  wenigstens. da  einige  Aufmerksamkeit  zu  schenken  ^*)j 


**')  Man  kann  dea  liberraschendcii  Vertudi  leicht  xa  einem  Coliegien- 
▼ermiche  machen.  Denn  ob  man  gteich  nidit  den  Zeitpunkt  zu  bestimmen 
▼ermag,  wo  die  V6n  Bildnns  festen  Cemenrkapfers  abhängiisen  Zuckungen 
eintreten :  so  wirkt  doch  der  höchst  einfache  (im  Journ«  f.  prakt«  Ch«  B.  34. 
S.  401.  ftbf^ehildcfe)  Apparat,  einmal  aufgestellt,  sehr  lange  Zeit  fort.  Man 
darf  also  die  am  besten  aus  mehreren  Gliedern  (welche  man  beliebig  in  die 
Combination  aufnehmen  oder  ^arli-ell  schliessen  kann)  bestehende  Wach'ische 
Kette,  Tcrbnnden  mit  einer  secnndären  Piatinakcite  und  einem  empfindlichen 
MultipUcator,  auf  einem  feststehenden,  an  der  Wand  befestigten  Reposito- 
rinm  nur  ruhig  und  ungestört  stehen  lassen.  Das  Ungestörte  besieht  sich 
aber  keinesweges  darauf,  dass  nicht  ron  Zeit  zn  Zeit  dntch  AnshjBboag  eines 
Leitungsdrahtes  ans  einer  Ton  deii  Quecksilberschalen  (wozu  Aashuhlnngen 
in  grösser^  Korken  dienen  können,  welche  zugleich  die  Leitungsdrähte  fest- 
halten) die  Kette  geöffnet  werde,  was  vorlheilhaft  zn  sein  scheint»  Es  wer- 
den iiich  dann  Znckungsperioden  anch  in  der  Zeil  einstellen,  wo  £e  Stndi- 
renden  ins  Collcgium' kommen,  so  dass  nebenbei  die»e  merkwürdigen,  Ton 
KrystallclektricilÜt  abhüngigen  Zuckungen  (vor  oder  nach  der  Vorlesung) 
.den  Einzelnen  mit  allen  den  verschiedenen  Blodificationi'n  der  Erscheinung 
gezeigt  werden  können.  Zu  diesen  Modificaiionen  gehört  die  schon  von  mir 
hervorgehobene  Empfindliclikeit  gegen  die  leiseste,  auf  den  mit  GXmentkvp- 
fer    umwachsenen    Zinkdraht    wirkende    Erschütterung,    wozu    (wenn    eine 
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wo  sie  nebenbei  sieh  ebne  Mflhe  eibleitesiasseo,  namentlich  bei 
galvaooplastischeD  Vereucben,  da  hier  vielleicht  noch  aue  andern 
Griinden  die  Einschiebung  einer  secundären  Kette  in  gewissen 
näher  -zu  stndirenden  FiUlen  xweckmäsdig  eeio  Jconnte.  Und  in 
dieeem  Zusammenhange  war  folgende  Ntot6  meinem  Manuscripte 
beigefügt: 

»y  Wenn  die  Galvanoplastik  sich  nicht  auf  die  bei  Dat^tellung 
fester  Metallvegetationen  auf  nassem  Wege  zu  erhaltenden  Kry- 
stalle,  sondern  auf  Nachbildung  bezieht^  wie  die  Natur  schon  bei 
Afterkrystalleo  sie  zeigtt  do  ist  filr  die  Schärfe  der  Nachbil- 
dung offenbar  der  sogenann|;e  amorphe  Zustand  gilnstlger  als  ^er 
krystallinlsche.  Das  Studium  der  Bedingungen ,  welche  die  Kry- 
stallisation  mehr  oder  weniger  be^nsti^en,  wird  also  nun  auch 
technisch  interessant  in  galvanophtstiscner  Beziehung.  Als  im 
hiesigen  chemischen  Laboratorium  (wie  das  Jahrb.  a.  Chem.  u. 
Phy«.  1830.  B.  1.  d.  g.  R.  B.  58.  S.  43  ff.  zeigt)  zuerst  kunsts^e- 
mSss  nach  Willkör,  in  Abhängigkeit  von  einem  zuvor  in  solcher  - 
Welse  noch  nicht  eingeleiteten  constanten  iralvanischen  Strome, 
dessen  Stärke  man  in  seiner  Gewalt  haben  konnte,  Kupfervegeta- 
tionen in  metallischem  Zusammenhange  dars^estellt  wurden,  trug 
man  diese  filr  die  krystallelektriscbe  Theorie  so  wichtige 
neue  Thatsache  auf  andere  Metalle,  namentlich  Silber,  Zinn, 
Antimon,  Wismuth  über,  freute  sich  der  gi^wonnenen  schonen 
Kupfer-  und  Silber -Kry stalle,  sowie  anderer,  den  krvstalltnischen 
sich  anschliessender,  dendritischer  Gebilde,  wie  die  Natur  sie  lite- 
fert,  .die  Kunst  aber  bisher  noch  nicht  in  fester  Gestalt  darzustel- 
len vermocht.  Die  Bedingungen  ihrer  Entstehung  zu  studiren 
schien  die  Hauptaufgabe,  worauf  es  ankomme.  In  gleichem  Geiste 
wiederholte  ein  rühmlich  bekannter  Chemiker,    GHbel  in  Dorjint, 


r 
ZnclumgtpeTiode  Keraiuiaht)  selbst  ein  Haaeh  dlouen  kann  auf  dem  ttikinfn 
übersUberten  Kapferdraht,  welcher  cur  Verniitteliuig  der  Leitaog  an  dem 
/inke  befestigt  ist«  —  Diese  Erscbütterung  wirkt  analog  dem  leisen  lUii- 
rubren  an  Krystalle in  der  l^eriode  ihrer  lenchtenden  Bilduni;,  z.  B.  bei  Rose'» 
Aufiosung  des  glasartigen  Arseniks  in  dalzsÜore.  Jener  Apparat,  wo  elek- 
trische die  Nadel  in  krampftiafte  B^wegnn^  setzende  momentane  Impulse  an 
die  Stelle  jener  Lichtblitze  (bei  Nichtleitern)  treten,  wird  aber  am  besten 
mit  zwei  Mnltiplicatoren  in  YerblBduiig  gesetzt,  von  denen  der  eine  (mit 
Beziehmiig  auf  heftige  Kiampfpertoden)  der  Doppelnadel  tknt  bis  90^  Atti»-' 
schlag  gestattet,  wShraÄd  bei  dem  andern  4ie  Doppelnadel  im  Kreis  wtkhai) 
sich  hewegen  kann.  Letziere  wird , .  obwohl  ganz  gleiche  St&rke  der  beiden 
Nadeln  schwer  zu  erreichen,  doch  ganz*  leioht  mit  Hülfe  der  Torsion  <|e^. 
Coconfiden,  woran  die  DoppelnadeL  hängt,  so  gerichtet,  dass  sie  von  Oai. 
nach  West  steht,  in  welcher  Lage  also  auch  die  Multiplicatorwindnug  sicli 
befindet.  Tritt  nnn  eine  etwas  lebhafte  Zucknngsperiode  ein:  so  wird  die 
im  Kreis  nmhergedrehte  Doppelnadcl  am  liebsten  eine  Stellung  von  Nord 
nach  S«id  annehmen,  und  dadurch  der  Wirkungssphäre  der  Multiplicator- 
windnug entzogen  werden.  ](n  der  Art  erhält  man  eine  sichere  Controlle 
eingetretener  Zucknngsperioden,  ohne  dass  mau  uöthig  hat  (was  langweilig 
sein  wnrde)  den  Apparat  zu  beobachten,  besonders  wo  es  gilt,  vorläufig 
die  Wirksamkeit  verschiedener,  in  fester  kryaialUnischcr  Form  redncirter 
Metalle  zu  prüfen.  So  z.  B.  zeigte  sicli  Zinn  unter  gewissen  Umstäud<^i| 
eben  so  wirksam  als  Kupfer  zur  Hervorrufnng  jcuer  merkwürdigen  zuckeii- 
den  Bewegung  der  Doppeluadel.     (Vergl.  auch  Note  43.  u.  44.) 
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diebe  Versuche'').  Aber  seih  College  Jacbbi  machte  zuerst 
technischen  Gebrauch  von  der  Sachen  Und  gefrenwärfig  ist  sogiar 
voD^  Kanonen  aus  festem  Cämentkupfer  in  Zeitungen  die  Rede. 
Es  ist  för  mich  interessant,  die  noch  jetzt  im  hiesigen  physikali* 
sehen  Cabioet  aufbewahrten  ersten ,  nach  Willicfir  in  mannigbchen 
Modificationen  dargestellten  Proben  fester  Kupfer-,  Antimon-» 
Wismuth-,  Silber- Vegetatiooen  an  jene  auf  demselben  Wege  nun 
dargestellten  Kanonen  in  Gedanken,  anzureihen!  Wenn  aber  die 
technische  Anwendung  der  Sache  mit  Recht  Ansuruch  macht  auf 
Belohnung  (wie  sie  auch  Jacobi  auf  eine  hocnst  achtbare  und 
wissenschafUiche  Bestrebungen  eiipoiuhternde  Weise  erbalten  hat)t 
verdient  nicht  gleichfalls  der  unsern  Dank,  dessen  wissenschaii- 
iiche  Forschung  die  Möglichkeit  einer  solchen  technischen  Anwen- 
dung herbeigeführt?  Meinen  damaligen  Gehülfen  bei  dem  physi- 
kalischen Cabinet  und  chemischen  Laboratorium  mein^  ich,  den 
nun  in  Bielefeld  als  Director  der.  dortigen  Gewerbscbule  ange- 
stellten  Herrn  Doctor  Wach,  dessen,  als  er  hier  studirte,  am 
3.  Aug.  1829  von  der  Hallischen  philosophischen  Facultät  gekrönte 
akademische  Preisschrift  jene  voroin  erwähnte  Abhandlung  über 
Darstellung  fester  Metallvegetationen  auf  nassem 
Wece  (oder,  wie  er  bei  Kupfer  sich  ausdrückte,  „über 
Bildung  figurirten  Cämentkupfers")  enthalt;  eine  Ab- 
handlung, welche  mit  so  grosser  Uinsicht  und  GWindlichkeit  ge-. 
schrieben  ist,  dass  der  ehrwürdige  Pfaff  in  Kiel  sehen  vor  meh- 
reren Jahren,  nachdem  er  öffentUehe  Vorlesungen  über  Galvano« 
plastik  gehalten ,  es  geradezu  gegen  mich  aussprach ,  dass  er  von 
w  i  s  s  e  n  s  ch  af 1 1  i  ch  e r  Seite  nichts  gefunden  habe ,  was  fieser 
Abhandlung  beizufügen  gewesen  wäre.  Darum  wird  im  XL  Bande 
(oder  Registerbaude)  deVphysikalischen  Wörterbuchs ,  welcher  von 
M  u  n  c  k  e  mit  gewohnter  Sachkunde  abgefasst  einen  Reichthum  von 
Nachträgen  zu  diesem  Werk  enthält,  und  worin  auch  umständlich 
von  Darstellung  fester  Metallgebilde  auf  galvanischem  Wege  (d.  h. 
der  Galvanoplastik)  die  Rede  ist,  S.  218.  geradezu  ausgesprochen : 
„der  erste  Erfinder  der  Galvanoplastik,  ebenso  wie  der 
Säule  von  cönstanter  Wirkung,  ist  Wach.'^  Undliestman 
die  darauffolgende  gründliche  Abhandlung  über  Galvanoplastik,  so 
muss  man  eingestehn ,  dass  von  wissenschaftlicher  Seite  dem,  was 
mit  so  mann^faltiger  Absonderung  der  Versuche  von  Wach  darge- 
legt; wurde,  seit  der  Zeit  nichts  beigefügt  ist,  was  für  die  Wls- 
^nschaft  von  Bedeutung  wäre,  so  mannigfach  und  sinnreich  auch 
die  technischen  Anwendungen  sind.  Vielleicht  dass  dife  grossar- 
tige Anwendung  der  Sache  zum  Kriegsgebranch  neue  wissenschaft- 
liche W^ahrheiten  herbeiführt,  indem  es  sich  nun  darum  handelt, 
auch  die  Härte  des  fest  dargestellten  Metalls  in  seine  Gewalt  zu 


^0  ^S^*  ^öbel'8  vermiftckte  Untersuchungen  und  Beincrkuni|:en  im 
Jahrb.  d.  Ghem.  u.  Phys.  1830.  d.  g.  R.  B.  60,  wo  derselbe  9.  414.  von 
»einer  Wiederholung  der  Wach*isclien  Verstiche  über  feste  MetalWe^ctätlonen 
spricht,  dessen  Ang&ben  er  vollkommen  besiHtigt  gefunden,  wahrend  »eine 
Versuche  ausser  Kupfer  «ich  besonders  auf  in  feslcr  Gestalt  reducirtes 
Silber,  Gold  und  Platin  bezogen.  Unmittelbar  darauf  folgt  eine  Demer- 
kimg  über  die  oft  vorkommende  magnetische  Polarität,  wodurch  Stücke 
rosttischen  PUtinerzes  sich  ausxelclmen ,  welche  bestätigt,  was  vorhin  mit 
Be/.ieliuug  auf  die  Erklärung  des  Wortes  Elektron  znr  Sprache  kam. 
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bdEomnien.  A«f  die  BMingonff  zur  Erhaltung  eioef  Legirung 
aus  Kupier  ntid  Zink  (Measmgs)  hat  scUoo  Wach  bei  Bildung 
seine«  figurirten  Cämei^tkiipfers  aufmeiksam  gemacht  (a.  a. 
O.  S.  40  f.).  Und  da  ein  kleiner  Zusate  ven  Zinn  zum  Kupfer 
diesem*  die  nlVthige  Härte  giebt,  um  als  Kanonenmetall  zu  dienen: 
so  ist  kaum  zu  zweifeln,  dass  auf  ähnliche  Weise  wie  Messingi 
sich  auch  Kaneneimietali  werde  erhalten  fassen.  Auf  trockenem< 
Wege  künnen  wir  sogar  stablarti^es  Kupfer  darsteilen.  Um  sd- 
mehr  sind  wir  also  wetiigstehs  bei  dem  Hupfer  zu  der  Uoflfnung 
berechtigt,  auch  Meister  zu  werden  vom  Grade  der  Härte  oder> 
Weichheit  des  auf  nassem  Wege  reducirten  IVCetaUs.  :  Da,  wie 
vorhin  gesaet,  die  Galvanoplastik; in  ihrer  technischen  Anweiidung 
auf  der  Verkfeinenmg  berulit  krystaliinischef  Bikluns  bis.  zum  so* 
genannten  Amorphismus :  so  könnte' fsan  auf  den  Gedmken  kom- 
men, dass  selbst  die  ijieitung  durch  laiwe  Drähte  unter  gewissen 
Bedingungen  von  Einfluss  auf  deit  krystallinischen  Zusaramenhan& 
und  dadurch  auf  die  Härte  oder  Weichheit  des  in  fester  Gestalt 
reducirten  Metalles  sein  meoce.  Jedodi  die  schon  :von  Wach  in 
diesem  Sinne  angestellten  Versuche  (a.  a.  O.  8.  56.. )»  wobei  er 
statt  der  Tliierblase  öder  überhaupt  poröser  Kdrper  (namentlich 
Thons,Dachschief^8y  Korkrinde,  Hollundermarkes)  andere  die 
Kaschheit  des  elekrischen  Stromes  schwächende  Mittel  anwandte, 
führten  bei  langen  Drahtleituns^en  nioht  »um  Ziele,  wohl  aber  bei 
der  Leitung  durch  dilnne,  heberfurmie  gebogene  Gksvuhren,  wo^ 
durch  es  (fn  dem  schönen  Versuche  Tat.  1.  Fig.  5.)  gelang,  von 
nioosartiger  bis  zu  traubenartiger  und  endlich  krystalli- 
nischer  Metallbildung  zu  gelangen.  Nur  die  Einschaltung  einer 
secundären  Platinakeäe  (womit  die  oben  erwähnten  krampfhaften 
Zuckungen  der  Magnetnadel  zusammenhängen)  wurde  noch  nicht 
versucht ,  während  eben  diese  krampfhaften  Zuckungen  auf  die  Be- 
deutsamkeit dieser  Einschaltung  fär  krystallinische  Bildung  auf- 
merksam machen.^* 

2,  So  vorzugsweise  diese  Note  geeignet  v^-ar  zur  Publication 
in  einem  Journiile  fär  iiräktische  Chemie,  so  ist  sie  doch  auch  in 
vorliegender  Zeitschrirt  ganz  an  ihrer  Stell«!,  besonders  da  nun 
noch  folgende  Zusätze  bei^effigt  werden  könileff«  "^Wir  wissen 
nämlich  gegenwärtig,  dass  jene  AnkGndi^ngen  in  den  Zeitungen 
nic^  t  ganz  richtig  waren ;  ja  dass  es  sich  gar  nicht  von  galvano- 
plastischer  Verfertigung  von  Kanonen,  sondern  nur  von  Ueber- 
Ziehung  ei.«erner  Kanonen  mit  festem  Oämentkupfer  handelt.  Die 
eisernen  Kanonen  widerstehn  besser  dem  Stesse  der  im  Laufe 
nicht  ganz  streng  in  gerader  Linie  sich  bewegenden  Kugel,  und 
hatten  daher  eine  grössere  Anzahl  von  Schüssen  aus,  während  sie 
auch  durch  grössere  Leichtigkeit  -sich  empfehlen;  aber  sie  ver- 
tragen nur  geringere  Ladung,'  leichter  dem  Zerspringen  ausgesetzt. 
Diesem  Uebelstande  wird  nun '  abgeholfen  durch  Ueberziehung  mit 
festem  CSmentkupfer ,  wobei  vlefieicht  die  von  Wach  angegeben 
nen  Vorschrillten  und  die  von  ihm  zuerst  dafeesteliten  constant 
wirkenden  Ketten  der  Hauptsache  nach  wohl  eben  so  ausreichen 
möchten,  wie  sie  z.  B.  bei  der  Vergoldung  ausreichten.  Was 
die  auf  demselben  Wege  zu  bewirkende  galvanoplastische  Ver* 
ziuhung  anlangt:  so  ist  hierbei  die  Praxis  längst  der  Theorie 
vorausgegangen.     Denn   hierbei « wurde    humer  eme  angemessen 
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achwache  galyanisch«.  Kette  itogewaiidi  lange  zuvor»  elie 
durch  Galvani  and  Volta  die  durch  Metallcoutact  zn  erregea- 
den  elektrischen  Strome  kennen  gelernt  hatte.  Es  war  handwerk- 
liche Erfahrung,  dass  man  Zinn  in  zwei  Theilen  Alaun  (dem  zwei 
Tfaeile  Kochsalz  und  ein  Theil  Weinstein  betgefügt)  auflösen ,  aber 
in  der  Auflösung  noch  ein  Stück  unaufgeiiisten  Zinnes  lassen 
ftiifsse,  welches  mit  den  Stecknadeln,  die  man  zur  Verzinnung  in 
die  Auflösung  wirft,  in  Berührung  kommt.  Fehlt  diese  Berührung 
mit  Zinn:  so  können  die  Nadeln  iioch  so. lange  in  der  Auflösung 
liegen  und  werden  nimmermehr  steh  verzinnen.  Aber  man  konnte 
diesen  von  der  Technik  gewonnenen  Erfahrungssatz  nicht  weitev 
Susdehnen  und. etwa  auch  bei  Ven^oldung,  Verkupferung  u.  s.  w. 
benutzen,  weil  die  Kenntniss  des  wissenschaftlichen  Principe» 
fehlte ,  dem  gemäss  man  handelte.  Um  dieses  Princip  aufzufinden, 
dazu  gehörte  der  Geist  eined  Volta,  selbst  nachdem  Galvani'9 
überraschende  Entdeckungen  vorangegangen.  Und  nuh  erst  wurde 
die  zuvor  nur  im  Verborgenen  wirkende  Elektrochemie  ans  Licht 
gezogen,  gleich  einflussreich  in  wissenschaftlicher,  wie  in  techni- 
scher Hinsicht«  ---In  der  neuen  Ausgabe  von  Gehler*s  ph^siikali* 
schem  Wörterbuche,  B.  XL  S.  237.  unter  d.  Art  Vergoldung, 
wird  es  als  höchst  aulTallend  bezeichnet,  „dass  gleich  nach  der 
Erfindung  der  Voltaischen  Säule  Im  Jahr  1803  Brugnatelli  vermit* 
telst  des  elektrischen  Stromes  vergoldete,  ohne  seine  Entdeckung 
weiter  zu  verfolgen.  Den  metallischen  Niederschlag  (hei^t  es) 
gewahrte  er  atf  den  Polardrähten  von  Gold,  Silber  und  Piatin; 
ja,  er  ging  noch  weiter  und  vergoldete  Silbermünzen,  indem  er 
sie  mittelst  eines  stählernen  Drahtes  mit  dem  negativen  Pole  der 
Säule  verband  und  in  eine  gesättigte  für  diesen  Zweck  bereitete 
Lrisunff  von  Ammoniakgold  eintauchte  (Annali  dl  Ghimica.  1803. 
Van  Mons  Joum.  de  Chimie  et  de  Phys.  T.  5.).'^  Aber  unmög- 
lich konnte  Brugnatelli  zu  gleichbleibenden  Resultaten  gelanget», 
da  er  die  Stärke  des  elektrischen  Stromes  nicht  in  seiner  Gewalt 
hatte.  Diess  ist  es  eben,  was  zuerst  Wach  gelehrt  hat, 
und  worauf  hier  alles  ankommt.  Und  selbst 'nachdem  die 
zur  Hervorbringung  festen  Cämentkupfers  nöthige  Starke  und  Gleich- 
mässigkeit  -des  S&omes  durch  galvanische  i&tten  von  constanter 
Wirkung  gewonnen  war:  so  kam  es  noch  auf  Nebenbedingungen 
(tiefere  oder  minder  tiefe  Eintauchung  in  die  Kupferauflötsung)  an, 
um  Drähte  mit  einem  festen  Kupferbeschlag  zu  überziehn, 
wovon  in  der  Abhandlung  von  Wach  S.  47.  ff.  die  Rede,  sowie 
auch  der  S.  56.  und  57.  erwähnte  Versuch  hierher  gehört.  Man 
sieht  also,  von  wie  vielen  in  theoretischer  und  technischer  Hin- 
sicht gleich  wichtigen  Nebenrücksichten  die  Feststellung  des  Haupt- 
fvatzes  abhängig  war,  dass  die  Gohärenz  (welche  man  gewöhnlich 
blos  als  abhängig  betrachtet  von  der  allgemeinen  Körperanziehung) 
hier  einzig  und  allein  abhängig  «ei  von  elektrischen  Beziehungen, 
und  zwar  von  der  Art  der  Leitung  des  elektrischen  Stro- 
mes; die  Feststellung  dieses  Hauptsatzes  erforderte  um  so  mehr 
eine  ganze  Reibe  von  V^r««ichen,  je  mehr  er  in  Gegensatz  kam 
mit  den  geltenden  Thieorien. 

^  3.  Schon  im  Jahr  1822  war  das  ira  Man^feldischen  cewonnene 
sogleich  fest  in  mannigfacher  krystalltnischer  Bildung  vorkommende 
Cämentkupfer  für  mich  .^in  Gegenstand  .specleller  Aufmerksanikeit 
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gewesen;  imd  bei  der  ersten  wissenscbartlichen  Versatnmluogder 
Naturforseher  und  Aeit%Q  Deutschlands  (hier  in  Halle  im  Sk^eni- 
ber  1823)  suchte  ich  durch  Vorzeigung  interessanter  Proben  jenes 
merkwiSrdigen ,  im  MansfeldischeD  gewonnenen  Haar-  und  Faden- 
Kupfers  die  Aufmerksamkeit  der  versammelten  Maturforscher  auf 
diesen  Gegenstand  hinzulenken.  Um  hierüber  indem  von  mir  da- 
mals herausgegebenen  Journal  auch  öffentlich  sprechen  zu  kennen, 
bat  ich  einen  theoretisch  sowohl  als  praktisch  sehr  unterrichteten 
Mann,  den  an  der  Bergschule  in  Eisleben  angestdlten  Herrn.  Pia - 
mtcke«  die  INebenumstande  zu  bezeichnen,  unter  weichen  dieses 
krystalKnisch  gebildete  Camentkupfer  erbalten  wird,  da  man  in 
Ungarn,  wo  mUn  so  viel  Cämentkupfer  gewinnt,  (nichts  von  solchen 
krystaUinischen ,  dem  sogenannten  »Silber- und  Blei-Baum' ähnlichen, 
und  zwar  sogleich  in   fester  Gestalt   sich  darstellenden  Gebilden 

Sehort  A^ifei  der  hierdurch  veranlassten  interessanten  (im  Jahrb. 
er  Ch.  u.  Ph.  1825.  B.  2.  d.  g.  U.  B.  44.  S.  89—109.  mit  einem 
Vorworte  des  Herausgebers  über  Cohäsion  in  Abhängigkeit 
von  kryst|iUelektrischer  Anzi-ehung '**)  abgedruckten.)  Ab- 


handlung  sah  man  wohl,,  dass  im  Mansfeldischen  dem  Cament- 
kupfer mehr  Zeit  zur  Ausbildung  gegönnt  wird,  als  in  ()ngam; 
was  aber  die  nahern  Urastf'inde  anlangte,  welche  auf  willkürliche 
Darstellung  «olcfaes  fe»ten  €än»entknpiers  fähren  konnten^  so  äus- 
serte Herr  PI*  dm  icke,  eben' weij  bei  den  in  kleineln  Massstabe 
auf  nassem  Wege  so  mannigfach  veranstalteten  Metallredttictionen 
noch  nicht  dergleichen  feste  Metatlgebilde  vorgekommen  Wat-eb, 
mit  Beziehung  auf  Berthol  1  et' s  chemische  Theorie  S.  400:  '„da  das 
Massenverhältniss  wahrscheinlich  bedeutend  einwirkt ,  so 
mochte  aus  Versuchen  im  Kleineu ,  wenn  sie  liberhaupt  ein  Resul- 
tat gäben,  wenig  tax  folgern  sein,  und  im  Grossen  bleibt  es  man- 
cherlei Schwierigkeiten  unten^iorfen ,  zumal  da  der.Process. 
der  Krystailbildun^  überhaupt  noch  so  sehr'  (m  Dun- 
keln lie^ty  durch  geeignete  Versuche  zur  Gewissheit  zu  ^gelan- 
gen/'  Diese  Ansicht  scnloss  sich  ganz  consequent  den  allgemein 
geltenden  Principien  an,  and  der  oben  erwähnte,  auf  die* längere 
Zeit,  welche  man  im  Mansfeklischen  dem  Cämentkupfer  zur  Au9- 
:biidung  gtinnt,  sich  beziehende  Nebenumstand  schien  diese  An- 
sicht zu  bestätigen.  Da  ich  aher  die  scheinbar  indifferente  K5r- 
peranziehnng  aus  der  polarischen  gesetzmässig  abgeleitet  •  und 
eben  darum,  sowie  noch  aus  andern  Gründen  die  krystallelek- 
trische  Anziehung  statt  der  allgemeinen  Korperanziehnng  an 
die  Spitze  der  PhysiK  gestellt  (s.  Jahrb.  d.  Ghem.  u.  Phys.  1823. 
B.  39.  S.  214 — ^230.)»  auch  die  Zustandsveränderung^BU  der  Körper, 
wovon  ihr  luftformiger,  flussiger  oder  fester  Zustand  abhängig  ist. 


.>^)  Aach  «ine  ABbandlimg  iron  Cleuent  reikte  iok  an,  worin  Cio- 
ni«nl  NMchridit  gi«bt  toa  «Iner  Ki\pf«iTedacUon  tJU  schwefeUaurem  Kup- 
fer ohne  Eisen.  Die  AnnöaoDg  voa  Knpienritiiol,  getrübt  von  uolötlich 
batisok  ecliwefeUattrem  Kupfer,  stand  längere  2eir,  vlvx  sieb  zn  klären,  in 
einer  KaCe,  welcKe  znr  Kjilfte  in  die  Erde  eingegraben  war.  Hier  sah  man 
an  den  Innern  Wänden ,  und  xwar  imnier  an  der  Fuge  zweier  Dauben  kleine 
Schwämme  TOn  mel allischem  Kupfer  sich  bilden.  Die  Kupferstücke 
hatten  sich,  wo  aie  an  der  Kufe  anlagen,  so  „an  dem  Holze  Abgeformt, 
daea  Ihnen.die  Streifen  eingedrückt  waren.**       .     . 
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aas  detiiselheti  Principe  abo  ans  gatijs  schivachen  elementaren 
krystaHInmcfaen  Kräften  (den  im  Journ.^  d.  Chem.  n.  Phys.  16)2. 
B.  5.  S.  49  —  74.  dar^ele&iten  Thatsachen  gcmSss)  abf^eieitet  und 
ans  diesem  Standpunkte  stet»  in  meinen  akademischen  Vorlesnn- 
^sen  die  Elektrochemie  vortrug:  so  gelang  es  mir  nicht  selten, 
diejenigen  unter  meiTien  ZuhOrem,  welche  nicht  blos  das  Her- 
kömmliche zum  Zwecke  des  Examens  wissen  wollten,  ffir  die 
eben  bezeichneten  von  der  geltend  gewordenen  Doctrin  sehr  ab- 
weichenden Ansichten  Ins  Interesse  ssu  ziehn.  Dass  dazu  Herr 
Wach  gehfirte,  zeigt  schon  seine  erste  Abhandlung  liber  das 
rauchende  Wesen  der  SchwefelsÄure^*)  (Jourii*  d.  Chom.  n. 
Phys.  B.  50.  S.  1—53.).  Beider  in  dieser  Abhandlung  S.  47— 50. 
umständlich  besprochenen  merkwfirdigcn  '  partiellen  Umwandlung 
der  englischen  Schwefelsänre  in  rauchende,  die  mit  krystallinischer 
Cohfision  (asbestartig)  auftritt*^),    ist  es  nur  ein  gewisser,  re- 


'*)  Die  Hanpttendenz  dicker  Aliliancllun«;  n^mlicli  ist,  Ale  AMinii^is^ticlC 
des  sof^eaannten  Tsomerismus  ^on  ktysrifTlelektrischeii  PrincipSen  darcli  dar- 
gelegte TKaUaclien  nachzuweisen*  Und  dieselbe  Tcmlenz  hat  die  so  gründ- 
liche Abhandlnni;  desselben  Verfassers  iiher'  pyrophosphorsaure  Atnmoniak- 
Bittererde  (Jonm.  d.  Ck«  n.  Ph.  B.  59.  S.  29T.  etc.).  Nelnenhei  hemerko  idi, 
djH«  die  Anffasfong  der  £lfkrro<;heDiie  auf  dem  ^taiidpunkie  der  Kryatail- 
^ektricität,  -wie  ieh  schon  hei  einer  andern  Gelegenheit  erinnert«,  nicht  be- 
rührt wird  von  den  Einwendungen,  weiche  Dnmad  4;:ce;ea  ELeklrochemio 
gemacht  hat,  sondern  sehr  wohl  -vereinbar  ist  mit  seinem  S  ubstil  ulions-, 
besetz,  das  dem  >1a  tlkema  tiker  wichtig  scheinen  muss,  um  einen  An- 
hallpiinlit  zu  haben  bei  der  Unendlichkeit  der  möglichen  Combiualioncn,  Avic 
sie  hervorgellt  aus  der  gründlichen  Abhandlung  Rothe*s  iJber  Anwendung 
der  combinatorischen  Analysis  auf  Pflanzcnanalysen.  S.  die  EntWicke- 
lungder  pflanzensub stanz  von  Nees  v«  Esenbeck,  Bischof  und 
Rothe.     Erlangen  1819. 

*•)  Es  ist  auffallend,  dass  diese  schon  im  Jahr  1819  in  Tromms- 
dOff's  Journ.  der  Pharmacie  miigetheilte ,  und  einige^ahrc  dar«uif  von  C« 
G.  Gmelin  beatAligte  Beobaohtnng  bis  icizt  noch  nicht  so  glücklich  war, 
auch  nnr  der  ErwMhnnug  werih  geballen  ztt  werden  in  den  Compendten  der 
Chemie.  Und  dock  Ist  diese  iheilweise  Umbildnnf;  der  engliavhen  ^h^nre- 
falsa  Ute  nocli  merJ^Lwürdiger  als  die  ganx  analofse  Umlüldong  des  Glases  in 
kr  ystallinischch  Glas  (sogenanntes  Reanmur'sches  Porzellan),  wel-. 
che»,  in  so  fera  es  den  'remperaturwechüiel  1)esüer  vertragt,  weniger  spröde 
i»t  als  gemeines  Glas.  In  der  'l'hat  lauft  das  sogenannte  Adoucircn  des 
RoheiseuS)  worülicr  derselbe  Reanmur  viele  Versuche  ange^iielll,  anf 
dasselbe  Terfabren  hinaas.  Und  handelt  es  sich  üicht  davon,  die  ganze 
Masse  zu  erweichen ,  sondern  blos  die  Oberfläche  weicher  und  gcscbi^iridiger 
/o  machen,  so  ist  das  Verfahren  selb'st'auf  grössere  Eisenslücke ,  wahrschein- 
lich also  auf  gusseiserne  Kanonen,  die  man  mit  einer  Hülle  von  mehr  elas- 
tischem Eisen  umgeben  willf  anwendbar.  Auch  ein  anderes  Verfahren  Gu^s- 
cisen  oberflüchlich  zu  erweichen  (wobei  Hydrogen  die  HaaptroUe  zu  spielen 
scheint)  kam  im  Jahr  182T  von  Amerika  her  znr  Sprache  (s.  Ding  1er 's 
polytecha.'  Jonrn.  1828.  B.  29.  8.  156.).  Es  bietet  si^h  also  eine  zweifache 
Methode  dar,  die  Oberftache  des  Gasseisens  auf  eine  mehr  oder  minder 'tief 
in  die  Masse  eindringende  Weise  zu  erweichen,  und  sonach  gnseeiserne  Ka- 
nonen mit  einer  HüUe  von  weicliem  Eisen  zn  umgeben.  Kommt  nun  noch 
die  HüHe  von  weichem  CMmeuiknpfer  dazu,  so  wird  dem  Zerspringen  noch 
mehr  entgegengewirkt.  Es  ist  nKmlich  unmöglich',  dass  Hnilen  von  verschie- 
dener CohSsion  dnrch  eine  und  dieselbe  ausdehnende  Krafi  ganz  streng  in 
demselben  Momente  zerrissen  werden.      Nur  dann  also,    wetm  dieser  Zeitun- 
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latif  sehwaoher,  aber  eine  Zeit  lang  a  nb  alte  »der' Teub- 
ptfratui^l^ii ,  welcher  (ebenso. wie  l>ei  Verwandlui^  des  Glases  in 
Reaimiur'sc^heis  Porzellan)  die  krystaüiniscbc  Bildnog  hervorzurufen 
vermag*  Darum  bedurfte  es  blas  der  Combination  dieser  Erackei- 
nuiig  mit  den  in  meiner  vorhin  erfi&buten  Abhandlang  fiber  Zu* 
ataiHlsverändening  der  Kiirper  zosamniengestelUen ,  um.auf4en 
tiedanken  zu  kommen,  ob  nicht  durch  ähnliche  Moditication  des 
elektrischen»  die  Metalle  reducirenden  Stromes  auf  IcryBtaUinisdien 
ZosummeBbang  Einflpss  zu  geivinnen  sein  milchte.  Auf  d^kn 
Standpunkt  einer  Theorie  nämlich,  welche  nicht  die  sogenannte 
allgemeitte  Kürperanziehung ,  sondern  die  polarische  krystall- 
elektrische  an  die  Spitze  der  Physik  stellt,  hfiugt  natürlich 
selbst  die  Elektricitätsleitunff  von  einer  (nach  der  verschiedenen 
Natur  der  Körper  leichter  oder  schwerer  erfolgenden)  Modificining 
der  Krystallelektricität  ab,  und  der  Leitungswiderstand  ist 
daher  (was  durch  mehrere  Thatsacben  nachgewiesen  werden  kann) 
nicht  (gleich  dem  der  Rohren,  wodurch  eine  Flfissigkeitstrlimt) 
blos  passiver,  -sondern  vielmehr  activer  Matur.  In  die^mra 
Sinne  war  es  nichts  aun'alieiides ,  gerade  die  schwächsten  elektri- 
schen Ströme  dnreh  Lieiter  von  grSsster  Länge  ungeschwächt 
dnrohgehn,  nnd  diese  iangen  Leiter  zur  Verstärkung  derselben 
toameatlich  bcii  MultSplieatoren  wirken  zu  sehn,'  während  dureh 
dieselben  Multiplicateren  starke  elektrische  Strome  geschwächt 
werden  ^^).  Der  Leitungswid erstand ,  den  starke  Ströme  (starke 
•elektrische  Funken)  hervorrufen,  kann  so  gross  werden,  daas  der 
Draht  glühend  wird  und  zerstiebt.  Bios  .  von  schwachen  StrOmen 
können  wir  also  etwas  erwarten,  wenn  Hervorrufung  krystallini- 
schen  Zusammenhangs  beabäicbtigt  wird«  Und  dieser  Ansicht 
war  gfinstig,  was  Plumicke  mit  Beziehung  auf  die  Mansfelder 
Kupiervegetation  milsetbeiit.  Denn  die  regetmäasigen,  den  krys* 
taümischen  analogen  jFormen  (namentlich  Haar-  und  Faden-Bildung) 
traten  blos  da  ein,  wo  die  Cämentation  5  —  6  Monate  dauerte. 
Und  dass  unter  den  verschiedenen  Ansichten,  die  bei  Auffassung 
dieser  Erscheinung. mugUch,  das  Hauptgewicht  zu  legen  sei  auf 
die  Schwächung  des  elektrischen  Stromes,  solches  wird  :dargethan 
durch  den  schon  vorhin  .erwähnt<in  Versuch  von  Wach,  welcher 
auf  d^  Kupfertafel  zu  seiner  Abhandhing  Fig.  5.  dargeatellt,  wo 
die  verschiedenen  Biklungsformen  des  Cämeotkupfers  sich  in  Ab- 
hängigkeit zeigten  von  den  verschiedenen  Graden  der  Schwächung 
der  Kette  durch  Leitungswiderstand.  Das  bequemste  Mittel  zur 
Schwächung  des  elektrischen  Stromes  bot  der  Durchgang  durch 
poröse  Körper  *%    Nur  diese  bemerke  ich,  dass,  wenn  man  nicht 


terschied  des  Zerreisscns  der  einzelnen  Höllen  xnr  Terscli  wind  enden  Grosse 
wird,  kann  ein  Hernmichleudern  der  zersprungenen  Theile  slatllinden. 

*')  Auch.  darcTi  andere  Versuche  wurde  die  Aufmerksamkeit  hingclenkr 
aoT  die  Bedeutsamkeit  schwacher  cleklriscbei'  Strome,  in  welcher  Hinsicht 
ich  mich  beziehe  auf  das  im  Jahrb.  d.  Chcm.  ü.  Phys.  182S,  oder  B.  44. 
S.  119.  u.  365.,  sowie  182S.  B.  52.  S.  236^242.  Mitgetheiltc. 

**)  A^C  die  Bedeutsamkeit  {»oröser  Körper  liinsiclitlich  auf  den  Burch.- 
gaug  elektrischer  Ströme  leitete  Porrett's  Versuch  hin,  dem  späterhin 
Versuche  über  »ogeuauiite  Endosmose  nnd  Exoamose  sich  anschlössen* 
Nun  wo  es  sicli  von  grossartiger  technischer  Beniitxuiig  durch  Leitungswider- 
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die  eben  Iwzeicliaeteii  theoretifschen  Auaidileo  im  SiiiiM  liatte^  4\e 
Emmbchung  poröser  Körper»  tiameotiicb  der  Blaee,  bei  der  luip- 
ferrednctioD  leicbter  irre  leiten,'  als .  zan  Ziele  iubren  koootB. 
DeoD  wirklieb  hatteo  scben  vor  Wacl»  (wie  deaseo  AbkandluBg 
S.  22-«— 24.  aei^t)  sehr  achtbare  Physiker  mit  Blase  umbimdeae 
•Röhren»  worin  sich  ein  Eisendraht  befand,  in  Kepferlösnngen  ge- 
bracht mit  Hieeicht  auf  die  sogenannte  Endosmose  und  Exosmose. 
JNoIhwendIg  musste  dabei  festes  Cäraentkupler  unten  an  der 
Blase  entstehn;  aber  sie  schenkten  der  Sache  keine  Aufinerksam- 
keit»  wahrscheinlich  weil  der  Gedanke  sie  irre  seleitet,  dsss  die 
Anlegepunkte»  welche  die  Blase  darbot»  derZasammenhänfung 
ftrystainnischer  Metalltheile  günstig  sei.  Dass  es  auf  diese  Ante- 
gepunkte  hier  gar  nicht  ankon^me,  sondern  blos  aaf  die  angemes- 
sene Hemmung  der  Schnelligkeit  des  elektrischen  Stromes»  welche 
auch  durch  andere»  wenn  gleich  roinder  beoneme  Mittel  zu  enel« 
oben;  diese  zu  zeigen  war  der  HauptnunKt»  wemtf  es  ankaid« 
Und  diese  wurde  nachgewiesen  von  Wach  durch  die  mannig- 
iacbste  Abänderung  der  V^ersnche.  Jetzt  erst  trat  das  Na- 
turgesetz mit  Klarheit  hervor»  das  zu  der  luannigfacbsten 
uiid  ntltalichsten  Anwendung  in  der  Technik  geCShrt  hat,  während  es 
gegenwärtig  in  seiner  Anwendung  zur  VervoUkomnuMwg  des  sdiwe* 
ren  Geschützes  in  so  hohem  Grad  einflossreich  und  gewinnbringend 
wird.'  Aber  dieses  auf  Hervorrufung  der  Cohäsion  durch 
Elektricität  sich  beziehende  Naturgesetz  ist  nun  auf  dem 
Standpunkte  der  neuesten  Physik  noch  einer  schärferen  Bestim«- 
mung  föhig»  weiche  nur  durch  eine  neue  Reihe  von  Versuchen 
herbelgeffinrt  werden  kann.  Und  da  es  sich  hier  von  Dingen  han- 
delt» denen  ich  stets  vorzugsweise  meine  Aufmerksamkeit  zuge- 
wandt» so  könnte  ich  dergleichen  Versuche  leicht  in  Vorschlag 
bringen»  um»  worauf  es  nun  ankommt,  die  Art  der  .Cohäsion 
mehr  in  die  Gewalt  zu  bekofcnmen.  Dergleichen  theoretisch  aus- 
gedachte Vecsuche  nutzen  aber  wenig»  so  lange  niemand  da  ist, 
der  nicht  blos  lebendiges  WissenschaiUicfaeB  uiteretee,  sondern 
auch  ungestörte  Müsse  nat,  sieh  der  Ansfiibrung  solcher  Vferenche 
zu  widmen»  welche  Müsse  dem  Verfasser  jener  ▼orhiagenannteiA, 
ani  willkürliche  Darstellung  festen  figurirten  Gäinentkupfers  sieh 
beziehenden  Preisschrift  unniitteibar  nach  der  Pubiica^on  dersel- 
ben geraubt  wurde»  indem  ihn  eine  Anstellung  bei  der  Gewerb- 
schüre  in  Bielefeld  in  ganz  andere  praktische  Dinge  hineinzog.' 
Schon  sind  In  seiner  Abhandlung  mehrere  Versuche  bezeichnet^ 
die  er  noch  anzustellen  beabsichtigte»  und  die  ihn  allerdings  leicht 
hätten-. weiter  filhren  können. 


i»tutd  gescfiwadilcr  elckirUclier  Ströme  handelt,. verdient  Porxetl's  Yersuck 
Qcae  Aufmerksamkeit.  Der  -von  Wach  S.  61.  seiner  Abkaadlung  aui^efiilirte 
Yersock  de  la  Rive*»  zeigt  deiitiick  ^eaagf,  das»  die  Erscheinung  nodi 
nickt  gekörig  aufgeklart  sei,  und  coinbinirt  man  in  diesem  Zusammenhange 
den  Ton  Wach  auf  der  Kupfertafel  zu  seiner  Abhandlung  Fig.  3.  mitgetheii* 
ten  Yersoch,  so  sieht  man,  dass  er  dem  «r^prfingllchen  Ton  Porrett  in 
einer  Beziehung  analog*,  in  anderer-  entgegengesetzt  ist,  wakrend  in  dersel- 
ben Abhandlnng  S.  86— 40  det  Weg  bezMvknet  ist ,  ivle  Areilere  AufkUmng 
herbelznlühren  sein  möchte. 
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4.  Diese  treue  (»eschiobte  der  durch  die  IVtansleMisehen  Kup- 
ferveKetatioBen  herTorgerufeoeii  GaLvaiu)pla«tik  ist  nun  zeitgeniSss« 
damit  man  e«  .anerkenne,  daas  hier  vou  «inem  mit  Goiisequens 
verfolfften  wiseenschaftlicben  Ziele  die  Kede  «ei.  DeutKch  «teilt 
sieh  dar,  wie  die  im  Sinne  der  gettenden  Theorien  durchaus  nicht 
zu  erwartende  willkürliche  Darstellung  cohftrenter  Metallgebilde 
auf  naasem  Wege  dwch  Bestrebungen  herbeigeführt  wuide  im 
Sinne  einer  vom  Princip  der  Krysiallelektrieii&t  .ausgehenden  elek- 
treefaemiachen  Theorie.  Zugleich  sieht  nmn;  warum,  nachdem 
dieses  Gesetz  cohärenter  elektrochemischer  Metallbtidung  aufge- 
funden war,  die.  ganze  Aufmerksamkeit  sich  zuerst  der  krystal- 
liaisehen  MetallbiJdung  zugewandt.  Cnd  noch  jetzt  istunä  bleibt 
in  wiesen  Schaft  lieh  er  Hinsicht,  was  mit  krystalliniscfaen  Yer- 
hältaissen  zusamnlenhängt,  die  Hauptsache  bei  diesen  galvano- 
plastischen  Büdui^en,.  eb^n  weil,  wie  PI  um  icke  mit  Recht  her- 
vorheb, der  Process^der  .KrystaUbildnng  noch  «o  »ebr  im  Dunkeln 
liegt.  >-^  Allerdings  gelaag  es  nicht,  die  Bildung  der  bäum-  und 
strauchartigen  Kupfervegetationen,  oder  der  regelmässig  ausge- 
bildeten oktaedriscnen  Kupferkrystalle  (8.  46.  der  Abbandl.  Wach's) 
in  die  Ge«valt  zu  bekommen »  so  wenig  als  die  willkürliche  Dar- 
stellung der  schonen  Granatdodekaeder  von  Silber  (S^  60.)  ;•  aber 
die  Sorgfalt,  welche  W^ck  auf  das  Studium  der  Kebenbedingui^ 
gen  wandte,  -wodurch  diese  krystallinisehen  Bildungen  b^[unstigt 
werden^),  kabn  nun  sich  betonnen,  wenn  es  ihm  gelingen  sollte. 


^'}  Unter  den  „Bemerkungen  über  die  pmkt lache  Anwendung 
der  Galvanoplagf ik"  von  W.  de  la  Rue  (aus  dem  Technolo^iaie, 
Tefar.  1846.  p.  212.  über«.  inDingier'a  polytechn.  Joürn.  B.  99.  S.  371.), 
-vrelcke  Bemerkungpen  aU  da«  iReanllat  einer  selir  groaseu  Anzahl  TOn  Ver- 
cueheA  beceichnet  werden,  igt  als  die  erste  rorangestelll ,  „dass  die  metal« 
lisehen  NiedersdilSge  ein  sehr  verscldedenes  Ansehn  haben,  dass  sie  näm- 
lich entweder  d««tlich  kvyslallinisch,-  oder  schwach  kryslallinisch, 
kämmerbar,  sandartig  oder  schwammig  sind;  letzteres  ist  der  Fall, 
wenn  die  Batterie  zu  krilfiig,  und  ergteres,  wenn  sie  zu  schwach  im  Ver- 
hältnisse zur  angewandten  Metalle uflösung  war.^^  Auch  an  einer  andern 
Stctle  wird  noch  ausgesprochen,  dass,  „wenn  die  Stärke  der  Batterie  im 
Verhältnisse  zur  Concenlration  der  schwefelaanren  Ktipferiösuog  Ter  min* 
dert  wird,  unter  diesen  Umstanden  sich  gut  ausgebildete  grusse 
Krystalle  erzengen.**  —  Es  ist  erfreulich  zu  sehn,  Avie  denselben 
durch  so  viele  Versuche  (was  auadrückiich  hervorgehoben)  gewonnenen  Satz 
Wach  im  Jahr  1829 dargeilian  durch 'deA  schon  vorhin  erwHlmten,  ganx  ein- 
rächen,  aber  entsoh^ideBdett  Versuch,  welcher  auf  der  Kupferlafel  zu  seiner 
Abhandlung  Fig.  5.  a {»gebildet  ist.  wo  vier  mit  derselben  Kupferaufiösung 
gefüllte  Gläser  durch  faeberförmig  eeboKcne,  l  Zoü  weile  Glasröhren  ver- 
bunden waren,  so  dass  nicht  durch  Blase  (oder  andere  poröse  Körper),  son- 
dern bios  durch  die  längere  Leitimg  der  Sirom  siufenweise  geschwächt 
wurde.  Und  dadurch  gelang  es,  von  incohäventer  bis  xu  cohärenter,  xuerst 
moosartiger,  dann  traubenartiger,  und  endlich^  wo  der  Strom  am 
meisten  geschwächt  war,  krystHllinischer  Metallbildung  a«  gelan- 
gen. — *  Und  eben  durch  diese  Verschiedanartig^eit  der  krystalUnische«  BiJi- 
dung  scheinen  bei  dem  Versuche,  wovon  in  ^ote  36.  die  Bede < war,  die 
l^rampfhafldh  Bewegungen  der  Magnetnadel  veranlasst  xu  werden«  Aus  dler 
sem Gesichtspunkte  wird  man  verstehn,  warum  ich  vorhin  (Note  36.)  eine 
Comblnatlon  mehrerer  Waoh'ischen  Ketten  mit  der  leickt  xu  treffenden 
VeranstaliÄttg  empfohlen  habe,    das«  man  die  sinselnen  Glieder  der  Ketie 


Digitized  by  VjOOQIC 


144 

in  Verhältnisse  zu  kommen,  wo  er  (in  gflnsfeerer  Lage  als  seine 
gegenwärtige  ist^  die  hierüber  gemachten  Erfahrungen  henfitzeo 
UDO  weiter  verfolgen  kann.  Denn  nun  wird  der  ans  rein  wissen- 
schaftlichem Interesse  vorzugsweise  von  ihm  zum  Studium  ge- 
machte Hauptpunkt  der  Galvanoplastik  auch  In  technischer  Beziehung 
zum  Hauptpunkte  werden.  Handelt  es  sich  nämlich  blos  von  Er- 
zeugung bildsamer  fester  Metallmassen:  so  kommt  es,  wie  vorbin 
schon  gesagt,  vorzüglich  auf  Verkleinerung  der  Krystaile  an,  so 
dass  sie  wo  miiglich  ganz  unwahrnehmbar  sind  und  die  sogenämite 
amorphe  Bildung  hervorgerufen  wird.  Man  muss  also  die  krvslal- 
linische  Bildung  eben  so  gut  befordern  als  vermeiden  lernen.  Bei 
jener  vorhin  erwähnten  Verzinnung  der  Stecknadeln  weiss  .maD 
recht  gut,  dass  sie  auch  mit  Alaun  ohne  Weinstein  gelingt; 
aber  sie  wird  matt,  d.  b.  die  krystallelektrische  Kraft  gewiaat  aD 
Stärke,  so  dass  krystallinisch  ausgebildete  EAemeote  vorhehrschend 
zu  werden  anfangen,  wodurch  die  Oberfläche  ein  mattes  Aasebn 
bekommt  **).     Der  Ueberaug  eiserner  Kanonen  mit  Kupfer  wMt 


aWediselnd  in  die  Yoltaisdie  ComMnalion  aufnclifnen  und  nltwccKselnd 
partiell  «chliesecn  könne,  um  chen  tladnrcli  «ine  VersfliicdenartiglLcit  in  der 
kryittfilinischen  Bildung  ansnregeu.  Oefter«.  aab  icli  jene  Zacknngen  beson- 
der« dann  mit  groMer  Heftigkeit  enisleku,  we4n  die  mit  Blase  umkniiMleiM 
Rokre,  voran  «ich  an  einer  Stelle  in  concentrirter  Ku|)ferau(lö«nn|(  fes- 
tes Cämenlkupfer  angeselxt  halte,  in  eine  verdünnte  KupferRuflösung  üUer- 
cetra^en  wurdtx.  Als  NebcnUedingong  ist  dabei  die  Einsetz nug  eines  frisch 
abgcfeilieii  ZinkdraUles  hcrvorjtuheben,  um  die  Bildung  neuer  ktyslallini- 
scher  Elemente  neben  den  schon  in  fester  Form  gel.iUIoJcn  au  äxuuregen, 
dass  sie  damit  in  Conlact  kommen  im  Entstelituigsmomeiüe.  .r-  Vom  Ülmor- 
phisnuis  (der  vielleicht  durehgrei femler  ist  aris  man  se^vbJiaUck, annimmt) 
«chcint  also  41»  elektrische  Erscheinmig  ahaUMagen,  so  wie  die  Licht  er- 
«chciunng  n«eh  R  ose 's  Beoharhlnng  bei  Auflösung  glasartigen  Arseniks  in 
Salasänrc  entschieden  vom  Uimorphismus  abhängt.  DarSm  sali  ich  nieht  ' 
aopieich  hei  dem  ersten  Anfing  der  KrystaUe,  sondern  erst'  bei  demCoa- 
4ac»  eines  secondören  Anfluges  mit  dem  primitiven  die  LichtbUixe  eintreten. 
Sehr  vvesenllich  kommt  es  auch  hier  auf  einen  gewissen  Oraii  der  Verdün- 
nung tler  Auftösung  au.  —  Man  sieht  den  Farallelismus  beider  Erscheinun- 
gen (der  optischen  nnd  elektrischen),  worauf  schon  früber  -lufmerksam  ge- 
macht wurde.  UiA  übiigens  au  aeigcn,  -wie  dergleichen  scheinbar  blos 
theoretisch  interessante  Dinge  auch  praktische  Bedeutung  gewinnen  können, 
will  ich  noch  folgende  flüchtige  Bemerkung  anreihen.  Es  hal  mich  bei  eini- 
gen Versuchen  überrascht,  daSs  sehr  kleine  Zosät«e  von  Weingeist  aur 
KupferauOösung  in  weil  höherem  (irad,  als  «u  erwarten  WAr,  jenen  eben 
ervrähnien,  von  Kryslallclektricilat  abhäcgigen  krampfhaitea  Zuckungen  der 
Magnetnadel  entgegenwirkten,  sie  wenigstens  modiücirten  duruh  Ahkürsung 
der  momentan  eintretenden  Zockungsperioden.  Wenn  nun ,  was  der  galvano. 
plastischen  Krvslallbildung  günstig  (nSmUch  ein  gewisser  Grad  der  Vifr- 
dünnung  der  Kupferlöeung)  diese  ksampXhaften  .Zuckungen  befördert,  so 
konnte  man  umgekehrt  rermuthen,  dass  vielleicht  gan«  kleine  Zusätze  von 
Weingeist  jener  galvanoplastischen  Krystallbildung ,  welclic  man  technisch 
zn  vermeiden  wünscht,  entgegenwirken,  und  also  in  den  von  de  la  Rue 
aoceführten  Fallen,  wo  die  krystallinische  Bildung  slorend  wirkt,  der  er- 
perimentellen  Prühmg  <u  empfehlen  sein  möchtei^  Es  fragt  sich  nämlich, 
ob  neben,  dem  Hanpigesichtspunkt,  der  elektrischen  Leitung,  nicht  noch 
andere  Nebengesichtspunkte  su  brachten  seien  (vergl.  Note  44-  u.  Nr.  5.). 

**)  In  krystallogenetischer  Hinsich«  hat  man  es  also    bei  jener  ältesten^ 
auft'  Zinn  sieh •  beaichenden  GalvanoplaadLk  weilfer.  gebracht,    «Is   bei    dtf 
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dein  momentafieti  Zerspringen  nhd  Umherschleudern  der  zersprun- 
genen Stacke  entgegen,  zu  welchem  Zwecke  umgelegte  Ringe 
von  gebftromertem  Kupfer  liicht  genügen  wollten.  Es  wird 
also  darauf  ankommen,  das  Kupfer  so  welch  als  möglich  zu  er- 
halten. Und  da  Wach  schon  im  Jahr  1829  auch  andere  Metalle 
als  Kupfer  In  fester  Gestalt  galvanoplastisch  dargestellt  hat :  so 
Uisst  sich  fragen,  durch  welche  Comhination  von  Metallen  in  noch 
höherem  Grad  eine  der  Elasticit&t  analoge,  dem  momentanen 
Zerspringen  und  Umherschleudern  durch  die  Verschiedenartigkeit 
der  Cohäsion  entgegenwirkende  Kraft  hervorgerufen  werden  könne? 
(Vgl»  Note  40.).  Aus  diesem  Gesichtspunkte  scheint  sich  noch 
ein  viel  weiterer  Kreis  technischer  Anwendung  zu  er5flhen. 


neuem  anf  Knpfer  sich  beziehenden«      Alle,  wefche  sich  mit  leisterer  be- 
schäftigt haben,    gestehu   zu,    dass   sie    noch   ein  sehr  nnsicheres  Handwerk 
sei,    eben  weil,    wie  de  la  Ane  in  der  torhin  (Note  43.)    angeführten  Ab- 
haudiaiig  hervorhebt,     die  Rapferuiederscliläge    bald   deutlich   kryslalUnisch, 
bald  schwach   krystallinisch ,    hämmerbar,    sandartig   oder   schwammig  »lad. 
„In  der  Regel",    fügt  er  bei,    ,.  mus^  man    snchen ,    den  hämmerbaren  Nie- 
derschlag herYorznbringen;    bei  aller  Uebnng  nnti  Geschicklithkeit  bleibt  es 
jedoch    sehr  schwierig,    ihn    eine   Zeil   lang    gleichrörmig   zn  erhalten.»*  -♦ 
Tloch    andere    die   Anwendnng    der   Galvanoplastik   auf  unangenehme   Welse 
beschränkende,   eben  mit   dieser  Krystallogenle  zusammenhängende  Nebenbe- 
siehungen  bringt  er  zur  Sprache.       Es  ist  daher   auffallend,    dass  man  noch 
nicht,    wie  bei  der  anf  Zinn  sich  beziehenden  oben  erWShnlen  Galvanoplas- 
tik, auch  bei  Kupfer    eine  Comhination  verschiedener  ^alzvcrbindnugen  des- 
selben in  Anwendung  zn  bringen  versucht  hat.     Ucbrigens   hat  sich  nament« 
lieh    bei   Yerkupferung    des   Eisend    und    Zinks    das    weinsteinsanre 
Kali -Kupferotyd  besonders  vortheilhaft  gezeigt  (s.  Elsnsr*s  AbhandU 
in  Dingler's    poWtechu.    Journ.  1845.    R.  97.    5.  429. )•     Auf  ein  Mittel 
zur  vorläufigen  krystallogenetischen  Orientirnng  machte  Ich  in  der  Nöte  43. 
aufmerksam ,  welches  man  bei  der  in  Note  36.  angegebenen  Yerfahrungsweise 
ohne    allen   Zeitaufwand    benntzen    kann.       Jenen   krystallelek  trischen 
Erscheinungen,  welche  die  Bildung  des  festen  CSmentknpfcrs  begleiten,  reiht 
sich  übrigens  noch   eine    elektrochemische   an,    welche    de  la  Rue  mit 
folgenden  Worten  erwähnt:     „Eine   sonderbare  Eigenschaft  der  galvanischen 
Copien  besteht  darin,  dass  man  sie  nicht  mit  Zinnoberfarbe  abdrucken  kann, 
was   doch    bei    den   gewöhnlichen    gestochenen  Kupferplatten    der  Fall    ist; 
überzieht  man  eine  solche  Copie  mit  Zinnoberfarbe,  so  wird,  nachdem  einige 
Abdrücl.e   gemacht   sind,    der   Zinnober  schwarz,    und  wenn   man  mit   dem 
Drucken   fortrshrl,     so   wird   das   Kupfer    weiss  und  es   schlägt  sich  so  -«iel 
Quecksilber  auf  seiner  Oberfläche  nieder,  dass  ihr  die  Farbe  nicht  mehr  an- 
hängt*    Ich  glaube,  dftss  die  poröse  nnd  offene  Strnctur   der  galvani- 
schen Copie  die  einzige  Ursache  der  Zersetzung  des  Zinnobers  ist,    und  dass 
die'  Reinheit    des   Knpfers    dazu   uichts    beiträgt.^*-**    Statt    „poröse^  und 
offene   Strnctur *<    wird   man  wissenschaftlich   schärfer  schreiben  müssen 
krystallinische  Structnr,    da  de  la  Rue  selbst  hervorhebt:  „so  sorg- 
fältig man  auch  einen  galvanischen  Niederschlag  hervorbringen  mag,   so  be- 
weist  doch    die  Beobachtung   desselben   nnter    dem   Mikroskop,    dass    seine 
Structur  im  wesentlichen  immer  krystallinisch  ist. "  —  Da  nun  diese  kr  jstal- 
linische  Structnr  die  Zersetzung  des   Zinnobers   bewirkt:     so   wird   man    anf 
elektrochemischem  Standpunkte    die   Wirkung   der  Krystallelektricität   nicht 
zn  Verkennen  vermögen,  besonders  nachdem  die  krystallelektrischen  Erschei- 
nungen  bei   Bildung   dieses  festen   Cämentkupfers    durch   die  Zuckungen  der 
]iagn«tBadel  nachgewiesen. 

Theil  X.  10 
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5.  Aua  Liebe  mt  VVtasentfohaft  und  im  InterMae  ftr  diese 
iHin  zum  KriegsgeWauche  bendUley  von  der  hlesigea  UoiTcroitfit 
»a9gegangei}e  Eifindung  muss  leh  wfeschen^  dass  die  Hmgebmig 
belohnt  werd«,  wodurch  sie  allein  ms  Leben  gcarufen  iretden 
b$nnte,  und  das8  also  der  Ejrlinder  jener  auf  eine  so  gewitnihtm^ 

fende  Weise  benuixteo  coastafiten  gaivaniscbesi  Kette  nnn  als 
lann  in^  den  besten  Jahren  einen  angemessenen  Wlrktfngsiirets 
finde  bei  den  im  Qrossen  y-orzunehmendes  Arbeiten,  wobei  man 
aber  auch  fortdauernde  Sludien  in  hleiDem  Massstabe  niebt  wkil 
versäumen  diirfen.  Seihst  d^n  AlansfiMdischen  Ka|»fen>egetatieiieil^ 
fsn  welchen  di^  Aufsuchung  der  Gesetze  coUireDter  Metaltbildang 
angeregt  wurde,  seheint  es  nun  zweckmässig  ein  erlientte  Sin* 
dium  zu  widmen.  Denn  die  Proben  von  dem  in  Eisleben  im  Gros- 
sen gewonnenen  Cämentkupfer,  welche  ich  ans  dem  Jahr  18^ 
noch  vor  mir  habe,  zeichnen  sich  zum  Theile  durch  grosse  Zähig- 
keit und  Weichheit  aus.  Auch  Plümicke  hebt  die  Weichheit 
und  Zähigkeit  dieses  Cämentkupfers  mit  der  Nebenbemerknng her- 
vor ,  dass  besonders  das  haar-  und  drahtföruiige  einen  hohen  Grad 
der  Reinheit  zeige.  Und  doch  wird  dieses  Cämentkupfer  aus  sehr 
unreiner,  nach  dem  dritten  Versieden  üfbrig  bleibender  sogenann- 
ter S  ch  w  a  r  z  1  a  u  g  e  ge wo nnen.  Und  nach  der  von  P I  ü  m  i  ck e  an- 
geführten Analyse  Hermann^s  enthält  der  aus  dieser  Schwarz- 
Muge  gewonnene  schwarze  Vitriol  ausser  Kupfer  und  Eisen 
v^rnehmlicb  Zink,  Nickel,  Kobalt,  Blei,  Mangan  rnid  aus- 
serdem Spuren  eines  vre II eicht  noch  unbekannten  Metalls; 
Von  allen  hier  genannten  Metallen  ist  keines  ausser  Blei  auf  nas 
sem  Wege  mit  Eisen  reducirbar;  und  selbst  das  Blei  ist  gemäss 
den  von  Wach  angestellten  Versuchen  (8.  ÖO.  seiner  Abnandl.) 
bei  dieser  Reductionsweise  nicht  als  metallisch  feste  Bleivegeta- 
ti<>n  darzustellen;  ^  Quch  ist  seine  Verwandtschaft  zu  Kupfer  so  ge- 
ring, dass  man  eine  Leglruog  auf  nassem  W^ege  kaum  erwarten 
kann.  Die  Qervorrufung  der  Cohärenz  des  reducirten  Metalls  tritt 
also  hier  in  den  Kang  eines  ebeniiscben  Scheidungsmittels  des 
Kupfers  rom  BleL  Zugleich  aber  bietet  sich  die  teehoische  Auf- 
gabe dar,  zu  untersuchen,  ob  nicht  vielleicht  die  eben  bezeich- 
nete Verdünnung  der  Kupferlösnng  mit  andern  sieht  reductrbaren 
Metalll5sungen  zur  Beförderung  der  Weichheit  und  Zähigkeit  des 
in  fester  Gestalt  reducirten  Cämentkupfers  mit^Tirken  kOnne.  Denn 
da  von  der  Art  der  Efektricitätsleitune  die  Hervorrufung  der  Cohä- 
renz ai)hängt:  so  kann  schon  den  ailgemeiuen  elektrischen  Lei- 
tungsgesetzen gemäss  eben  so  wenig  die  Art  als  der  Grad  der 
Verdünnung  einer  Metalllösung  gleichgültig  sem  für  die  BiMungs- 
form  des  in  fester  Gestalt  zu  reducireuden  Metalls  (vgl.  Note  43. 
und  44.).  Ein  neuer  Weg  eröffnet  sich  hier  zur  Erforschung  nicht 
lilss  wie  bisher  der  elektrischen  Leitungsgesetze  überhaupt,  son- 
dern speciell  der  elektrochemischen.  In  solcher  Weise  wird  das 
Studium  der  feinsten  elektrociremischen  Beziehungen  Hand  in  Hand 
gehn  mit  der  gross?artr^sten  Anwendung  cohärenter,  auf  galvani- 
schem Wege  oargest^tfter  (icbiVde  zum  Kriegsgebrauche. 

&  Zum  Schlüsse  bemerke  ich  noch,  dass  die  schwache  aber 
conatante  galvanische  Kette,  wie  sie  zuerst  Wach,  und  zwar  auch 
schon  als  mehrgliedr^e  angewandt,  gans  in  ihrer  ursprünglichen 
Schwäche   (nämlich   ohne   stärkere  SchwefelsäuBe  zu  gehrsuclieii 
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am  iM>sl4i?eD  Pol»  ala  die  durch  galvanische  Zersetzung  des  Knp- 
Cervitriois  selbst  gewonnene  ist)  zu  telegraphischen  Zwecken  bei 
den  in  den  Preussischen  Staaten  angelegten  Eisenbahnen  gebraucht 
wkd.  Das  reducirte  Kupfer  bringt  dabei  noch  einen  Nebengewinn. 
Statt  der  Blase  dient  der  auch  schon  von  Wach  benatzte  schwach 
gebrannte  Thon.  Es  stehn  nämlich  kleine  Becher  von  schwach 
gebranntem  Porzellanthon  in  der  Kupferauf lösnng,  umgeben  von 
einem  starken  Kupferbleche,  ivährend  Zink  im  gehörig  durcbnäss- 
len  Becher  steht»  worein  gewöhnliches  Brunineuwasser  zu  giessen 
genügt.  Eine  Kette  von  *—ii  Gliedern  ist  hinreichend,  ein  kleines 
nufeiseuförmig  gebogenes  weiches  Eisen^täbchen ,  au  dessen  Enden 
sich  mit  zahlreichen  Muitipllcatorwindunffen  (ans  so  dünnen  Dräh- 
ten, wie  sie  bei  den  empfindlichsten  Multiplicatoren  angewandt 
weiden)  umgebene  Rollen  belinden,  sostarkzn  ma^netisiren,  dass 
es  einen  kleinen  Anker  an  sich  zieht,  der  augenblicklich  (wo- 
au  Herr  Leonbard,  der  diese  Telegraphen  anlegt,  auf  eben  so 
einfache  als  simlveiche  Weise  einen  schwachen  .Gegenstrom  be- 
nutzt) wieder  abfällt,  sobald  die  Kette  aufgehoben  wird.  Ein 
Uhrwerb regelt  die  Aufhebung  und  Schliessung  der  Kette,  wäh- 
rend die  Bewegung  des  kleinen  Ankers  ein  Kleines  Steigrad  in 
Umlauf  bringt,  woran  ein  Zeiger,  auf  der  Reihe  nach  geschrie- 
bene Buchsüdlien  hii^deutend,  befestigt  ist  Durch  einen  mehrere 
Meilen  langen  Kupferdraht  wirkt  die  schwache  Wach-ische  Kette, 
wählrend  der  nasse  Boden  durch  Einsenkung  von  Drähten  In  Brun- 
nen an  den  Stationsorten  als  s weiter  Leiter  benutzt  wird. 

Die  Kette  DanielTs  unterscheidet  sich  von  der  Wach' ischen 
Mos  durch  Anwendung  stärkerer  Schwefelsäure.  Auch  Wach  ge- 
brauchte natürlich  diese  öfters  in  bedeutender  Stärice;  aber  es 
kam  zur  Hervorrufung  der  Cohärenz  reduclrter  Metailtheile  nicht 
auf  Verstörknng,  sondern  auf  Schwächung  der  Kette  an.  Und 
von  diesen  auf  Schwächung  der  Kette  sich  beziehenden  Versuchen 
hatte  er  daher  seinem  Zwecke  gemäss,  allein  zu  sprechen  ^^).  — 
Auch  zu  tele^aphischen  Zwecken  gebraucht,  wie  vorhin  schon 
gesagt,  Herr  Leonhard  nicht  die  stärkere  sogenannte  Daoiell- 
sche  Kette,  sondern  die  ursprüngliche  schwache  Wach ische  zeigte 
sich  ihm  vortb eilhafter.  War  1a  doch  Bariow^  der  zur  Bestim- 
mung des  Gesetzes  der  Elekfricitätsleitung  durch  lange  Drähte 
Hare's  Calorimeter  gebrauchte,  sogar  zu  dem  Resultat  gekom- 
men, dass  sich  die  Inteni^ität  der  Ströme  sehr  rasch  vermindere 
nach  dem  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse  der 
Distanz,  woraus  er  scbioss,  „dass  die  Idee  elektrische 
Teiee^rapheü  zu  construiren  chimärisch  sel.'^  Ich  zeigte 
aber  s^chon  damals  (s.  Jahrb.  d.  Ch.  u.  Ph.  1825.  B.  44.  S.  HO.  u. 
365.)  durch  sehr  leicht  zu  wiederholende  Versuche,  dass,  während 
starke  elektrische  Ströme  bedeutend  geschwächt  werden  bei  dem 


*^^  Der  Yersucb,  welcher  auf  der  zor  Abhandlung  gehörigen  Knpfer* 
tafel  Fig.  4.  dergestelU,  wo  Zink-  und  Kupferblech  durch  Blase  getrennt 
in  vier  Gliedern  Yoltaisch  combinirt  sind,  hat  die  Absicht,  zuxeigea,  dass 
die  Volfaiftche  Combination  durch  Einschieliung  poröser  Lei- 
t«r  stetA  geftchwScht  wird,  ja  sogar,  wenn  man  eiae  doppelte  Scheide- 
irand  von  Blase  aai^endet,  nämlich  auch  da«  Kupferblech  in  eine  mit  Blase 
imtem  rnnboodene  Röhre  bringt^  ganz  unwirksam  gemacht  werden  kanu. 

10* 
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Ilurcbgange  durch  lange  Drähte»  ganz  Bchviache  Strome  unvet" 
mindert  an  Kraft  hiodurchgehn.  Eben  weil  ich  sogleich  nach  der 
berühmten  Entdeckung  Oersted's,  der  eine  Funken  gebende 
Säule  zur  Darstellung  der  elektromagnetischen  Erscheinungen  ver» 
langte,  in  meinen  physikalii$chen  Vorlesungen  auf  die  unvermin- 
derte Kraft  9  mit  welcher  schwache  Str^ie  durch  bnge  Leiter 
gehil,  aufmerksam  wurde:  so  führte  solches  mich  unmittelbar  hin 
zur  Construction  des  Multiplicators  (s.  Journ,  d.  Ch.  u.  Phys.  B.  32. 
S.  48.  u.  B.  33.  S.  11.).  Und  nun  bewährt  sich  die  Bedeutsam- 
keit schwacher  Strome  auch  in  telegraphischer  Beziehung  viel* 
leicht  durch  dieselbe  krystaJlelektrische  £in Wirkung,  die  sie  ver* 
anlasst,  Cohäsion  reducirter  Metalltheiie  hervorzurufen. 

Bei  der  Wachischen  constanten  Kette  war  ^weii  vier  Ele» 
roeute  zur  Natur  derselben  gehören)  die  Einschiebun^  eines  po- 
rösen Leiters  unentbehrlich.  Er  schadete  auch  hier  nichts»  wcU 
'  es  blos  auf  schwache  Ströme  ankam ;  vielmehr  diente  er  zur 
beabsichtigten  Hemmung  der  Schnelligkeit  des  elektrischen  Stroms. 
Will  man  starke  elektrische  Ströme  haben,  so  bleibt  die  Einschie- 
bung  schlechter  Leiter,  was  poröse  Körper  nimmer  sind,  stets 
ein  Uebelstand,  den  man  blos  durch  die  unvermeidliche  Mothwen- 
digkeit  entschuldigen   kann.     Gerade  aber  diese   onvermeidliche 

Jlothwendigkeit  glaubte  ich  in  Zweifel  ziehn  zu  müssen.  Und 
er  fünfte  Abschnitt  vorliegender  Abbandlune  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Gestalt  bezog  sich  darauf,  die  porösen  Halbleiter  nicht  blos 
bei  der  Kohlenbatterie  Bunsen's,  sondern  auch  (in  Erinnerung 
an  Volta's  thernioxydirtes  Gold)  selbst  bei  der  Piatinakette 
Grove's  entbehrlich  zu  machen,  indem  man  nämlich  ebenso  wje 
die  Kohle  (was  schon  bei  der  th^rmoxvdirten  Kohle  Brugnatel* 
li*s  vorhin  zur  Sprache  kam)  so  auch  Platin  vor  Construction  der 
Batterie  mit  rauchender  Salpetersäure  (oder  besser  mit  einem  Ge- 
misch aus  concentrirter  Scnwefelsäure  und  rauchender  Salpeter- 
säure) ladet  und  auf  entsprechende  Weise  durch  Aetzkali  (wo- 
von vorhin  gleichfalls  schon  die  Rede  war)  auch  die  Zinkplatten. 
Eine  zu  diesem  Zwecke  bequeme  V'orrichtung  brachte  ich  in  Vor- 
schlag, berechnet  auf  schnelle  Zusammensetzung  der  Batterie  und 
eben  so  schnelle  Aushebung  und  Ladung  der  emzelnen  Elemente 
derselben.  Wenn  es  nämlich  in  der  neuen  Ausgabe  von  Geh  1er 's 
phys.  Wörterb.  B.  VIII.  S.  lU  heisst:  „Ritter's  sanguinische 
Hoffnong,  durch  die  Ladungssäulen  die  galvanischen  Wirkungen 
ebenso  verstärken  zu  können,  wie  man  die  Wirkung  der  gewöhn- 
lichen EJektricität  durch  die  elektrischen  Batterien  verstärkt,  ist 
nicht  in  Erfüllung  gegangen :^^  so  suchte  ich  zu  zeigen,  dass  sie 
wirklich  in  Erfäliung  gegangen  auf  eine  Weise,  die  allgemeines 
Aufsehen  erregte,  und  doch  gerade  aus  diesem  Gesichtspunkte 
nicht  beachtet  wurde.  Ich  meine  näniUnh  jene  Hoffnung  Ritter*s 
sei  in  Erfüllung  gegangen  durch  Grove's  Piatina-  und  Bunsen's 
Kohlen -Batterie.  Ja  ich  glaube,  wenn  man  diese  Batterien  aus 
dem  oben  bezeichneten  Gesichtspunkt  auffasst,  dass  jene  Hoffnung 
Ritter 's  dann  noch  in  höherm  Grad  in  Erfüllung  gehn  könne. 
Einige  Coliegienversuche ,  welche  ich  in  diesem  Sinne  mit  Kohlency- 
lindem  Bunsen^s  anstellte,  die  auf  Brugnatelli's  Weise  geladen 
wurden,  fielen,  wie  schon  vorhin  erwähnt,  günstig  aus  fär  meine 
Ansicht.     Wäre  die  Assistentenstelle  bei  unsern   physikalischen 
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Cabineten  nicht  blo^i,  deo  gegebenen  VerhaUnissen  gemäss,  jnit 
Studenten  zu  besetzen,  o<^r  wäre  es  nicht  so  schwer,  junge 
Männer  zu  flnden  von  solchem  experimentellen  Eifer  wie  VVach 
war,  als  er  hier  seine  pharroaceutisch  -  naturwissenschaftlichen 
Studien  machte :  so  hätte  ich  leicht  sosrieich  auch  mit  Beziehung 
auf  6rove*s  Batterie  ^)  eine  Reihe  von  Versuchen  vorlegen  können. 


^*)  Es  sei  mir  eiianbt,  die  grosse  AnsdeUnattje;  des  experimenteUen 
Feldes  xa  bezeichnen.  Bekanntlich  deutet  der  Aasdmck  katalylisclie 
Kraft  eine  Wirknng  au  dnrch  Mose  Gegenwart  eines  andern  Körpers. 
Und  diese  Wirkung  dnrch  lilose  Gegenwart  "wäre  streng  erwiesen,  wenn 
wirklich  der  Elnfluss  des  Platins  auf  Knallgas  kein  krystallelek- 
trischer  (fgl.  die  ins  Philos.  Ma^az.  and  Journ.  Jul.  1824.  vol.  64. 
aus  dem  Joarn.  d.  Ch.  n.  PK.  B.  39.  S.  214 — ^250.  übergegangene  Ahhand- 
Inng,  sowie  B.  40.  S.  237.  n.  B.  63.  S.  377.),  sondern  einzig  und  allein 
You  der  Reinheit  der  Oberfläche  des  Platins  anhängig  wXre,  welche 
lelztere  Ansickt  nun  allgentein  geltend  geworden.  Sie  beruht  anf  der  im 
J«hr  1834  pnbUcirten  sechsten  Reihe  experimenteller  UnlcrsuelLun- 
gen  Ton  Farada^r,  deren  Hanpislellen  ich  den  von  ihm  gebranchren  Num- 
mern gemäss  (nach  der  Uebers.  in  Poggend.  AnnaU  der  Phys.  B.  33. 
S.  149  ff.)  anfuhren  will.  Da  nicht  Mos  positiv  elektrisirte  Platinaplat- 
len  das  JlnsUgas  7ur  Vereinigung  disponirien,  sondern  „auch  negativ  elek- 
trisirte Wirkleu ,  wiewohlnichtso  kräftig**:  so  kam  Faraday  (N.  590.) 
auf  die  Idee,  „dass  die  Wirkung  nicht  von  der  Elekirisirung  derselben  ab- 
hfioge,  sondern  von  irgend  einer  Structur  oder  Anordnung  der  'rhcilchen, 
die  es  während  der  Verknüpfung  mit  der  Säule  erlange,  die  aber  dem  Plaliu 
zu  allen  Zeiten  angehiire  und  ^sich  immer  wirksam  zeige,  sobald 
nur  dessen  0 her B ächc  vollkommen  rein  sei. **  Es  wurden  daher  (S. 599.) 
„Platinplatten,  die  auf  ein  Gemenge  von  Sauerstoff  uud  Wasserstoff  keine 
Wirkung  halten,  mit  einer  Lösung  von  Aetzkali  gekocht  und  darauf  in 
die  Ga^e  gebracht;  fiie  zeigten  sich  bisweilen  recht  wirksam,  bisweilen  aber 
nicht,  lo  den  letztem  Fällen,  schloss  ich,  war  die  Unreinigkeit  von  der 
Art ,  da^s  sie  nicht  durch  blose  Lösekraft  des  Aetzkalis  entfernt  wurde ; 
denn  wenn  ich  dieselben  Platten  mit  etwas  Schmirgel  und  der  nämlichen 
Aetskalilösnng  abscheuerte ,  wurden  sie  wirksam.**  Nach  N.  605  war  „die 
vortheiUiaf teste  Behandlung  des  Platins,  ausser  dessen  Gebrauch  zum  positi- 
ven Pol  in  starker  Säure,  folgeiide:  Die  Platte  wurde  über  die  Flamme 
efkex  VVeinsreistlampe  gehalten,  und  wenn  sie  keiss  geworden,  mit  einem 
Stack  Aetzkali  gerieben;  der  Ucberzog,  welchen  das  sckmclzcnde  Kali 
auf  dem  t'lalin  bildelc,  wurde  1— -2  Minuten  lang  in  Fluss  erhalten  und 
das  Platin  dann  znr  Forlschaffung  des  Aetzkalis  4  — 5  Minuten  laug  in  Was- 
ser gehalten,  abgeschwenkt  und  etwa  eine  Minute  Ling  in  heiste.s  Vitri«^ 
olöl  getaucht;  aus  diesem  wurde  eS  in  dcslillirtcs  Wasser  gebracht,  und 
zur  Entfernung  der  lelzlen  Spuren  von  Säwre  10—15  Minnlen  lang  darin 
gelassen.  Wenn,  es  dann  in  ein  Gemeng  von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  ge- 
bracht wurde ,  begann  die  Vereinigung  sogleich  und  schritt  rasch  fort ;  die 
Röhre  wurde  warm,  das  Platin  rothgliihend  und  der  Gasruckstaud  enlzün- 
deie  sich.  Diese  Wirkung  konnte  nach  Beliehen  wiederholt  und  so  das 
Maximum  der  Erscheinung  oli^ne  Hülfe  einer  Voltaischen  Bat- 
terie hervurgebracli  t  Averden."  —  So  weil  Faraday,  dfisften  Ver- 
such enlAchcidend  wäre  für  eine  neue  (von  der  elektrischen  verschiedene) 
»ogenaiinle  kalalylische  Kraft,  wenn  wirklich  durch  Behandlung  mit  hei»- 
.«kem  Aetzkali  und  heisscm  Vitriolöl  blos  gereinigt  und  nicht  zugleich  elek- 
trisch geladen  worden  wäre,  was  ja  selbst  dem  ursprunglichen  Versuche 
Döbereiner's  gemäss  ^chon  durch  die  dabei  angewandte  Erhitzung  ge- 
schehn  konnte.  Entscheidend  gegen  die  Heinigungstheorie  ist  es,  dass  der 
Versuch  sich   nicht   umkehren   lässl«    sondern   hcisses   Vitriolöl,    dessen 
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Nim  aber  scfaloss  ich  jene  Abhandlung  mit  folgenden  Worten: 

,,lch  bezeichnete  lediglich  die  Experimente ,  welche  anzustellen 
wären»  uro  jüngere  Männer  einzuladen  zur  Auslühning  dersielbefi.  Mei- 
nen verewigten  Freund  Ritter  wollte  ich  gleichsam  redend  einfuhren, 


Kiiiwirkang der  einer  positiven  Elektrisirnng  gleiclibedcutend ,  immer 
znietzt  angewandt  werden  tnuss.  Versuche  anderer  Art  zur  weitem  Aufklä- 
ranü  dieser  (mit  den  schon  im  Jahrb.  der  Chemie  nnd  Physik  1831.  B.  63. 
S..  375 — d80w  besprochenen  nahe  Knsammenh Engenden)  Erscheinungen  sind 
zusammengestellt  in  einer  bei  der  VerMammiung  der  Nalnrforsrher  in  Strass* 
hurg  im  Jahr  1848  tob  mir  gcsbliricbenen  Abhandlung.  Die  Bedeutsamkeit 
des  Contacts  der  am  posiKven  oder  negativen  Pole  sich  anhtturenden  (d.  h. 
hydroelektrisch  negativen  oder  positiven)  Körper  für  eiekiriaclie  Ladung 
wurde  auch  dadurch  dargethas,  dass  (worauf  meines  Wissens  zuvor  noch, 
niemand  aurmerksam  war)  eine  Platinketle,  dorcli  elekirischc  Ladnug  nach 
Rltter's  Weise  dargestellt,  im  Contacte  mit  KnaUlnft  sich  polarlsck 
umkehrt.  Zugleich  wurde  nachgewiesen,  dass  Uydrogen  es  ist,  welches 
dnrch  seine  Wiiiittng  auf  positiv  an  der  Yoltaischen  SHole  geladenes  Platin 
diese  Umkehrong  bewirkt  (znweilen  sogar  unter  den  dort  erwähnten  krampf- 
haften Zuckungen  der  Magnetnadel  im  Multiplicator).  Ich  sage  „pq»Uiv  an 
der  Yoltaischen  Säule  geladenes  Platin*',  weil  die  Umkehrung  der  La- 
dungskette durch  Einwirkung  des  Hydrogens  nicht  so  leicht  erfolgt  ^  wenn 
das  Platin  dnrch  Erhitzung  —  nacli  der  ursprünglichen  Weise  D5be- 
reiner's  —  positiv  geladen  wurde.  ^-  Zugleich  zeigte  ich,  dass  positiv  gela- 
denes Platin  aucli  reines  Hydrogen,  und  negativ  geladenes  auch  reine#  Oxy- 
gen  in  Wasser  verwandle,  wobei  allerdings  eine  hydroelekuische  Kette 
einwirken  mag,  die  aber«  anders  aufzufassen  ist,  als  unter  der  Form  einer 
Kelle  aus  zwei  Flüssigkeiten  in  Gontact  mit  einem  Metall.  Denn  diese  Auf- 
fassuttgsweise  kann  nnr  so  lange  gellen,  als  feuchtes  Platin  in  der  z.  B. 
halb  mit  Hydrogen  erfnilten  Röhre  thellweise  sowohl  mit.  Hydrogen  als 
mit  Wasser  in  Gontact  ist.  Jedoch  die  Verminderung  der  ^naliluft  durch 
positiv  (o<ler  anch  negüiiv)  geladenes  Platin  dauert  fort,  auch  wenn  Platin 
ganz  von  W^asser  bedVckt  ist  (wie  ich  diew  oft  geschn,  da  ich  den  interes« 
sanlen  Faradayischen  Yersnch  sogleich  zum  CoUcgienversuche  gemacht) ;  und 
dasselbe  findet  statt,  wenn  anstatt  Knallluft  reines  Hydrogen  oder  reine« 
Oxygcn  angewandt  wird,  nur  das^  alsdann  die  Wirkung  viel  langsamer  er- 
folgt. Wenn  also  auch  das  vom  Wasser  verschluckte  Oxygcn  und  Hydro- 
gen im  Gontacte  mit  Platin  sich  in  Wasser  verwandelt,:  so  ist  die  \vii4- 
same  elektrische  Kette  in  den  EUmfentari heilen  des  Platins  selbst  zu  suchen, 
wie  icfi  die  Ladungncrschcinung  stets  aufgefasst.  Das  am  positiven  Pol  ge- 
ladene Platin  erseheint,  verglichen  mit  der  gewöhnlichen  Yoltaischen  Kette, 
als  eine  Kette,  worin  die  positiven  (dem  Zink  analog  wirkenden)  krystall- 
elektrischen  Pole  geschwächt  und  znm  Theil  ganz  unterdrückt,  nnd  dafür 
'die  negativen  Pole  um  so  mehr'  gehoben  sind.  Da  nun  wenig  Zink  viel 
Kupfer  ib  Action  setzen  knnn,  und  diese  Kette  viel  kräftiger  wirkt,  als 
wenn  Zink  und  Kopfer  deich  gross  sind,  oder  Zink  die  relativ  grössere 
An^dehnnne  hat  (wie  ich  durch  die  in  Briefen  an  Ritter  bescbri ebenen  gal- 
vanischen Gombinationen  nachgewiesen):  so  begreift  man,  warum  anch  hei 
den  Ladungsphänomenen  der  analoge  Fall  eintritt  und  das  positiv  geladene 
Plalin  in  dem  vorhin  angeführten  Faradayischen  Ycrsuche  stärker  auf  KnaU- 
lnft wirkt  als  negativ  geladenes  Platin.  Was  aber  die  Einwirkung  des  ge- 
ladenen Platins  auf  reines  Hydroc;cn  nnd  reines  Ozygen  anlangt:  so  werden 
die  von  mir  im  Jahr  1842  darüber  publicirten  Beobachtaugen  bestätigt  durch 
die  im  Jahr  1845  mitgctheilten  Beobachtungen  von  Smee  (s.  philos. 
Magaz.  Ser.  III.  Yol.  XXY,  S.  434.  ubers.  in  Poggend.  Annal.  1815. 
N.  7.  oder  B.  65.  S.  470.).  Smee  nämlich  brachte  Platinstreifen,  woran 
Flatinschwamm  angeschweisst  war  (wobei  sie  oiEenhar  dnrch  Erhitzung  posi- 
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tiie  er  nit  Beziehung  auf  seine  LadungraSule  jetzt  snpreciien  wflnle, 
wenn  er  noch  unter  uns  w&re.  Ber  Vorwurf,  weichen  fnen  lim 
gemacht  hat,  ilnss  er  mehr  speculatrren  als  praktischen  Geist  ge- 
seiet»  trifft  nicht  sowohl  ihn^  ats  seine  Lebens -Verhältnisse,  er 
ist  begrfindet  iSberhaupt  in  der  zu  wenig  pralctische«,  bios  auf  Do* 


tiY  geladen  wiurdcn)  In  GlasirÖhrett ,  die  mit  Chlor|>latin^  o^t  Chlorgold, 
öder  Cltlorpttliadlntti ,  oder  salpf^ferfttrartem  Bilhfer  erfulit  'ti^en',  und  lies« 
dnnn  Hydrogen  aofsteigen  in  dfo-  Rßhreft-,  e«  dam  der  PUlSa^tnifcii  xxt 
llülfte  im  Hydrogen,  zur  Hälfie  in  der  MctaUö«ung  sich  befand.  Nnn  sali 
er  den  f  latiiistrc^feu  sich  \n\\  einem  tJebersng^  de$  redtacirten  MetalU  be- 
decken, führend  das  .Hydro^gen  sich  Terminderte.  Er  eiihlioaM 
daraus,  das  Mctnll  sei  «lureli  Hydroges  reduelrt  wöfdea«  Jedock  die  Ve«w 
mindermig  des  Hydrog«ns  ist  «bi  Atndrirck  der  £iBWirkang  detstiiiem  Mifi 
positiy  geladenes  Platin,*  dessen  Ladung  dadarck  geschwächt,  ja  umgekehrt 
wird,  so  dass  es  die  Rolle  eines  unedleu  Metaiis  spielt  im  Verhältnisse  zu 
der  in  der  Metalllösiing  stehenden  Hälfte,  an  welcher  ebqn  daher  das  Metall 
redncirt  wird.  Um  so  beachtnngsWeriher  muss  aber  nun  die  Verminderung 
des  Hfdrogens  scheinen,  antU  wenn  die  Ketidianflösuug  fehlt  und  der  posi- 
liT  geladene  Platinstreifen  blos  cor  einen  Hälfte  mit  Wasser,  und  znr  an- 
dern Hilfte  tnit  HyOrogen  In  Aeriilirung  ist.  Macht  man  das  Wasser  alka^ 
lisch,  80  hemmt  man  die  Wirkang^  welche  begünetii;!  wird  durch  Ansine-» 
rnng  d^ssel^m.  «^  Ick  h«be  «ohoa  in  jener  v«riii4i  erwähnten  Abhattdlnni^ 
vom  Jahr  t842  zogegoben,  das»  man  im  Siim«  der  gewöhnlichen  Tke«)id« 
die  Erscheinung  «rklS^'cn  k«un ,  Wenn  m«o  teben  sowohl  ein  hydr^geniirles/ 
als  ein  oxydirtes  Wa9sfer  luMiinm«.  Sonach  irürde  bcA  dte§«m  Vorsucke  "eina 
Combiuatiun  der  Wässerter Legvng  niid  der  Wasserbitdnng  s&tih  «o«  «^ieieh-f 
zeitig  Tor  Augen  stellen.  Und  die  Vevdiiiigttftg  dieses  Gegensatzes  koount 
vielleicht  Bflors  nach  in  midttrn  F4l41en  vor,  wo  man  aiekt  davan  denkt,  in- 
dem es  z.  B.  ganz  naturg«mHss  «dt^int,  selbet  im  sogenannten  Voitametefs 
während  Knallgas  am  geladen««  Platin  sich  entbindet,  ungleich  «n  WaBser- 
regencration  durch  Combtnallon  eines,  «ei  «s  auch  relativ  t:ech  so  kleineB 
Antheils  dieses  Knallgases  zu  denket^  Anf  alle  Fälle  isf  die  Sache  dazu 
angelhau,  uns  aufzurufen  zur  Revision  der  ganzen  Lehre  von  der  Wasser- 
zerlcgnng.  Denn  (wollen  wir  m  niiht  verkennen)  selbst  die  alten  berühm- 
ten auf  Wasserzeriegung  sich  beziehenden  Versuche  Lavoisi^r's  (dureh 
gliihendes  Eisen  oder  schmelzendes  Zink)  sind  in  neuerer  Zeit  wegen  der 
AttomaUea,  weiche  sich  darfioten ,  iu  Vergleichougmitilenen  von.der  W^sscr- 
hiidung  aus  Hydrog«n  und  OxTgen ,  obwohl  diese  AlleiuÄtehiend  iii«ht  culsclici- 
dend  för  die  Th<eo«%e  sind ,  vHriM;ks:e8e«zt  und  vernarhlässigt  worden.  Und  «nick 
die  galr  am  Ische  WaAiterzeriegnng  ascigt  einige  (nüt  der  Metalliadung 
im  Sinne  RillerV  siHamfti*enhnnge«d«)  sehr  bcicbtungAwerthe  Anomalien  ,  wo- 
von schon  imUahrb,  d«  Ck.  n.  Vhys.  1S28.  B.  52.  S.  234.  u.  251.  die  Rede 
war.  Daran  reih«n  siok  auch  die  AuomaLieu,  welche  ea(stehn,  wcun  mau 
Wasserzerlegnn^  einleitet  in  zwei  durch  einen  Zwiscliündraht  verbundenen 
Ciüsern.  Rezeichner  mau  z.  B.  den  Ozygcndraht  und  den  Hydrogcndraht 
von  Platin,  welrhe  von  der  Säule  ausgchn,  mit  0  und  ffj  und  die  Enden 
des  die  beiden  Olä.ser  verbindenden  PlatinilraUlOA  mit  0  und  A:  so  »tehn 
si'h  in  dem  einen  Olase  0  und  A^  in  dem  andern  O  und  AT  g^'getiiiber  ^  und 
wenn  0'  i\ni\  o'  üic  Volummenge  des  Oxygens,  H'  unA  h'  der*  Hydro^ 
gens  bezeichnen:  so  i«t2.(?'^A'  \xnA  ^' <^H' ^  obwohl  2»0'=ff'  und 
2,0' ^=A',  la  jedem  einzelnen  Glase  ist  also  die  Wai«erzerleguiig  gesetz- 
widrig, obwohl  2»0':=:zff'  imd2.(7'^=:A'  sich  zeigen  mag.  Mau  kann  aber  die 
Orsrizwidrigkeir  noch  vermehren,  wenn  man  einem  dünnen  Piatindraht  einen 
Platinstreifen  enlgegettietzt»  Woli«n  wir  die  grössere  Ausdehnung 
der  Fläciie  des  PLuinsireifens  durcik  Eina^hi  iessuug  in  Parenthese 
bezciclinen.  Dabei  stellte  im  geau^ineu  Rruunon Wasser  in  der  Art  sicli  die 
Zerlegung  dar : 
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dren  sestelHeii  Einrichtiiiig  ooMrer  UniTersitSteD.  Weil  bmw  «sf 
deatocnen  Akademien  nur  liei  anatomischen  Theatern,  nicht  aber» 
(wie  in  Frankreich  uml  England)  auch  in  chemiiscben  LaboratorieB 
ond  physikalischen  Cabineteo  förmlich  angestellte  Praparatores 
kennt:  so  war  auch  Ritter,  gleich  den  meisten  deutschen  Prides- 
soren  der  Physik  und  Chemie,  darauf  angewiesen,  Torzugsweis* 
im  Kopfe,  d.  h.  theoretisch  zu  ezperimentiren ,  während  er  b« 

Sraktischer  Ansf)ihrun^,  isolirt  stehend,  gewöhnlich  mit  den  ersten 
chritten  zum  Ziele  sich  begnügen  mnsste.'^ 

Schlu$$' Anmerkung.  Es  $ei  mir  vergönnt 9  lurn  Schlüsse 
der  Abhandlung  noch  einen  Blick  zu  werfen  auf  die  Einleitung 
tu  derselben.  Es  war  dort  sogleich  auf  der  ersten  Seite  von 
dreierlei  Anwendungen  der  fortschreitenden  Naiurwissenschafl 


0    (A)  lio)    ff 
1,78  2^  I  0,T8  2^ 

Man  sieht,  wie  anomal  die  Zerlegung  in  jedem  Glase  ist,  da  in  dem  Glase, 
worein  der  Oxygenpol  der  Sanle  geleitet  wurde,  1,78.2  =  3,56,  'also  cn 
▼Itl  Oxygen  erhallen  wurde  in  Yergleichung  mit  2,35  Hydrogen.  Im  rwei- 
ten  Glas  aber,  worein  der  Hydrogenpoi  der  Säule  geleitet  wurde,  ist  zn 
weni^  Oxyden.  Es  ist  nämlich  0,78 » 2  =  IM ;  »l«o  xu  wenig  Oxygen 
in  Yergleichung  mit  23  Hydrogen.  Aber  es  ist  2(0'-H'')=.iSr'4-A',  nSmlick 
1,78-f 0,78=2,56  Oxygen,  und  2,35 -f 2,8=5,15  Hydrogen;  und  2,56.2 
=5,12,  was  genau  (bis  auf  0,08)  stimmt. 

Bei  einem  andern  Yersnch  nioht  mit  comb&nirteu  P latinstreif en  und 
Drähten  augestellt,  sondern  allein  mit  Platindrähien,  aber  von  Terschiedenem 
Durchmesser  (indem  0  =  0,7<*»»,  A  =  0  =  0,5"»»  und  J^z^  1"^  im  Durch- 
messer betrug),  und  wo  in  destillirtes  Wasser,  das  mit  Schwefelsäure  ange- 
sinerl  war,  die  Drähte  geleilet  wurden,  betrug 


0     h 
18,5  35 


O     H 
15  32,5. 


Auch  hier  ist  in  einem  der  beiden  durch  den  Platindraht  hO  (ron  0,5">"> 
Durchmesser)  verbundenen  Gläser  des  Oxygens  xu  viel  in  Yergleichung  mit 
dem  Hydrogen  (indem  2.18,5  =  37,  während  nur  85  erhalten  wurden).  In 
dem  andern  Glas  aber  betrug  das  Oxygen  xu  wenig,  da  2.15=30,  während 
32^  Hydrogen  erhalten  wurde.  Jedoch  2{p''\-o')=^k''{'B'  wenigstens  xiemlich 
genau;    da  18,5 -f  15  =  33,5  und  85 -|- 32,5 =67,5;    aber  2.33,5  =  67. 

Grösser  werden  nülürlich  die  Anomalien,  sobald  Chlor  mit  ins  Spiel 
kommt ,  nämlich  wenn  Kochsalx  haltendes  Wasser  angewandt  wird.  Und  da 
noch  so  viele  andere  Nebenrücksichten  iu  BeitHchtung  kommen,  so  halle  ich 
längst  gewünscht,  einen  jungen  Mann  xu  eiper  grossem  Arbeit  über  diesen 
GezenslBud  anregen  xu  können.  Gegenwärtig  ihcile  ich  diese  isolirt  stehen- 
den srhon  vor  länger  als  xehn  Jahren  angeHtcllten  Yersodie  blos  darum  mit, 
weil  auch  andere  Anomalien  bei  .der  Ucberführong  der  Körper  von  einem 
tole  xum  andern  cur  Sprache  kamen  (s.  die  Afihandl.  von  Da  nie  11  und 
Miller  über  die  Elektrolyse  seeundärer  Yerbindungen  in  den  Phil.  Tr ans- 
äet. 1844  ubers.  in  Poggend.  Annal.  B.  64.  S.  18.)  und  weil  bei  der 
elektrischen  Telegraphie  die  grosse  Wirksamkeit  der  feuchten  Leiter  in  mei- 
lenlsuger  Ausdelmung  (durch  welche  momentane  Uebergänge  des  Hydrogen« 
und  Oxypens  von  einem  Pol  2um  andern,  oder  momentan  sich  forlpflan- 
xende  chemische  Zcrseixungen  erfolgen  müssten)  xu  neuen  Untersuchungen 
über  gcw^»s0  als  längst  eotschieden  betrachtete  Gegenstände  uns  aufrufen. 
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die  Rede ,  unter  denen  die  zur  Aufkläruna  der  Dunkelheit 
des  Alterihums,  obwohl  zuletzt  genannt ,  doch  kemesweges  den 
letzten  Rang  einnimmt.  Proben  einer  solchen  Anwendung  geben 
die  ersten  HauvtabschniUe  der  vorliegenden  Abhandlung;  und 
es  zeigte  sich,  dass  auf  diesem  Wege  die  Naturwissenschaft,  in- 
dem sie  uns  die  alterthümliche  Kunst  und  Poesie  von  einer  neuen 
Seite  zeigt,  zugleich  einflussreich  auf  neuere  Kunst  und  Poesie 
werden  hann,  ^  Nur  etnen  technischen  Gewinn  war  man  bisher  ' 
oewohnt  von  der  fortschreitenden  Naturwissenschaft  zu  erwarten. 
Und  aäf  dieses  technische  Gebiet  führte  uns  der  Anhang  zu 
dieser  Abhandlung.  Davon  aber,  wie  im  Geiste  fortschreitender 
Naturwissenschaft  und  durch  die  von  ihr  dargebotenen  neuen 
HälfrmUtel  nicht  blas  die  Medicin,  sondern  überhaupt  alle 
Vniversitätsttudien  einen  neuen  Auf schwung  gewinnen  könn* 
ien;  davon  sollte  nur  nebenbei  mit  einigen  Worten  in  der  Note  32.' 
die  Rede  sein.  Jedoch  schon  meine  erste  Abhandluna  über  ür^ 
geschichte  der  Physik  und  den  Zusammenhang  des  Heidenthums 
mit  einer  vorhistorischen  Naturwissenschaft  (welche  im  Jahrb.  iL 
Chem.  tt..  Pl^s.  von  1821.  d  g.  R.  B.3h  S.  223—252.  abaedmckt 
ist  und  im  Zusammenhange  steht  mit  dem,  was  in  vorliegender 
Abhandlung  in  Note  15.  '24.  26.  28.  zur  Sprache  kam)  führte  sor 
gleich  auf  Gesichtspunkte  hin,  wie  sie  gegenwärtiff  von  der  in 
der  Note  32.  erwähnten  Edinburgher  medicimschen  Mis^ 
sionsanstalt  ins  Auge  gefasst  werden^  und.  eben  darin  lag 
eine  grosse  Ermunterung  zur  Fortsetzung  jener  Studien  über 
Urgeschichte  der  Physik,  welche,  da  sie  den  Schlüssel  zur 
symbolischen  Hieroglyphe  darbot,  immer  umfangreicher  und 
anziehender  wurde,  obwohl  ich  damit  fast  ganz  isolirtstehn  blieb 
(vgl.  Note  14.  u.  29.)  seit  einer  so  langen  Reihe  von  Jahren.  Im' 
merhin  mag  man  sich  eine  solche  Isolirung,  welche  vorsichtig  und 
umsichtig  zugleich  macht,  aefallen  lassen  bei  theoretischen  Din- 
gen ;  eAer  bei  praktischen  {tote  sie  in  Jener  an  einen  ursprünglich 
Leibnitz* ischen  Plan  erinnernden  Note3>2.  zur  Sprache  kamen) 
ist  sie  um  so  schmerzlicher,  besonders  wenn  man  erwägt,  dass 
(dem  dort  Angeführten  gemäss)  es  leichter  war  in  diesem  Leibnitz- 
ischen  Sinne  auf  Peking  zu  wirken,  als  das  so  ganz  nahe  lic' 
gende  Ziel  zu  erreichen.  Aus  Indien  brachte  im  Jahr  1837  der 
ehrwürdige  Missionar  Bernhard  Schmid  eine  schöne  zoolooi- 
sehe  Sammlung  mit  für  den  in  seiner  nächsten  Umgebung  uTiöe- 
achtet  gebliebenen  Leibnitzianischen  Verein.  In  demselben  Jahr 
1837  war  die  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte 
m  Prag,  welche  Veranlassung  gab  von  dieser  schönen  ostindi- 
sehen  Sammlung  zu  sprechen  und  im  Leibnitz  ischen  Geiste  die 
neue  Akademie  in  Wien  zu  begrüssen,  welche  ichon  damals  im 
Plane  war,  der  nun  zur  Ausführung  gelangen  solL  Wirklich 
wurde  sogleich  damals  diese  zoologische  Sammlung  benutzt  xur 
Bereicherung  des  Museums  in  Wien,  sowie  des  üniversitäts' 
mtueums  in  Halle  und  eitles  Privatkabinets  in  Hamburg.  Dadurch 
gelanq  es  wenigstens  schnell  genug,  den  Sammler  m  Ostindien 
auf  eine  seine  Erwartung  übertreffende  Weise  zu  entschädigen. 
Vieles  aber  ist  noch  übrig  (vorzugsweise  ostindische  Vögel,  welche 
der  ausgezeichnete  Omttholog  Nitzsch  noch  kurz  vor  seinem 
Tode  sustematisch  geordnet  und  bestimmt  hat,  wodurch  die  blos 
mit  inaischen   Namen  versehene   Sammlung  einen  viel  höheren 
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Werth  erhielt).  Und  dieser  niihr  als  die  Bälfle  der  Sendmtff 
betragende  Veberreet  Jkihmie,  toefin  einoMpewessener  Verknuf 
pelinfft,  nun  woohl  der  Absicht  des  Ueberoringers  gemäss  am 
besten  benutzt  ^oerden  als  erstes  SamenAom  su  jenem  Reises ti* 
pendiüm,  wovon  in  Note  32.  die  Bede.  Wo  nicht*''} :  so  bietet 
sich  nun  eine  andere  Gelegeuiteit  dar  im  Sinne  der  ursprünglichen 
Tendenz  jenes  Leibmtxianischen  Vereins^  für  welchen  die  Sammlung 
UMtt  Indien  miigebracht  wurde,  den  noch  vorhandenen  fprösstem 
Theil  derselben  zu  benutzen.  Denn  offenbar  geziemt  es  sich,  mit" 
tuwirhen  zur  Färderuna  der  naturwissenschaftlichen,  namentlich 
botanuchen  Pfianzschtue,  welche  der  nach  Ostindien  turüchge' 
kehrte  Dr.  iheoL  Bernhard  Sehmid  nun  selbst  anzulegen  ini 
Begri^  ist.  Wie  begeistert  dieser  höchst  achtbare  Missionar  sei 
für  die  idee  einer  wissenschaftlichen  Propagaiidoy  zeigt 
sein  schöner  Brief,  welcher  abgethruckt  ist  in  den  Blättern  der 
Hamburger  Borsenhalle  1840.  N.  1825.  «.  442.  und  im  All- 
gemeinen Am  d.  Deutschen  1840.  N.  137.  S.  1834.,  worin 
es  ünteir  andern  heisst:  „die  Mönchsklöster  des  finstem  Mittel- 
alters schloßen  das  Wenige  der  ReligiodtiU  und  wissenschaft- 
lichen Geieiesthätigheit,  das^nock  in  der  Welt  exisiirte,  in  sich 
tm  und  benutzten' es  zu  ihrem  Privatvortheile ;  —  will  Deutsch- 
land seine  Universitäten  jenen  Mönchsklöstern  ähnlich 
machen,  tdlen  Nutzen,  den  diese  Hochschulen  schaffen,  nur 
für  sich  behalten  und  nur  so  viele  Strahlen  des  Lichts  der  Welt 
zusenden,  als  gegen  ihren  Willen  ihren  Grenzen  entschlüpfen?'^  — 
Und  ddiss  hdien  aus  seinem  Munde  zu  uns  spricht,  zeigen  seine 
vieljährigen  in  Indien  gemachten  Erfahrungen  und  Beobachtun- 
gen,   von  denen  er  eine  Probe  den  m  Nürnberg  versammelten 


'*^)  Es  liegt  nihnlich  ^vielleicht  im  PUne  der  BerUner  UnlTetsilÜt,  dl« 
Such«  gegenmfärli^  in  eiuor  Periode  theologischer  Wirren  nach  eine  Zeit 
lang  miin  sn  laMen.  Wenifttens  ist  Biji  jetxi  noch  heine  aaf  diese  Ange- 
legenheit titti  Beziehende  FuTiücetiun  erfolgt i  und  ich  «elbst  M'eiüS  dHroa 
nicht  mehr,  als  was  ich  im  Jahr  1843  in  der  Vorrede  der  DcniLschrift  zur 
SacuLatfcier  der  Uaiiversiiüt  Erlangen  als  acleomSssigcn  Anszug  abdrucken 
U«8s*  Da  kürzlich  in  Hiizig's  Ajmalen  der  Criminalrechtspflege,  fortges. 
Ton  Schletter,  die  den  Tod  meines  ßrnders ,  der  als  Opfer  seiner  Wissen- 
jBchaft  gefallen,  BetrcffencUu  Actenstiicke  ahgedrUckl  ^rnrden  (Im  Maiheft  18I6. 
3-  34.  d.  152 — 185.):  so' schien  es  ZM'eckmassig,  diesen  Aktei^stückeu  atich 
da«  vortreffliche  Ministcrfalrcicript  vom  24.  Nov.  1822  anzureihen,  welclws 
auf  jenen  an  seinem  Orahe  gestifteten  Leibnllzianischen  Verein  sich  hezoft. 
Nachdem  die  Xönigliche  Genehmigung  jenes  Vereins  mitgetheilt  %var,  hcis«t 
^s  zum  Schlüsse:  „um  diesem  Verein  auch  %iii«n foftdanerndeu  Beweis  th«- 
riger  Thsllnahme  tu  f^ßhen,  wird  das  Ministerium  für  denselben  einen  ange- 
messenen jährlichen  Beilrag  anazuwirken  lychen,  mnss  .sich  aber  den  des- 
faUsigen  definilivea  Beschluss  bis  aaC  weiteres  vorbehalten.  *'  Unter  diesen 
Umständen  fügt  die  Redaction  jener  Annalen  folgende  Bemerkung  bei: 
w Alles  kommt  hier  auf  Publicitat  an;  und  auch  die  Bed.  d.  Bl.  bietet, 
obwolil  diess  nicht  direct  juridische  Interessen  berührte  zu  diesem  Excursc 
gern  die  Hand,  besonders  da  man  bis  jetzt  die  Sache  blos  in  der  Torrede 
der  Denkschrift  zur  Sacularfeicr  der  Universität  Erlangen  im 
August  184ä  Cr wäluit  findet,  wahrend  von  Berlin  ans  hierüber ttoch  nirlits 
'rt  wordc.  Es  isl  zu  wünschen,  dass  die  versprochene  volLstlin- 
ublication  der  hieraaf  sich  besieiiciidea  Actenstiicke  In 
lelgelesescn  JountaC  eriiDk«inen  m^^e.** 
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Philologen  mittheilte.  (S.  Denksehr.  zur  Säctdarfeier  der  Uni- 
versität Erlangen  S.  47.),  Gegenwärtig  schrieb  mir  derselbe 
aus  Ottacamund  (auf  dem  Blaugebirge  Indiens)  am  1.  JuL  1846 
ton  seinem  Plane  ^  dort  ein  wissenschaftliches  Seminar  für  aus- 
erlesene junge  hoffftungsvolle  Indier  unter  jenen  Bergbewohnern 
2u  begründen  i  und  namentlich  auch  seine  botanischen  Studien  zu 
ihrer  Belehrung  zu  benutzen,  ,Jch  habe**,  fährt  er  fort,  ^ymeinen 
Plan  dem  tüchtigen  Botaniker  Dr.  Wif/ht,  Verfasser  des  Prodro- 
mus  Florae  PeninsiUae  Indiae  OrieTtUstis  und  anderer  Werke,  vor- 
gelegt, der  mir  seine  Beihülß  vei*spricht  Er  ist  jetzt  nicht  weit  von 
hier  in  Coimbotoor  angestellt.  Aper  mit  diesen  Ansichten  und  Pia- 
7Un  darf  ick  hier  fwcbnichi  hettbi^efe^,  wini^tniniehtunter  den 
Engländern;  sie  wurden  auf  j^ich  mit  Miueiden  alx^  auf  einen 
wissenschaftlichen  Schwärmer  eben  so  hinblicken,  wie  in 
I^eutsehländ  tnanc/ier  mtfmich  at$  mtf  einen  rellgilksen  Sehv)är^ 
mer  hingeblickt  haben  mag.  Diesem  zu  errichtende  Seminar  muss 
daher  durch  Unterstützung  deutscher  wissenschaftlicher  Männer 
vorzüglich  fortgeführt  werden,  während  die  Erhaltuno  der  drei 
Tamulischen  U7ia  einer  Hindostanischen  Schule  fitr  Mohameda- 
ner  und  andere  Ausgaben  von  den  Engländern  bestritten  werden/* 
Den  Botanikern  ist  Herr  Dr.  theol.  Schmid  vortheilhaft  bekannt 
durch  seine  früheren  Sendungen  eben  von  diesem  qsUndischen 
Blaugebirge  aus  an  den  zu  früh  verewigten  Professor  Zenker 
in  Jena,  der  mehrer  es  davon  publicirte.  Durch  ähnliche  Sen- 
dungen wird  er  denen  Ersatz  geben,  wetehe  -gißneigi  imd,  seine 
dem  Ausland  und  dem  Vaterl'ande  zugieieh^iüti&eäefk,  Begtrebun- 
gen  zu  fördern.  Sehr  qem  erbiete  uh  mich,  die  Zusendungen 
an  ihn  zu  vermitteln  dutch  Angabe  des  von  ihm  mir  brieftick 
bezeichneten  angemessenen  Weges  dazu.  Man  sieht  übrigerts  dem 
Dargelegten  gemäss  ohne  mein  Erinnern,  dass  Mos  theologische 
Einseitigkeit^  welche  durch  EioenhiUigkeii  nt  dei.  Wahl  der  Mit- 
tel zum  Ziele  die  Erreichung  desselben  ersekwerti  jenem  im  Leib^ 
niUischen  Sinne  begründeten  Vereine  (wovon  in  Note  32.  die 
Rede  ist)  ungünstig  sein  kann.  Was  darüber  auf  historisehem 
Standpunkte  zu  sagen,  habe  ich  dargelegt  in  der  am  31.  Octo- 
ber  ]m4  gehaltenen  und  auch  in  besötideren  Abdrücken  erschien 
neuen  Inauatsrationsrede  des  Höllischen  ümeersitätsgebäudes  „de 
rebus  indicis  Aeademiae  Fridericianae  ikde  ab  ejuU 
origine  peeuliari  quadam  niodo  ejsimiaque  maiärum 
münificentia  commendatis^*^  ^  Neuerdiaigs  aber  gab  mir, 
Schubert' s  Spiegel  der  Natur  (welches  Bueh  mU  Mückstchi 
auf  denselben  unter  Protection  Seiner  Königlichen  Hoheit  des 
Kronprinzen  von  Bayern  stehenden  Verein  zur  Verbreitung  nütz- 
licher Kenntnisse,  von  weichein  schon  vorhin  die  Rede  war,  ab- 
grfasst  ist)  ganz  spedelle  VeranlAssting,  mich  über  geu)isse 
Hauptfragen  unserer  Zeit  ausiusprechen  (in  der  AUg.  lAU 
Zeit.  Mai  1846.  IS,  99.  u,  100.;,  und  ich  bitte  besonders  die  dort  dar- 
gelegten Zahlenresultate  zu  beachten,  da  deren  Gegenseitige 
rergleichung  allein  schon  aufrufen  kann,  einige  Aufmerksamkeit 
dem  zu  schenken,  was  in  jener  Note  32.  zur  Sprache  kam. 
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Heber  einen  (Satz  Ton  dem  drelaxij^en 

Kllipsold,  Ton  welchem  die  Orandfor- 

mel  der  sphärlsclften  Trigonometrie  ein 

besonderer  Fall  ist. 

Von  , 

dem  Herausgeber. 


Die  Formeln  der  sphSrischen  Trigooometrie  auf  das  allgemeine 
dreiaxige  EIKpsoid»  von  welchem  die  Kugel  ein  besonderer  Fall 
Ist»  zu  jerweitem»  ist  mit  mehrfachen  Schwierigkeiten  verkniipfl. 
Nach  verschiedenen  derartigen  Versuchen  ist  mir  jedoch  eine 
solche  Erweiterung  für  jetzt  wenigstens  bei   der  Grundformel  der 

fesammten  sphärischen  Trigonometrie  >  welche  die  zwischen  den 
rei  Seiten  und  einem  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  Statt 
findende  Relation  ausdrückt ,  gelungen,  und  ich  erlaube  mir  daher, 
den  Satz  von  dem  dreiaxigen  ^  Ellipsoid ,  zu  welche^  diese  Unter- 
suchung geföhrt  hat,  im  Folgenden  mitzutheiien,  weitere  Betrach* 
tungen  über  diesen  Gegenstand  einer  andern  Gelegenheit  vorbe* 
haltend.  Zugleich  enthält  das  Fokende,  wie  es  mir  scheint,  einen 
wegen  seiner  Allgemeinheit  sehr  bemedigenden  analytischen  Beweis 
der  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie,  welcher  vielleicht 
für  die  Leser  des  Archivs  gleichfalls  von  einigem  Interesse  sein 
dürfte,  da  er  im  Ganzen  auch  nur  wenige  Vorkenntnisse  aus  der 
analytischen  Geometrie  —  bloss  einige  der  einfachste^  und  bekann- 
testen Grundformeln  dieser  Wissenschaft  —  in  Anspruch  nimmt. 


Die  Gleichung  einer  beliebigen  Fläche  in  Bezug  auf  recht- 
winklige Coordinaten,  die  wir  in  dieser  Abhandlung  immer  zum 
Grunde  legen  werden,  sei 

und  (^1^1 2i)  8^1  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Fläche,   so  dass  also, 
wenn  wir  der  Kürze  wegen 

2)    Ui^f{xi,yi,xi) 
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setzen,  \ 


3)    «i=/'(^i5yi»^)  =  0 

PiViii)  ßeleg 

lytbchen 


ist.    Die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (xitfiZ^)  geleeten  Nor 
male   dieser  Fläche  sind    nach   den   Principien    aer  and} 


Geometrie 

8tti         ,8ifi  Stil   ' 

wo  natOrlich  alle  Differentialquotienten  partielle  Differentialquotien- 
ten sind. 

Ist  nun  die  FiSche  ein  dreiaxiges  Eiiipsoid,  dessen  Gleichung 

»'  (f)'+(ir+(o*=' 


ist>  so  ist 


und  folglich 


«'  "=(9'+(l)'H0*->. 


^  8tt_2ar      8tt_?y      8w_2« 

Also  äind  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (:riy|Z|)  des  Ellip^ 
soids,  f&r  welchen 

"  a)"+©*+(^)*=' 

ist,  gehenden  Normale  des  EHipsoids: 

9)   ^-"^1— y~yi_^~^i^ 

£i  Ä  3l   ' 

a«  6«  €* 


oder 


oder 


10)    «»(l-J)=6»(i-^)=e«(l-.^), 
^i  yi  *i 


a>  6*  (fl 

Sind  jetzt  (itiyiZi),  (X2y2,z^,  (^nSfnH)  ^^^  Punkte  des  Eilip- 
soids,  und  folglich 
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12) 


(?y+(f)^ft)='= 

so  sind  nach  dem  Vorhergehenden 


j^ 


5i 


13) 


6» 


^i^* 


a«  Ä«  e« 


die  Gleichungen  der,  diesen  Punkten  e^prechenden  Normalen  des 
Ellipsoids. 

Wir.  wollen  jetzt  durch  die  dem  Punkte  (^ri^iz^)  entsprechende 
Normale  und  durch  den  Punkt  ix^i^ii  eine  Ebene  legen»  und  uns 
in  dieser  Ebene  diirch  den  Punkt  (arij^i^)  eine  auf  der  demselben 
entsprechenden  Normale  senkrecht  stehende  gerade  Linie  gezogen 
denken.  Dia  Glekhungen  dieser  Ebeee  und  dieser  geraden  Linie 
seien  respective 


und 


14)    4i^+iliy4rC\i+l^=0 


16) 


^1  Gl         Bi 


Weil  die  durch  die  Gleichung  14)  charakterisirte  Ebene  durch 
die  Punkte  (.Ti^iZi)  und  {x^^z^  geht,  so  haben  wir  nach  14)  die 
Gleichungen 


und 


j4i(ar-xJ+Jffi(y-yi)+ti(z-i|)=0, 
^     t  Ji(a:-:ri)+/li(y-yJ+Q(r^2i)t=0; 


17)    ^i(a:x-.:i:^+A(yi-y^+Ci(ii-2i)=0. 


Weil  ferner  ilie  durch  die  Gleichung  14)  oder  durdk  die  Gleichung 
16)  charakterisirte  Ebene  durch  die  dem  Punkte  (^tyi^j)  ent- 
sprediendb  Normale  des  ElKpsoids  gebt,  und  diese  Normale  also 
ganz  In  der  in  Rede  stehenden  Ebene  liegt,  so  erhaben  wir  — 
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dem  ersten  Systeme  4er  Gleichangeo  13)  und  der  ersten  der  bei- 
den Gleichungen  16)  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


18)    A,^+B,%+C%=^0. 


Weil  aber  auch  die  durch  die  Gleichungen  15)  charakteri- 
sirte  gerade  Linie  ganz  in  der  durch  die  Gleichung  14)  oder 
durch  die  Gleicfaungett  16)  charakterisirten  Ebene  liegt,  so  erhal- 
ten wir  aus  den  Gleichungeo  15)  und  der  ersten  4er  beiden  Glei- 
chungen 16)  die  Gleichung 

19)    A^Fj^+B^Gi+C^Hx=^0. 

,  Weil  endlich  die  durch  die  Gleichungen  15)  charakterisirte  gerade 
I^inie  auf  der  dem  PtunUe  (^yi^i)  entsprechenden  Normale  des 
Ellipsoids  senkrecht  steht,  so  erhalten  wir  nach  4®n  Principien 
der  analytischen  Geometrie  aus  dem  ersten  Syt^teme  der  Gleichun- 
gen 13)  und  den  Gleichungen  15)  die  Gleichung   , 


oder  \  ' 

Aus  den  drei  Gleichungen  17)  >  18)[>  10),  nSmSch  ans  den  .drei 
Gleichungen 

( C^i-Ä:a)Aif^3ri-y2)^+(^i-«j)Ci=0,. 

wollen  wtr  ntin  die  drei  Grössen  Ai,  B^;  Ci  elhnhih^en.    Zu  Aeüi 
Ende  multipliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

und  addiren  sie  diinn  eu  einander;   so  erhalten  wit  nach  leichter 
Rechnung  zuerst  die  Belebung  •    '    ,      ^ 
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und  hieraus  ferner  die  Gleichupg 

+l(%-ai)g-(^,-:»^^)G,   [=0. 
Weil  nan  aber  nach  20)  , 

ist«   so  ist  9   wenn  man   aas  diesen  beiden  Gleichunffen  nach  der 
Reihe  die  GrOssen  Bi,^  G^t  F^  eliminirt»  wie  man  leicht  findet: 
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oder 
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-p((^i-^)p-^yi-ya)  fi) 
f -.^((^1 -^a)f5~(y,-ya)  3-)) 


und  man  kano  also  offenbar 
fl^;^^(x, -x^^_(y,  .y,)  J^+ (,.-z,)  ((a)*  +  (f.y) 


li  ^ 

oder 


Theil  X.  11 
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setzen.    A.uch  ist 

p.=  («.-^j(?)'+6-)'+00*s 

c.=  <«-^S(Si)'+(^)'+(j)'i 

-|ri(*.-»i)5i+(»i-»j''i+<=i-'J?i' 
«.=   <,_^j(a)%(|.)%(a)-| 

und  folglich 

Fi'  +  Gi'  +  iSfx« 

also 

26)    Fi«  +  G,«  +  Äi» 

Verbinden  wir  aber  den  Punkt  (^iViZi)  auf  ganz  Sholiche  Art 
mit  dem  Punkte  (x^y^tz),  wie  wir  denselben  vorher  mit  dem 
Punkte  (ara^z«)  verbunden  haben,  und  bezeichnen  "dann  die  den 
vorher  durch  f\,  Gi,  ifi  bezeichneten  Grossen  entsprechenden 
Grossen  durch  Fi\   Gi',  Äi';    so  ist 
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»■■=  <--'<?.)"+(P)'+(»)'' 

und 

27)    /i'»+<y,'«+fl^'. 

Am  24}  und  26)  erhalt  man  aber 

=(..-.«)(..-.,)i(5)'+(f^)'+(^)')- 

-<-•-»>?  O)'+(8)"+(?0'H(..-..)g 
-(^.-*«)^<3)"+Cg)"+(j)'ll(.,-..)g 


11* 
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:    ..+(yi-y3)^+(*i-«3)Ji> 

\     •  •  • 

".      _    '    .'    +'(yi-ys)^+(«i-^)^iJ 

also,  wie  leicht  erbellet:  ^^  ^ 

28)    F,Fi'+ÖiGM«i«i' 

X  K^i  -.T3)  3  +  (yi-.y3)p+(^i"-:r,)^!. 

Von  dem  Anfaii&e  der  Coordihaten  wollen  wir  uns  jetzt  an  die 
Punkte  ^  "^ 

des  Ellipsoids  respective  ulie  ygeradeo  'Linien 

gezogen  denken,  und  die  von  den  Linien 

/?a,  A3 ;    /i^3 ,  /?i ;    /i?| ,  R^ 
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am  «Anfiuigspunkte  der  Goovdinateii  aU  ihrer  g^imeiBSohafftlfcheo 
Spitee  eii^eseblofisenen«  liSO^  nicht  fii^rsteige^den  Winkbirei^^e- 
tWe  durch 

••    ^»     -.:  •  .5",  r      ■    ;l    .•  :• 

'  «1»    «2«    «^3^  .  ,  '        • 

die  Entfernungen  der  Punlte 

(^2^i?hi)>  (^sya^s);  (^zyz^) >  (^m^i);  (^lyi^i),  O^^y^tCt) 

von  einander  aber  respective  durch 

El,  E^,  E^ 

bezeichnen;  so  ist  nach  einem  bekannteii' Satze  »der  ebenen  Tri- 
gonometrie 

JEa>  rrr  A3«  +  1?^«  —  2Ä3 JKi  cos  Oig  , 

Ei'zzzRi^  +  Äa*^2ÄiÄaCos  a^. 
Nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  ist  aber 

UDO' 

£,«=  (ars  -  a:i)»  +  (^3  - 3,,)»  +  (z,  -2,)», 
£i' =  (xi  -  ;ra)»  +  (yi -ya)»  +  (*i -za)«. 

Ffihrt  man  dies  in  die  obigen  Aäsdrifcke  von' 

•  ■  E^\E^\E^^  ■'•.;• 

ein,  80  erhält  man,  nach  einigen  ganz  leichten  Heductionen  die 
Gleichungen  ' 

«2*3  +  ;/2y3  +  22^  =  ÄjÄs  COS  «1  \ 

«si^i  +  ysyi  +  2331  =  R^Ri  cos  112, 
^i^+yiy2+2i22==Äi/^cosÄ3; 

aus  denen  sich  sogleich 

.■TagTs  +  yi^3  +  ia23 


«^^=" -ßiS 


'3 


29)    ;coe«a=^^*^%i^. 
costta-  ^^ 


ergiebt 
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lee 


Durch  den  Anfang  der  Coordinaten  sollen  wir  uns  jetzt  eine 
der  dem  Punkte  (^i^iZi)  entsprechenden  Nonnale  des  Eilipsoids 
parallele  gerade  Linie  gelegt  denken»  und  die  Coordinaten  ^ines 
der  beiden  DurchschniSspunkte  dieser  geraden  Linie  mit  der  Ober- 
fläche des  Eilipsoids  durch  l^»  iji,  ii  bezeichnen;  so  sind  nach  13) 


30)    ^=2L^1. 

a»      *•      c* 
oder 

die  Gleichungen  dieser  geraden  Linie.  Die  Entfernung  des  Punk- 
tes QitiiSi)  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  sei  ^i ,  und  die  von 
den  Linien 

an  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  als  ihrer  gemeinschaftlicheo 
Spitze  eingeschlossenen  5  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  seien 
r^pective 

•^1>1>    -^»2»   -^1*8  5 

so  ist«  wenn  wir  die  Entfernungen  des  Punktes  Qitiiti)  von  den 
Punkten 

(^ijfi^i)*  (^a»»^),  (^z9zH) 

respective  durch 

-^»1»  ^»%»  -El,} 

bezeichnen,  nach  einem  bekannten,  schon  oben  angewandten  Satze 
der  ebenen  Trigonometrie 

«'iu  =  ^i*  +  Äi*-2^ißiCosiVi,i, 

und  folglich»  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  oben: 

cosiVi,!-  ^^  , 

Weil  nun  aber  der  Punkt  (£ini£^^  in  der  durch  die  Gleichttu- 
gen  30)  charakterisirten  geraden  Linie  liegt;  so  ist 


Digitized  by  VjOOQ IC 


1«7 

k--%=k. 

a*      6»     c*     . 
also 

Bod  folglich  nach  32): 


COSiV,,!  = ti  , 

33)  <  co8J\i^= ^ &, 


coaJV„a=!J ^         '^       &. 

Nach  den  Principien  der  analj^tUcben  Geometrie  ist  aber 
also  nach  dem  Obigen 

— ©^     ' 

oder  * 

Folglich  bt 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  Z| 
und  (x  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  d.  h.  jenachdem 
die  Punkte  (xiViZi)  und  (^ii7i£J  ^"^  einer  und  derselben  oder  auf 
«ntgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  der  xy  liegen.  Nehmen  wir 
also,  was  offenbar  Teistattet  ist»  flüi  (iiviiii)  immer  denjenigen  der 
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IM 


beiden  Durchschnittspunkte  der  durch  den  Anfang  der  Coordina- 

;en  i 

ipsc        ^  ^     ^        ^ 

Ellipsoidsy  welche;:  mit  dem  Punkte  (^i^iZi)  auf  einer  und  dersel- 


tspuDkte  der  durch  den  Anfang 
ten  mit  der  dem  Punkte  (xijfih)  entsprechenden  Normale  des  El- 
linsoids  parallel  gelegten  geraden  Linie  mit  der  Oberfläche  des 


ben  Seite  der  Ebene  der  a:y  liegt ,  so  ist 
und  folglich  nach  33): 


cos  Nifi  = 


34)     /  casiVi^: 


C0SiVi,3: 


von  welchen  drei  Formeln  man  wegen  12)  die  erste  anch  unter  der 
einfacheren  Form 


35)    cosiVi^=: 

darstellen  kann. 

Nach  25)  ist  nun 


*.v  öJ  <io'+oj 


^i'+A'+i^i' 


also  BAch  dem  Vorhergehenden,  wie  leicht  erbeUen  wird; 
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1  Ä.    • 

• IL i/e;«  AT  .  ^  :^«:«  Te-    "ms 

COSiV'j,!  " 


CD' 

D  ■ 

—  2  ;^  (C08«S— COfl  (JVi„ -r  iV,«)) 

'  -2^(cos«g-cos(iVi,i  +  iVi^)] 

Auf  ganz  ähnliche  Art  ist  qach  27) 

Äi*cosJV„i»(F,'«  +  Gj'« +  /li'*) 
^jyT— (siriiV%,i  --2^(cosa2--cosJVi,i  cosiVi,3)  i 

1  R 

-2^(coscf8-cos(Ai„-iV„3))  I 

*  B  I 

— 2  j^(cosai-co8(iVj„  +  N,„))  ] 

Nach  28)  ist  aber 

I 


'  COS 


cos 
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also  nach  dem  Vorhergehenden 

~  R  'cosiV,  »(i^*  — J^A^cosfl^+/ZalgaC08«i~JBafiiCosaa) 

_/|_:^   cos^i>tt     Äa    co8  2Vt,a      Äa   Äa   >C08iVini  cosJVj^ 
'       Äj  '  cos  Ni,i      Bi'  cos  iVi  ,1 "'"  Äj  '  Äi  '  cos  Ni  ,i '  cos  Ni,^^ 

1  Äa     Ä 

=  cosJV    «lfi»"-^i>i*  +  g-  •  ^(co8«x  —  cosiVi^  cosiVj^) 

*'*  *     *      Ä. 

An 

—  -gr  (cosffa  --  cos  Ni,i  cos  iVj^ 

Von  dem  Anfange  der  Coordinaten  aus  wollen  wir  uns  jetzt 
zwei  den  beiden  in  dem  Punkte  (^i^i^i)  auf  die  diesem  Punkte 
entsprechende  Normale  errichteten  Senkrechten,  deren  Gleichungen 

F,  Gl  Hl 

und 


Fl     ""    Gl'  -   Hi 

sind,  parallele  gerade  Linien  gezogen  denken ,  deren  Gleicbungeo 
also 

Fi^Gi'^Hi 

und 

^  _  ti l_ 

Fl'  — Gl'  — Hl' 

sind«  und  in  diesen  beiden  geraden  Linien  zwei  beliebige  durch 
die  Coordinaten  X^  F|,  Z^  und  XJ ,  fy ,  Z^' bestimmte  Punkte, 
deren  Entfernung  von'  einander  durch  iEi  bezeichnet  werden  mag« 
und  deren  Entfernungen  vom  Anfange  der'Coordiifaten  respective 
2(i  und  3!(t'  sein  sollen,  annehmen.  Bezeichnen  wir  nun  den  von 
«liesen  beiden  geraden  Linien  eins^e^chlossenen,  180^  nicht  über- 
steigenden Winkel  durch  Ai ,  so  ist  bekanntlich 

aSi»  =  Äx'  +  Ä/*-2ÄiÄi'  cos  Ai , 

also  nach  einem  bekannten,  im  Obigen  schon  mehrfach  angewand- 
ten Satze  der  analytischen  Geometrie: 


Digitized  by  VjOOQIC 


171 

woraus  sogleich 

cosA, ^^, 

folgt    Nun  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden 

und 

Fl' — Gl' ~  Hl" 
abo 

F  G  F '  (^ ' 

Xi  =  -g-Zi,  Ii  =  j5-Zi  und  Xi  ■sz-jr; Zi ,  Yi  ■=. -g-,  Zi  . 

Folglich  ist 

COS  Ai  -  HiHi'lBiiTBii'  ^^^\  • 

Aber  lielunntlich 

nnd  folglich 

-±^»^1  \ /^1-i^,'* ' 

wo  man  das  obere  oder  untere .  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem 
Z|  und  Zi  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben«  d.  h.  jenach- 
dem die  beiden  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  aus  gezogenen 
geraden  Linien  auf  einer  und  derselben  oder  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  der  Ebene  der  xy  liegen.  Also  ist  nach  dem  Obigen 
mit  derselben  Bedingung  wegen  des  Vorzeichens:    . 

38)    ^Ai^^ FiFi'^GiGi'^HiHi' 
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^  l8t  nun  HiHi    positiv,  d.  li.  haben  die  Grossen  U^  und  Hi 
gleiche  VorzeicheB,    so  iat  niit  derselben   Bedingung  wegen  des 
Vorzeichens  wie  vorher: 

37)    cos^,=± ^i^V  +  C^'  +  ^^^ 


Ist  dagegen  H^Hy^  negativ^  d.  h.  haben  die  Grössen  H^  und  H^ 
ungleiche  Vorzeichen,  so  ist  mit  derselben  Bedingung  wegen  des 
Vorzeichens  wie  Vorher: 

38)    co8\4  =rT  ^\^\  '\r  QiG\  ^J^iUx 

Nach  dem  Obigen  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

1/ —  _äJZ^_     i/i      ^cosiyi,g 
39)      1      '^*i*«>«^in"      c»  ^^"^ÄiCosiV,,,^' 

^*  -  Äi*  cos  iVi,i>  ""  c*  ^^ ""  Äi  cosA,,/- 

Wenn  wir  nun  in  den  Ausdruck  von  cos^^^  die  aus  dem  Obi- 
gen sich  ergebenden  ÄusdrCicko  von 

und 

/\*  +  Gi«+ÄxS  Fi'*  +  G|'«  +  J?i'" 

einfuhren,  so  erhalten  wir  Folgendes. 
Wenn  die  Grossen  Hiy  Hi  ,   d.  L 

Äjl^COSiVi,!»         C«^  ÄiCOSiVi,/* 

Ä,'»  cosiVi,i*'^c*''^^     Äi  cosiVj,/' 
oder,  was  Dasselbe  ist,  die  Grössen 

xi  -  zs  —  ^^^'L^    ^"^  C^i  cosiVi,!  -  iZj  cos  iVi,8) 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  mit  derselben  Bestimmung  wegen 
des  Vorzeichens  wie  Vorher 
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40)     €OaJ|=: 


—         ^  (cos  «a  —  cos  iVi,s  cos  JVi,i) 
--         -^  (cos  »3  -^  cos  2^1,1  cos  iVi,a) 


SIDJ 


![8iniVj,ia-2  J*-(cos«3 -cosiVl,^cos^^,a)  +  (^)^*n^l^*^^ 
x:fsiliiVi,i2-2-^  (cosff2-cosiVi,iCosiVi,3)+  (ß^y*siniVi,32]l 

0-^1»!*+  gf*  IT'^^®®^!  —  cos2Vi,aCOsiVi,3) 

—  ^  (cos  a*  -  cos  iVi,3  cos  Ni,i) 

R 

—  ^ (cos «3  —COS Ni,i  cos -Wi,a) 

r(6iD2Vi,j-^siniVi^«  -  2  ^  (co8a3 -  cos  (^l,l  -  ^i^)  ])  ^ 
/><[(sia^l,l-^siniVl,3)«--2^(cosa3^cos(^^,l--^i,3))]| 

sin  Ni,i  *  +  ]^  •  j^  (cos  «1  —  cofi Ni,2 cos iVi,8) 
—         ^  (cos or2  ^  cosiVi,8  cos iVi,i) 


=+ 


R 

-  (cos%-r.cosiV,,i  cosiVi^)  ) 


Ri 


L[(siD^l,l+gf  sinJVi^*  -  2~^  (cosa3-cos(^l,,  +  ^,^)]j  ' 
[(siniV,,,  +^  8iniVi«r-2^(cosc.»-.cos(iVi,i+iV„3))]) 

oder 

41)  cos/^i=  *t 

i?i  "sin  Ni^i^  +R^Rz  (cos  a^  —  cosiV^^  cos  iVj  ^) ' 
—  jffi  Ä,  (cos  «2 — cosiVi,3CosiVi„) 

\       —  Ri  JRfl  (cos  ofg  -—  cos iVi  ,|  cos  iVi ,a)  J 

^Äi»aln  iVi,^ »  --2ÄiÄa(cosa3-'CosiVi,iCOsi^^+l?;;^sliiJVi,a»^ 
XjÄi«  siniVi;!«  — 2ÄiÄ3(cosaa-coßiVi,iC08iV|,B)+Ä8*wnJVi,3») 
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(  Äi «  8\nNi,i  ■  +  Äj Äj  (cos  c^  — co8iVi,aCog;^i,s)  \ 
—  Äi  jRa  (coso^— codiVi,,  coaiVi^i)  | 
^ —  Ri  jffa  Tcosa^  *-  cofl  JTi,!  co8  iV| ^)  / 

^  XHRi  8iniVx,i--ÄjsiniVi,3)»--2ÄiÄ8(co8ffa--co8(iVi,i-2Vi^))) 

IÄi  •siniVj,!  '  +  Äa  A3  (cos  «1  —  cos  iVj  ,a  cos  iVi^)  % 
—  Äj  /Zj  (cos  «2  —  cos  iVi,3  cos  iVi,i)  ! 
—  Ri  Äa  (cos «3  —  cos  Ni,i  cos iVj^  ) 

{ {Ri  sin  iVi,i+ÄasiDiVi^  ^  -  2  Äj/Za  (coi^  03  ^  cos  (iVi,i+iV,^)*j 
X{(ÄisiiiiVi,i+i?38iniV„3)»-2Äii?3  (cosoa— cos(iVi,i+iVi,3))  { 


? 


Wenn  dagegen  die  Grossen  Hi,Hi,  d.  i. 

a^i-^ i  Ti -.  Äacosi^^-x 

Äi*cosi\ri,i«       c'  V.*       Ri cosiVi,!  J  ' 

^"^  3=1  r,      ^£os2^-^. 

Ä,  *  cosiVi,!*        c«  V.*""  Äi  CO»iVi„  J ' 

oder,  was  Dasselbe  ist,  die  Grossen 

h  -«a-  ^'     ^^j"/^^'^  (Ä,  cosiVi,!  -  ÄaCosA,^, 

/ 

Z»  Rt  COS  iVi,|  ,  „  »T        >     r»  »TV 

ii  -z,  —  -*— ^, — ^  (i?i cosiVi,j  — Ä^cosiV,^) 

angleiche  Vorzeichen  haben,    so  ist  mit  derselben  Bestimmung 
wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher: 

42)   C08i<i=: 

RR*  \ 

\bNi,i*  +  -^  •  »-(cos«!  — cosiVi,a  «»«.Ai,,)! 

jo  »    f 

—  ^  (^^^  ^  ~"  c<>s2Vi,3  cos  iVi,i)> 
»  I 

—  ^(cosa3  — cosiVj,!  co8iV|,a)) 

4  [siniVi,,»  -.2^(co8ai-cosiVi,iC08iVi^  +  (^y«?iiiVi,a']i* 
W8io^la«--2§(co8«a-cos^^,lCosiV^,3)  +  (^)%iiiiV;«*]  I 
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siniVi,,*  4-  -^ .  ^(cosoTi— coa-ZVi^co« JVi,8)\ 
—         ^ (cos  e^—  CO« iV| ,3  cos  iVi,i)> 

D  I 

I  —  jFT-  (cos  «i—  COS  iVi,i  COS  Ni^  J 

siniVi«!  —  ^siniV,^)*  — 2  j^  (coscfj  —  cos(iVi,i  —  Ni^)] 
X[(8iniVji,i— ^sm2Vi,3)*  —2^  (cosaj— cos(iVi,i  —  Ni,^))] 

sin  JViH*  +^'^  (^^®  ^1 "~  ^®«  ^i^cosiVi,j) 
^  (cos  0^  —  COSiVj,!  cosiVi^ 


[(sini 


iVi,i+^«n^i.«)*--2^(cos«3-cos(2Vi,j+iVi^)]l 
l^ln  +  ^«n-W^,s)•-2^(cosaa-cos(^l,l+^^,a))]t 


[(sio 
X[(siiiiVi,i  +  ^ 
oder 


43)    cos^i  = 


C  12i«siniVi,i«  +  fi,iR3(cosai-cosiVi^cosiVi„)  0 

^  — AjL/2B(cosa^---cosi^i^cosi^i,i)  > 

-p         C — J?i/?a(cosc%  —  cosi^j^iCosiVi»^   I 

iTn^^sl^^^^i^^^c^ 

^  X{Äi«8iniVi,i»-2Äi  Ä3(cos«a-cosiVi,iC08JVi,s)+ÄB*8iiiiV„8«J 

J'  Bi*  sin  iVui  •  +  R^Rn  (cos  «i  — cösiV^^cos Ni^ 
— Äj  Äs  (cos  0^  —  cosiVj^  cos  Ni^i 
_  > --/?ti?a(cosga  — cosJVi,iCOSJVi^  ^ 

'~"*'4/      {(Äi  siniVi  ,1  -Ä.siDiVi  ,i)»— 2Äi  ^^(cosaa  --cos(iVi,i  -iVi^)J 
^  ><((y^^sin^l,l-i^8sin^^,3)*-2Äl/^3(cos«a-co8(^^,l-^l^))) 

C   Äi*siniVi,j*  +  ÄjÄ3(cosai  —  cosiVi,aCosiVj,a}  \     . 
<  —  12|i23(cosa,— cosiVjL,3CosiV|„)   > 

^    '  L ~  Ri  I?,  (cos c^  —-cos  JTi,!  cos  iV^,,)  ) 

tT    l(Äi8iniVi,i+Ä.152V,,,)--.2ÄiÄ,(cosa3-'Cos(iVi,i  +iVi„))}' 
^  X{(l^l8iniV|a+Ä8«w^l»3)•-21^lÄ3(cosa.-co8(ZVi,l+^i^))) 
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Für  ^2=90^,  also  cos  ^1=09  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

44)    0=  Äi*slniVi,i»  +  Äii?3  (cos«!  -  cosiV,^co8iVi,8) 

—  RiB^(cosa2  —  cosNi,^cosNi,i) 

—  Ri  R^  (cos  o^ — cos  Ni  ,j  cos  Ni  ,a) 
oder 

45)     —  R^Rz  cos  ofi  +  jBi/?3  cos  a^  +  R\B^  cos  a^ 
=  Äi  *  sin  iVi  ,2  *  —  Ä^Äß  cos  iVi  ,2  coip  iVi  ,8 
+  /2i/?3  cos  N^ii  cos  iVi,3 
+  RiR^cosNi,i  co8iVi,2 

==       Äi  ^—R^R^  COsiVi,2€OSiVi,3 

—  ÄlCOS^i,l(ÄlCOSiVl»^--i^2COsiVly2-'Ä3COsiVl,3). 

Für  «1=0^=«, =90^  wird  diese  Gleichung 

46)    Äi*siniVi,i*=— /?iJßacosiVi,iCOsiVi,a' 
—  ÄiÄjCosiVi,iCosiVi,3  ' 
.+  R^t^jCosNi^cosNii^ 
oder      ,      !  i  <  • 

.  47)    Ri*=     R^R^  cos  iVi ,, cos iVi,8 

'         '         -» Äi  cosiVi,i  (l?i  cosiVi,!  —R^cosNi^ — /?3  cosA;,8). 

Besondere  Relationen  dieser  Art  würden  sich  aus  dem  Obigen 
noch  mehrere  ableiten  lassen,  wobei  wir  jedoch  jetzt  nicht  länger 
verweilen  wollen. 

Entwickelt  man  / 

sin  Jj  *  =  1  —  cos  All, 

80  erhält  mam  tdkU  Zähler  von  sin  Ai  *  die  Grosse 

Äi'Äa*  t8iniVi,i*siniVi,a*— (cosffj  -cos2^i,iCosAi^)M  ' 
+  Äa*  Äs*  (sini¥i^«VmiVi,3>-4(cos«|— cosJVi,2cos29i,3)«  J 
+  Äs*ÄiM«iniVi„«  smiVi,ii*— (co8i^-cosiVi,3CosiVi,i)«l 

sin  Ni,i  *  (cos  ofi  —  COS  iV^^  cosi^j,,)  "i  \ 

(cosof2-cosiVi,3CosiVi,x)(cosor3— cosiVi,iC06iVi^)Ji 

~2ÄiÄ2BjJ+ßX     s»»^^%'2'(cos«2~cosiVi,3c'osiVi„)  -if 

j       *■ — (cosag— cosJy„iCosiVi^2)(cosai-cosiVi,2CosiVi,3)J[ 

J^dT     s»o^i»3'"(cosa8— ;cos2Vi,iCosiVi^  -1I 

V        L--(cosai--cosiV|^cos^i,s)(cosfl^— coäZ^i,3Co«JVi,i)  J  j 


l         ■ — (c 
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—  lfa«i^*{cos  «i  —  cos  (Ni^ + iVi,3;|  tcos  a^  —  cos  (iVi,^ — iVi,3)  ] 
— Ä^aÄ|a{co8«j|  -  cofl(iVi,8+iVi,i)t{eo6  a^— cos  (iVi„— JVi.J } 

l  *L—  C08iV„i(cOSaiC08iV„iT-C08öiC082Vi^— C0SI>^C06iVi,j)  J  j 

8  j  ■''*«L--co8iVi^(cosaaCosJVi^— cosa8CosiVi,3~co8«jLCosAi^)Jr 
f  4-1?  F    'ßosaj  — cosa^cosoTa  —  cos2Vi,iCOsiVi,2  "11 

V"*'^L—  cos  iVi,3(C0SCI%C08JVi  ^— COSOfi  COSi^i  ,1 — COSOsCOSiVi  ^  J/ 

Der  Nenner  Ton  sin^i^  ist  aber  das  Quadrat  des  obigen  Nenners 
von  cos  2^1 9  welchen  wir  hier  nicht  weiter  entwickeln  wollen. 

Wir  wollen*  nun  annehmen^  dass  das  im  Obigen  betrachtete 
alleemeine  dreiaxige  EUipsoid  in  eine  piit  dem  Halbmesser  r  be- 


welcbem  keine  2$eite  und  kein  Winkel  180^  übersteigt.  Dann  sind 
offenbar  «1^02,^3  die  drei  Seiten  dieses  sphärischen  Drejecbs«  und 
es  ist^  weil  jetzt  offenbar  der  Punkt  (sx^iii)  mit  dem  Punkte 
ipciyxZi)  zusammenfallt^  augenscheinlich 

^1  >i  =0,  iVi^ = «3 ,  iVji,3 = «a. 

Legen  -wir  nun^  was  im  vorliegenden  Falle  offenbar  verstattet  ist, 
die  Ebene  der  {xy)  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  durch 
die  Punkte  {x^f^z^nnA  (xzysH)»  »<>  '^^t  22=23  =  0,  und  nach 
dem  Obigen  ist  folglich 

a  f        h  2:1     -  Zi  COS  02 

^1^  ^--^  (l>-coaca)-       ys.      ' 

Da  anter  der  gemachten  Voraussetzung  z^  positiiT  ist^  so  haben 
HinudHi  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen ,  jenachdem  coso, 
und  Gosos   gleiche   oder  ungleiche  Varzeichep  haben,   d.  h.  je- 

nachdem  die  Winkel  «2, «8  beide  jjgg^^  als WK'  sind,  oder  von  den- 
selben der  eine  kleiner  und  der  andere  grOsser  als  90^  ist.  Neh- 
men wir  nun  die  von  dem  ^Anfange  der  Coordinaten  oder  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  aus  mit  den  auf  die  dem  Punkte  (xiViZi) 
entsprechende  Normale  in  diei^em  Punkte  im  Obigen  ernohteten 
Senkrechten  parallel  gezogenen  geraden  Linien  im  ersten  Falle 
auf  einer  und  derselben  >  im  zweiten  Falle  dagegen  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Ebene  der  (xy)  an,  so  ist  der  im  Obigen 
durch  Ai  bezeichnete  Winkel,  wie  mittelst  einer  einfachen  Be- 
trachtung sogleich  erhellen  wird,  jederzeit  der  von  den  Seiten 
u^,€t^  des*  filphärischen  Dreiecks  eingeschlossene  oder  der  Seite 
HCl  desselben  gegenflberstehende  Winkel.  Im  ersten  Falle,  wo  ^^ 
und  Hl'  'gleicne  Vorzeichen  haben,  muss  man  ;aber  unter  dieser 

Theil  \.  12 
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Voraussetzung  in  der  GleiehuDg  4U  das  ^bere  Zeidien«  kn  zweiten 
Falle»  wo  ^i  und  HJ  ungleiche.  Vorzeiehen  haben«  miiss  man  da- 
gegen unter  dieser  Voraussetzung  In  der  Gleichung  43)  das  untere 
.  Zeichen  nehmen^  und  erhalt  daher  In  beiden  FäUen»  also  in  vvUigef 
Allgemeinheit, 

.      cosfti  ^  cos  «a  cos  «3 
Vsino^*siDO0* 

Weil  nun  aber  keiner  de?  beiden  Winkel  o^  und  er,  grosser  Als  18(F 
istj  also  sin  «2  ^^  sino^  beide  positiv  sind«  so  ist 

V  sin  c^' sin  »3^  =:sin  a^sin  i% ,     . 
und  folglich 

^>    ^^«^»=         sin  «2  Sinei,         ' 

welches  die  bekannte  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie 
Ist  5  aus  welcher  sich  diese  ganze  Wissenschaft  ableiten  iässt. 

Weiter^  Untersuchungen  über  diesen«  wie  es  uns  scheint« 
nicht  uninteressanten  Gegenstand«  behalten  wir  einer  anderen 
Gelegenheit  vor. 


Ueber  eine  (geometrische  AuQiralie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Danzig. 


Leonhard  Enler  hat  in  den  Novis  Actis  der  Peters- 
burger Akademie«  Tom.  IX.  1795.  pag.  133  u.  f.«  die  Auf- 
gabe bebandelt» 

««Die  kleinste  Ellipse  zu  finden«   welche  einem 
gegebenen  Vierecke  umschrieben  werden  kann/' 

£r  föhrt  die  Aufgabe  auf  die  Auflosung  einer  Gleichung  vom  dritten 
Grade  zurück«  und  macht  dann  eine  Anwendung  auf  den  beson- 
dem  Fall«  in  welchem  das  Viereck  ein  Parallelogramm  ist.'  Den 
nodi  einfacheren  ftlr  das  Rechteck  hat  er  bereits  in  den  Acten 
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«lerselben  Akademie  für  da«  Jahr  i7«0j,  im  2ien  Tkeile, 
|i^el(lit,  als  Ihm  die  Auflßsnne  det  aUfemeineo  Aufgabe  noch  nicht  in 

fewünsthter  Einfachheit  gefungeo  war.  la  einer  auf  die  Mgt  Ab- 
andlung  unmittelbar  folgenden ,  Nova  Acta  1791  pag.  14 611. f., 
betrachtet  er  dieselbe  Aufgabe  fiSr  das  Dreieck. 

Fiir  das  Parallelogramm  und  Dreieck  ergeben  sich  einige  mett- 
wördige  Eigenschaften  der  gesachten  Ellipse.  Der  Zweck  dieses 
Au&atzes  ist,  zu  zeigen ,  wie  dieselben  gan^  einfach  ohne  Caicul, 
durch  geometrische  Betrach1|^gen  erhalten  werden,  und  auch  noch 
andere  auf  demselben  Wege  sich  laicht  erhaltevi  lassen ,  dass  end- 
lich die  Projectionslehre  die  allgemeine  Aufgabe  auf  eine  andere 
vom  Kreise  zurückzußihren  gesittet.  tJm  jedoch  alles  hieher  ge- 
hörige beisammen  zu  haben ,  werde  ich  die  Euler'sche  Auflosung 
voranschiekeh  und  darauf  eine  Betrachtung  über  die  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung,  auf  welche  sich  das  Problem  reducirt,  folgen 
lassen. 

Es  seien  (Taf.IV.Fig.  1)  A,  B,  C,DA\e  vier  Punkte,  durch  wel- 
che die  Ellipse  gehen  soll.  Eul er  verlängert  die  Seiten  AB ,  CD, 
nimmt  den  Durchschnittspunkt  O  derselben  zum  Anfangspunkte 
schiefwinkliger  Coordinaten,  die  Gerade  ABO  zur  Abscissen-Axe 
und  CDO  zurOrdinatenrAxe  s^n,  so  dass.  die  ^s  der  Seilei  CD 
parallel  werden.  Der  Coordinaten-Winkel  AOC  wird  durch  o»  be- 
zeichnet und  OA=:ia,OB=b,OC=c,OD=^d  gesetzt,  woraus 
sich  ei^iebt : 

AB^b  —  a, 

CD^d—c, 

AC^=a^  +  c^-2acCo8U), 

ÄC«=6«  + c«— ?AcCos», 
3Z>«=Ä*+e^-2WCos  ö. 

Da  dur<jh  die  Punkte  ^,i?j  €,  J»epie  Ellipse  geben  soll,  so 
wird  dieselbe  durch  die  Gleichung  ^ 

aa:H2iJa:y+)3(«  +  2rfar+%  +  ^=0 .  .  .  .    (1) 

ausgedrückt,  in  welcher  zunächst  die  Grössen  or  und  y  ditsselbe 
Zeichen  haben  müsipeu,  ausserdem  aber  das  Prodpct  dfrselben 
«y  grösser  sein  muss  als  ß^,  weil  ckv  gleich  ß^  und  ay  kleiqer 
als  ff^p  resp.  eiae  Parabel  und  Hyperbel  geben  würden.  Die  ße- 
zeiqiinuDg  aer  CoelBcienten  ist  hier  von  d^r  bei  Euler  versdiiUden, 
und  auch  im  Folgenden  so  beibehalten,  wodurch  natürlich  im  We- 
sentlichen nichts  geändert,  vielleicht  aber  der  Ueberblick  etwas 
erleichtert  wird.  »  ' 

Um  nun  diese  Gleichung  dem  vorliegenden  Falle  entsprechend 
einzurichten,  setze  man  y=0,  wodurch  dieselbe  in 

'dbefgeht^  welche  also  die  beiden  Punkte  A  und  B  ergeben  muss, 

12' 
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in  welchen  die  Abscisseti-Axe  ven  der  krummen  Linie  geschnitten 
wird;  da fär  jenen  x^=^ay  filr  diesen  d?=6  ist,  so  müssen  «  und  b 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sein.    Setzen  wir  demnach 

aa:«  +  2«ar  +  J:=  »1(0?  —  a)  (a?--6) , 
so  wird 


T 
Setzt  man  femer  ar=:0,  so  entsteht  die  Gleichung 

cUren  Wurzeln  c  und  d  sein  mfissen/  weshalb  man  haben  wird 

)^a+ 2«y  +  J:=n(y— c)  (y— rf) , 
wo 

n(c+eO   ^  . 

Da  aber  auch  i^=zmaby  so  mSssen  die  6r5sseo  m  und  n  so  ge- 
wählt werden,  dass 

mab=^ncd 

werde,  welches  durch  die  Annahme 

m=cd  und  n=ab 
geschieht 

Die  Gleichung  (1)  wird  demnach  einer  durch  die  Tier  gege- 
benen Punkte  gehenden  Ellipse  entsprechen,  wenn  man  setzt : 

«=cd,y=o6,2d= — cd(a+  6), 26= — aÄ(c+rf),t=aÄcrf, 

so  dass,  ausser  B,  alle  übrigen  Coefficienten  der  Gleichung  (l) 
bestimmt  sind.  Auf  diese  Weise  bleibt  also  ß  unbestimmt,  una 
es  entstehen  unzählig  viele  durch  die  vier  gegebenen  Punkte  ge- 
hende Ellipsen,  wenn  ß  beliebig,  doch  so  angenommen  wird,  dass 
/J>  <  «y  werde. 

Wir  wollen  nun  die  Ordinate  XY  suchen  (Taf.  IV,  Fig.  2). 
Es  ist  aber  klar,  dass  im  Allgemeinen  jeder  Abscisse  zwei  Ordi- 
baten  XY  und  XY'  entsprecnen  müssen,  welche  die  Wurzeln 
unserer  allgemeinen  Gleichung  sind.  Die  Auflr»süng  derselben 
ergiebt : 

XY-.  -^  , 

YF-      <^^  +  g  +  Vt(/?a:+0^-«ya?«~2yax-yg| 

r 

Da  die  Punkte  JT und  Y  in  der  durch  die  Punkte  A,B,C,D 
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gehenden  Ellipse  liegen  >  so  wird  das  Intervall  VF'  zwischen  der 
Uipse  enthalteD  sein;  man  wird  also  haben,  da  YY'^^XY'—XY 
ist, 

y 

Wenn  der  Ordinate  XYY*  unendlich  nahe  eine. andere  xm*  ge- 
zogen wird,  welche  von  derselben  um  das  Intervall  xv  ansteht, 
so.  wird,  da  Xx=dx  ist, 

071;=  Sin  o  .8.1; 
sein^  und  es  ergiebt  sich  das  Element  des  Inhalts  der  Ellipse 

XV.  FF=?^^^^^  VK/^x  +  «)*-«yic*-2yd^-ytl 

ein  Differenzial,  dessen  Integral  auf  die  ganze  Ellipse  ausgedehnt, 
den  Inhalt  derselben  ergiebt.  Für  diesen  findet  Euler  folgenden 
Ausdmck : 

von  welchem  er  sagt : 

„haec  expressio  ideo  maxime  est  notatu  digna ,  quod  ejus 
ope  omnium  ellipsium  areae  totae  satis  expedite  assignari 
possunt  ex  sola  aequatione  inter  coordinatas ,  sive  eae  slnt 
rectangulae  sive  ODliquangulae'^ 

Da  nun  auf  diese  Weise  der  Inhalt  aller  Ellipsen,  welche  durch 
vier  gegebene  Punkte  gehen,  ausgedruckt  "ist,  so  wird  ß  so  zu  be- 
stimmen sein,  dass  jener  Ausdruck  ein  Minimum  werde.  Diffe- 
renziirt  man  denselben  in  Beziehung  auf  ß  und  setzt  den  Diffe- 
renzialquotienten  eleich  Null,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von 
ß  die  folgende  cubische  Gleichung  : 

f/38_4*fjS^+(3yJ2  +  3a£a— ayO|5— 2ayj£=0 (2) 

wodurch  die  Aufgabe  gelost  ist.    Euler  bemerkt  noch  folgendes  : 

„Ecce  ergo  tota  solutio  problematis  propositi  perducta  est 
ad  resolutionem  aequationis  cubicae,  quae  cum  semper 
habeat  radicem  realem,  certum  est,  quomodocunque  quatxior 
puncta  fuerint  disposita,  semper  unam  ellipsin  assignari 
posse  per  quatuor  illa  puncta  transeuntem,  cujus  area 
omnium  sit  minima,  pro  qua  aequatio  inter  coordinatas 
X  ti  y  exhiberi  potent,  si  modo  loco  B^)  radix  ex  illa 
aequatione  cubica  oriunda  substituatur.  Quodsi  fqrte  eveniat 
ut  aequatio  illa  cubica  tres  admittat  radices  reales,  tottdem 
quoque  solutiones  locum  babebunt,  quarum  autem  indolem 
aliis  perscnitandam  relinqno". 


*)  Bei  Ealer  hat  i?  die  Bedentong  unseres  ß. 
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Ffir  den  Fall,  dass  a^^O  und  r^O  irlrd,  da«  Viereck  sich 
also  in  ein  Dreieck  verwandelt,  ist  die  obige  ciibische  Gieichqiig 
nicht  anweqdbar,  weil  ausser  ß  auch  a  und  y  unbestimmt  bleibeil.* 
Der  Ausdruck  für  den  Inhalt  der  Ellipse  wird  datin 

wo  ccy  ß,  y  60  zu  bestimmen  sind,  dass  derselbe  ein  Minimum 

werde.    Euler  setzt  hier  — =  Cos  <p*,  wodurch  sich  der  Ausdruck 

ftir  den  Inhalt 

,     «^        ( a6«  +  yrf  2-  2bd  Cos  cpVccy 
i^»^"^  1 S»ny3Vay 


oder,  wenn  zUr  Wegschaffung  der  Irrationalität 
angenommen  wirclt 


y=:am^ 


\nSma>  i ^r: • 


fß^  +  d^m^-'^ödmCo^rp 


ergiebt,  und  die  Aufgabe  reducirt  sich  darauf,  die  Grusse  m  und 
den  Winkel  (p  so  zu  oestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  ein  Minimum 
werde.  Sieht  man  den  Winkel  q>  als  bereits  gefunden  an,  so 
kommt  es  nur  darauf  an,  den  Ausdruck 

zu  einem  Minimum  zu  machen.    Die  Differeiiziation  glebt 
...  fr 

also 

y       Ä* 

und  man  kann,  da  es  sich  nur  um  das  Verhältniss  von  a  zu  /9 
und  y  handelt, 

4k3scPand7=6* 

anoehnien. 

8ubstituirt  man  diese  Wertbe  in  den  Ausdruck  des  Inhalts, 
so  wird  derselbe 
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Setzt  man  hier  Tanp  if=t,  so  wird 

SiD9' 
und  die  DiiTerenziation  ergiebt 


'—        4t 


also  g>=60^,  woraus  man  för  den  IiÄalt  der  dem  Dreiecke  um- 
schriebenen kleinsten  Ellipse 

^nbd  Sin  i» 
3V3 

erhält.    Der  Inhalt  dieser  Ellipse  verhält  sich  also  immer  zu  dem^ 
Inhalte  des  gegebenen  Dreiecks  wie  4«  :3V"  3. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Ellipse  erglebt  sich  auf  ^g^"^ 
Welse.  Da  angenommen  wurde  «;n:ci*undy=6»,  »ownrdp=:iW 
und  durch  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man 

d^x*  +  bdxy + 6  V  ^  ^^""^ — Ä  Vy  ==0 , 
also 

difi-x)  i  d  \{h—x){b  +  Zx), 
9= 25 

Aus  dieser  Gieichuns  geht  hervor,  dass  die  Abscisse  x  nieiuaU 
jf russer  werden  kann  als  6,  und  die  negativen  Abscissen  nicht 
die  Grenze  ib  überschreiten  kommen. 

Verlängert  man  (Taf.  IV.  Fig.  3)  die  Seite.  OB  des  gegebenen 
Dreiecks  ö BD  übet  O  hinaus,  und  macht  0^£=|ft,  so  wirddre 
Ordinate  £F=?d,  die  beiden  Werthe  von  y  fallen  in  JSF  zit- 
sammen,  und  diese  liinie  berührt  die  Ellipse  im  Punkte  F.  Wenn 
nun  die  Gerade  BF  gezogen  wird,  welche  die  Seite  OD  in  6? 
schneidet,  so  ist,  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OBCnni 
EBF, 

BE:EF=BO:OG, 

also  OG=irf=JO/>,  so  dass  die  Gerade  Ä6?F  die  Seite  OD 
halbivt.    Da  ferner  OE  der  dritte  Theit  von  OB,  so  ist  aacfc  F£^ 
der  dritte  Theil   von   ÄG,  wodurch  der  Punkt  F  sehr  leicht  b«tn: 
stimmt  wird. 

Für  x=b  fallend,  4a  die  Grösse  iinter  dem  Wurzelzeichen 
verschwindet,  die  beiden  Werthe  von  y  in  einen  zusammen, 
welcher  gleich  Null  sein  wird»  d.  h-»  riebt  man  durch  B  eine  un- 
endlich kleine  Gerade  der  OD  parallel,  so  wird  dieselbe  dte  Eb 
lipse  in  B  berühren,  und  deshalb  wird  BF  ein  Durchmesser  der- 
selben sein,  in  dessen  Mitte  5  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  fallen 
muss.  Da  nun  FG—\BG,  so  fölh  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
in  S,  wenn  man  i?S=  JAG  oder  GS  =iÄG  macht;  dieser  Durch- 
messer wird  alle  der  Seite  OD  parallete  Ordinaten  halbljen.    Da 
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ferner  die  drei  Punkte  B,  O^  D  unter  sich  verwechaelt  werden 
können,  so  müssen  sich  auch  die  Linien  OK  und  DH,  welche 
resp.  die  Seiten  BD  und  BO  halbiren,  im  Punkte  iS  schneiden. 
Es  ist  aber  bekannt,  dass  auf  diese  Welse  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  bestimmt  wird,  so  dass  wir  folgende  merkwürdige  Eigen- 
schaft erhalten : 

„Der  Mittelpunkt  der  kleinsten  Ellipse«  welche 
einem  gegebenen  Dreiecke  umschrieben  werden 
kann,  ist  der  Schwerpunkt  desselben*'. 

^   Wenn  das  Dreieck  gleichseitig,  also  6=«/  und  <»=:60^,^  so 
wird  die  Gleichung  für  die  demselben  umschriebene  kleinste  Ellipse 

x'^'\'Xy-\-y^'-'bx — iy— 0 

und  der  Inhalt  dieser  kleinsten  Ellipse,  welche  sich  in  einen  Kreis 
verwandelt. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  das  Viereck  ^io  Pa- 
rallelogramm ist.  Hier  nehmen  wir  die  Diagonalen  zu  Coordina- 
ten-Axen,  und  den  Durchschnittspunkt  derselben  zum  Anfangspunkte» 
welche  Wahl  sich  auch  später  als  zweckmässiger  für  die  allge- 
meine Aufgabe  herausstellen  wird. 

Es  sei  (Taf.  IV.  Fig.  4)  ABCD  das  gegebene  Parallelogramm. 
Man  ziehe  die  Diagonalen  AD,BC,  welche  sich  in  O  schneiden. 
Bezeichnet  man  Au  durch  -}■  a  und  OC  durch  -f  6,  so  ist  0Z>= — a 
und  OB= — 6.  Nehmen  wir  nun  die  allgemeine  Gleichung  der 
gesuchten  Ellipse  (1)  wieder  vor,  so  wird  für  y=0 

ara  +  aJar  +  f-O, 

welche  Gleichung  die  beiden  Würzein  x=  +  avLnix=^ — a  haben 
muss.     Set^t  man  also   .  «  • 

aj;*+Ma:+J:=ni(j: — a)(x  +  a), 
so  ergiebt  sich 

Für  x^O  wird 

welche  Gleichung  die  beiden  Wurzeln  y=r>(-6  und  y=-^6  haben 
muss. 

Setzt  man 

so  wird 

yz=n,€=0,t=:— n&*, 
und  da  , 

sein  muss,  so  wird  man  setzen  können 

111=6',»=:«-. 
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Die  allffemefne  Gl^ielinng  für  eine  dem  Paranelogramme  um- 
eeiuielieoe  jEUipse  wird  also  folgende  sein: 

Benutzen  wir  nun  die  obige  Gleichung  (2),  so  entsteht 

deren  Wurzeln  0,+ab  uod  —  ff6sind>  wo  nur  die  ferste  in  Betracht 
kommen  kann,  da  die  Bedingung 

erfüllt  werden  muss.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerke  ich  aber, 
dass  die  Gleichung  (2)  in  diesem  Falle  aufhört  vom  dritten  Grade ' 
zu  sein  und  sich  in  der  That  in  eine  vom  ersten  Grade  verwan- 
delte Sie  ist  nämlich  entstanden  durch  Differenziation  des  allge- 
meinen Ausdrucks  för  den  Inhalt  der  Ellipse  in  Beziehung  aulj?, 
4  welche  sich  wegen  d=0  und  €=0  auf 

TTOin  CD. 


V(a*6*-/5*) 


reducirt.    Die  Differenziation  giebt  für  den  Differenzialquotienten 
dieser  Function  in  Beziehung  auf  ß     • 

also  nur 

Die  beiden   andern  Wurzeln  -{-ab    und  — ab  scheiden   also  von 
selbst  aus. 

Zu  ähnlichen  Betrachtungen  wird  sich  auch  noch  im  Folgenden 
Gelegenheit  bieten. 

Die  Gleichung  fär  die  gesuchte  Ellipse  ist  demnach 

und  der  Inhalt  dieser  Ellipse 

7tSiu<o,ab, 

Der  Inhalt  der  Ellipse  verhält  sich  also  zu  dem  Inhalte  des  Pa- 
ralielogrammes  wie  ff:2. 

Man  sieht  ferner,  dass  der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  in  den 
Durchschnittspunkt  O  der  beiden  Diagonalen  des  Parallelogramms 
f&llt,  welche  als  conju^irte  Durchmesser  erscheinen,  die  sich  unter 
dem  Winkel  co  schneiden.  Daraus  folgt,  dass  die  Tangenten  in 
den  Punkten  A  und  D  dem  Durchmesser  BC,  und  die  Tangenten 
in  B  und  C  dem  Durchmesser  AD  parallel  sein  werden ,  woraus 
die  Construction  der.  ElUpse  sich  leicht  ergiebt  Wenn  der  Winkel 
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09  eiB  Rechter  ist,  so  verwandeH  sich  das  Parallelogramm  in  «Inen 
Rhombus,  dessen  Diaeoealen  die  Haupt- Axen  unserer  Ellipse  siad. 
Für  a  =  b  wird  das  Parallelogramm  ein  Rechteck,  and  man  er- 
hält, wenn  f  und  g  die  halben  Havpt-Axen  der  gesachten  Ellipse 
sind, 

/•=aCosiwV2, 

^=aSinJ»V2, 
woraus  die  bekannte  EigeDschafl 

^r=;a*Sino> 
hervorgeht 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Betrachtung  der  Wurzeln  der  von 
Euler  aufijziestellten  Gleichung  (2).  Ich  werde  zeigen,  dass  die^e 
cttbiseheGleichiin^,  aufweiche  das  Problem  f&hrt,  im  Allgemeinen 
immer  drei  mögliche  und  zwar  positive  Wurzeln  hat,  and  dass 
diejenige/  welche  hier  allein  iu  Betracht  kommt,  stets  die  kleinste 
von  allen  ist,  während  die  beiden  andern  Wurzeln  sich  auf  Kegel- 
schnitte, die  nicht  Ellipsen  sind,  beziehen. 

Zu  diesem  Ende  setze  ich 

und  transformire  die  Gleichung  (2),  welche  durch  Substitution  der 
Wcrthe  von  c,  y,  Ä,  £,  f  folgende  w*ird : 

^  9cd(a  +  b)^+9ab(c+d)*-iabcd  ^  abcd(a+b)(c+d)_^  ,„^ 
+ j p 2 — =»..  (3) 

in  nachstehende  : 

z'--2pqz*+{Z(p^  +  g^^i)z^ipf-0 (4) 

wo 

^  a  +  b      _  c  +  d 

^""  ifab'^-  Vcd* 
Uas  allgemein^  Criterium,  dass  die  cubische  Gleichung 

drei  mögliche  Wurzeln  habe,  ist  bekanntlich  : 

/l«(J»  -  4«)  >  27C«+2ilC(2^«^ftiB) , 
welches  sich  für  unsere  Gleichung  in 
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verwandelt.  Da  dqii  sowohl  p  als  q  grosser  als  2  sind,  so  wird 
nian  haben 

wo  f==     ^.   '    und  u  = -T^  positive  GrSssenstod;  die  obige 

Bedingung  wird  demnach  erfSllt,  wenn  der  Ausdruck: 

4  (^+a«)  +  9(r+tt^) +9  te(e+tt)«— 4  *tt  -  «tt«  -  A<  ~  32f2u« 

positiv  ist.    Derselbe  kann  aber  wie-  folgt  geschrieben  werden: 

40-«)*+4hi+8(f'+v»)+(«4^)(«-^)*+9«w(f~tt)^+4««tt^^ 

woraus  hervorgeht,  dass  diese  GrOsse  hi  der  That  stets  positiv 
ist,  also  die  tileichuns  (4),  itnd  daher  auch  die  Gleichung  (3)  oder 
(2),  immer  drei  mögliche  Wttrzeln  hat.  Da  femer  d^r  Coefneient 
von  2  hi  der  Gteiehuttg:(4)  ofenbar  positiv  ist,-  so  sind  nach  dem 
De  sc  artesischen  Satze  die  Wureeln  dieser  Gleiehung 'isagleicAi 
alle  positiv. 

Did  Bedingung  ß^'^äy  fordert,  dass  z<2  sei.  -^Da  in  der 
Gleitcbufig  (^  d^r  il'ipks  3|:ehende  Theil  für  xe=zO  negativ^  nämlich 
-^ifiijl  und  uir  %zi^%  positiv,  nämlich  6(^  —  4p)  wira,  so  liegt  eine. 
Wi^zel  ^wischen  den  Greazen  0  und  3,  uno  da.  d^s  Glied  ipq 
imm^  grösser  als  16  ist,  so  können  zwischen  diesen  Grenzen 
nicht  alle  drei  Wurzeln  enthalten  sein,  sondern  nur  eine  und  zwar 
die  kleinste  von  allen,  wodurch  die  qbige  Behauptung,  dass  die- 
jenige Wurzel,  welche  für  die  Aufgabe  allein  in  Betracht  kommt, 
die  kj  eins  te  der  drei  Wurzeln  ist,  sich -bestätigt. 

Nicolaus  Fuss  hat  in  d;en  Novis  Actis  d^r  Petersburger 
Akademie  Tom  XI.  1798,.  eine  Abhandlung  *)  veröffentlicht,  in  wel- 
cher er  die  von  Euler  gegebene  cubisclie  Gleichung  In  Beziehung  auf 
ihre  Wurzeln  untersudit,  und  auf  einem  von^dem  bi^  eingeschia* 
genen  sehr  versebiedeiien  Wege  e]»enfalls  find«t,  dass'dia^elbe  inuner 
drei  reelle  Wurzeln  hat,  von  denen  eine  dein  vorliegenden  Pro- 
bleme entspricht,  die  andern  beiden  aber  sich  auf  Hyperbeln  be- 
ziehen. Um  das  Erscheinen  derselben  zu  erklären,  betrachtet  er 
die  in  Rede  stehende  Aufgabe  als  einen  besondern  Fall  dieser 
allgemeinen: 

„Unter  allen  durch  vier  gegebene  Punkte  gehen- 
den krummen  Linien  der  zweiten  Ordnung  die- 
jenigen zu  finden,  bei  welchen  das  Rechteck 
aus  d«n  Halb.axen  ein  Kleinstes  .Wird'S 

wo  jedoch  die  Parabel  wiegen  ihrer  unendlich  grossen  Axe  aus- 
geschlossen ist. 


*)  „Dilucidationes    Buper   problemate   geometrico   de  elllpsi  minima 
per  data  c^uatuor  puncto'  ducenda.  '^ 
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Anwendung    der  Projectioilslehrö    auf  die    Aufgabe: 

,yDie  kleinste  Ellipse  zu  finden,  welche  einem 

gegebenen  Vierecke  umschrieben  werden 

kann.^^ 

Aufgabe. 

Zwei  einander  Bchneid^nde  Sehnen  eines  Kreises 
sind  mit  ihren  Segmenten  gegeben,  man  sucht  den 
Winkel,  unter  welchem  diese  Linien  sieb  schneiden 
mfissen,  damit  der  Inhalt  des  durch  ihre  Endpunkte 
gehenden  Kreises  in  Beziehung  auf  den  Inhalt  des 
Vierecks,  weiches  durch  Verbindung  dieser  Punkte 
entsteht,  ein  Kleinstes  werde. 

Auflösung. 

Wir  bezeichnen  die  Segmente  der  einen  Sehne  durch  «und /}, 
die  der  andern  durch  v  und  A,  wo,  im  Allgemeinen  a>  ^  und  7>  d 
sein  mag,  den  gesucnten  Winkel  durch  q>,  den  Inhalt  des  ent- 
sprechenden Kreises  und  Vierecks  resp.  durch  K  und  J,  dann  ist 

ttß  :=yS 
und 

K  __  i«-ß)^  +  (y-d)«  -  2  («— j3)  (y— <)  Cos  y  +  4«|?  Sm  y» 
/-"  2(a+jJ)(y+d)Sin9)3 

welcher  Ausdruck  ein  Kleinstes  werden  soll.  Differenziirt  man; 
denselben  in  Beziehung  auf  q>  und  setzt  den  ersten  Diferenzial- 
quotienten  gleich  Null,  so  ergiefot  sich  der  gesuchte  Winkel  aus 
folgender  Gleichung: 

(I)  .  .  .  .      Cosecyg{Cosy'  +  ^''""^^^""^Co8y« 

oder  wenn  man  den  Factor  Cosec  tp^  weglässt,  aus  dieser : 
(II) Cosg>'  -t-^^-ft^y-^Cosy»        . 

Im  Allgemeinen  kann  man  zwar  mit  diesem  Factor  die  Gleichung 
dividiren,  allein  in  besondem  Fällen  wird  man  durch  Berflcksich- 
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tigung  desselben  diejenigen  Wurzeln»  welche  nicht  zum  Probleme 
gehören  9  sogleich  entfenien  können. 

Als  specielle  Fälle  betrachten  wir  folgende: 

Seist  man  «=y  und  ß^8»  in  welchem  FUle  das  Viereck  ein 
Trapez  wird,. dessen  nicht  parallele  Seiten  einander  gleich  b\uA, 
so  entsteht : 

also  bleibt,  da  der  Factor  1  —  Cos 9  sich  geg<en  denselben  Factor 
in  S!d9*  weghebt,  nar  die  quadratische  Gleichung 

Co8yH(^-l)Co8v-^^=^=0, 

und  man  erhält 

Cos  9= ^ ;—  ' 

wo  aber  nur  der  erste  Werth  in  Betracht  kommen  kann,  da  der 
andere  Cos9>>— 1,  also  für  (p  einen  unmöglichen  Werth  giebt. 

Setzt  man  femer  ys^^f  d.  h.  ist  das  Viereck  ein  solches,  in 
welchem  eine  von  beiden  Diagonalen  durch  die  andere  halbirt  wird, 
so  hat  man 

Cosecg>«  {Cosy»  -  ^^'"""^j^J'^Cos  g>]=0, 

also  nur  Cos9>=0,  d.  h.  9)  =  90^,  da  die  andern  beiden  Wurzeln 

^Cosq>=±V{l+r— j~^}, 

also  ntr  9>  unmögliches  geben. 

Wenn  a=:fi  und  y=rd,  also,  da  «fi=^y8  sein  muss,  das  Vier- 
eck ein  Rechteck  wlra,  so  findet  sich 

Cosec  9* .  (Cos  9'  —  Cos  9)  ==  0, 

also  ist  die.  einzige  Wurzel 

Cos 9=0  und  daher  (p^=z^, 

welches  mit  dem  bekannten  Satze, "dass  das  Quadrat  unter  allen 
(einem  gegebenen  Kreise  eingeschriebenen  Tierecken  den  grössten 
Inhalt  hat,  übereinstimmt. 

Setzt  man  tf=:ys:0  und  |?  =  d,   in  welchem  Falle  sich'  das 
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Viereck  in  ein  gleichschenkliges  Dreieck  verwandeti,  «6  erglebt 
sich  nur  die  eine  Wurzel 

Cosg>  =  i, 

also  9>==60^,  vt-^elches  den  Satt  enthält,  dafiis  unter  allen  einem 
Kreise  eingeschriebenen  Dreiecken  das  gleichseitige  den  grOss- 
ten  Inhalt  hat. 

Wir  wollen  jetzt,  die  Gleichung  (11)  ,in  Beziehung  auf  ihre 
Wurzeln  untersuchen. 

Setzt' man  Cos  9=0»  so  ist  derWerth  des  links  vom  Gleich- 
heitszeichen stehenden  Ausdrucks 

also  positiv,  wenn  a—ß  und  y  —  Ä  gleiche  Zeichen  haben,  ne- 
gativ, wenn  eine  von  beiden  Grossen  +  ^ind  die  andere —  Ist; 
setzt  man  Cos  9  =  -f  1 ,  so  wird  derselbe     ] 

aß 
also  negativ. 

FÄr  Co8  9  =  — 1  geht  jener  Ausdruck  in 

,  ;Ka-/?)  +  (y-^))V 

ober,  ist  also  positiv,  för  C'08q>=t-{^  wird  derse4i»e 

+  0C,   also  positiv 

lind  för  Cos  y  =  —  oc  wird  er 

—  00,   also  negativ, 

weshalb  eine  Wurzel  zwischen  +1  und  —1  liegt;  eine  zweite 
Wurzel  liegt  zwischen  -f  1  und  -f  00  und  eine  dritte  zwischen  —  t 
und  — 00/  Diese  beiden  Wurzeln  .^eben  aber  Cosg)>±l,  also 
för  q>  einen  unmöglichen  Winkel  und  gehören  daher  nicht  zum 
Probleme»  so  dass  nur  die  eine,  zwischen  4-I  und-^-l  lif^ndfBf 
ftir  unsere  Aufgabe  in  Betracht  kommt.  Dieselbe  ist  -f  Wenn  a—ß 
vOnA-y^S  gleiche,  und,—  wenn  sie  nngieiche  Speichen  haben.  In 
Jenem  Falle  erscheint  der  s^ntse,  in  diesem  Kein  stumpfer  Neben* 
Winkel. 

Wenn  man  in  dem  gegebenen  Vierecke  ABCD  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
die  beiden  einander  innerhalb  desselben  in  O  schneidenden  Diago- 
nalen AC  und  BD  zieht  und  die  Abschnitte  AO:=za,  OC=i, 
BO=zc,  OD=zd  setzt,  wo  Im  Allgemeinen  immer  a>6,  c^d 
anzunehmen  Ist,  so  kann  man  alle  Ellipsen,  welche  diesem  Vier- 
ecke umschrieben  sipd.  als  Projectionen  des  Kreises:  Kf  und  daf 
gegebene  Viereck  als  Frojection  des  entsprechenden  Kreis  Vierecks 
«/betrachten,  wobei  zugleich  a  als  Frojection  von  ä,  öalsPirojec^ 
tion  von  ß,  c  als  Frojection  von  y  und  d  als  Frojection  von  0  er- 
scheint, se  dass 
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cr=5Ce, 


gesetzt  w«rdeD  darf. 

Beeewhnet  man  den  Inhalt  des  fegebenen  Vierecks  ABCD 
durch  i  und  den  Inhalt  einer  ihm  umschriebenen  ElUpse  doccfa  E, 
so  ist  offenbar 

K     E 

also,    wenn  man  den  Winkel,   tmter  welchem  die  Diagonalen  des 
gegebenen  Vierecks  einander  schneiden,  durch  m  bezeichnet, 

■      ■  •         feq 
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a 
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WO  9  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  beiden  Diagonalen  des- 
jenigen Kreisvierecks  eiDschliessen,  von  welchem  das  gegebene 
Viereck  die  orthographische  Projection  ist. 

Wenn  nun 

die  Gleichung  einer  dem  gegebenen  Vierecke  umschriebenen  Ellipse 
ist  9  der  Anfangspunkt  der  schiefwinkligen  Coordinaten  in  dem 
Durchschnittspunkte  O  der  Diagonalen  liegt,  und  die  Axenc  de» 
sclHefwinkligen  Coordinatensystems  in  diese  Diagonalen  fallen,  wq- 
bei  Zugleich  die  Richtungen  a  und  c  als  positiv,  die  von  ö  und  d 
als  negativ  anzunehmen  sind,  so  ergiebt  sich-- 

A=cd,  C=ab,  D='^\cd{a-'b),  E=-lab{c-'d), 
Fz:z^abcd, 

während  S  unbestimmt  bleibt 

Die  Gleichung  des  Kreises  K  auf  schiefwinklige  Coordinaten 
bezogen ,  deren  ^fan^spunkt  der  Durchschnittspunkt  der  Diagona- 
Jen  des  Kreisvierecks  Ist,  und  deren  Axen  in  diese  Diagonalen 
fallen,  ist 

(|-Ä^)*  +  (t?-A)H2(J-Ä^)(i7-A)Cos9=r^ 

wo  ff  und  h  resp.  die  Abscisse  und  Ordinate  des  Mittelpunkts  des 
Kreises,  r  seinen  Radius  bedeutet  und  q>  seine  obige  Bedeutung 
behält.  Bezeichnet  man  ferner  die  Winkel,  welche  die  Diagona- 
len des  Kreisvierecks  mit  der  Projections-Ebene  bilden,  in  welcher 
das  gegebene  Viereck  liegt,  durch  ^  und  Jl,  und  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  der  dem  gegebenen  Vierecke  umschriebenen 
Ellipse  durch  m  und  n,  so  ist 

|  =  arSec^,    ^  =  fnSec^, 
7lz=zySecX,  'A=nSecA; 

und  man  erhält: 

A=CosX^, 

jB=^Cos^Cos;iCos9), 

C=Cos^, 

D= — (m  Cos  il— n  Cos  g>  Cos  d)  Cos  ^  Cos  l , 

E  = — (»Cosd  —  m  Cos9)Cos  iL)  Cos-^Cos  X, 

F=iii«CosA»+n«Cos^-2iiinCo8^CosACo89)-r*CosdaCo»A«. 

Demnach  ist 

B^  =  abcd  Cos  g>^, 
und  man  erhält 

B  =:  Cos  (p  \f  abcd. 
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DerWertb  von  By  welcher  der  kleinstendem  gegebenen  Vier- 
ecke umschriebenen  EIKpse  eDtspricht,  erglebt  sich  also  aus  der 
Gleichung  fll) ;  man  erhält  nämnch  durch  die  Substitution  folgende 
cubische  Gleichung 

(HI) Ä»+(a— 6)(c— cOÄ« 

3(  (a~6)»crf-Kc~rf)^a6|  +Aabcd  ^      (a^b)(c-'d)abcd    ^ 

Die  Euler'sche  cubische  Gleichung  (2)  verwandelt  sich,  wenn 
man  den  Anfängspunkt,  wie  hier  geschehen,  in  den  Durchschnitts- 
punkt  der  Diagonalen  verlegt,  also  dort  fiir  a,  y  etc.  resp.  die 
obigen  Werthe  ffir  4»  C  etc.  setzt,  ^enau  in  diese  Gleichung  (III). 
Bei  der  Untersuchung  specieller  Fälle  wird  man  auch  hier  den 
Factor  Coseccp^  nicht  unberflcksichtiget  lassen,  indem  man  statt 
Gleichung  (IIl)  unmittelbar  anzuwenden,  dieselbe  zuvor  durch  den 
Factor 


(Ä  +  V^ abrd)  (B  -  STabcd) 


multipliciren  wird. 

Setzt  man  üd^zzbc^   wodurch   das  gegebene.  Viereck  sich  In 
ein  Trapez  verwandelt,  so  ergiebt  sich 


-((a-6)a+.a6)  T  V  ((ar^b)^+ab)^+2ab(a-b)^ 
Cos  (p  = 2ig , 

wo  aber  nur  der  erste  Werth  in  Betracht  komnit,    da  der  andere 
für  g>  einen  unmGglichen  Werth  giebt. 

Wenn  c=d  ist,  d.  h.  ist  das  Viereck  ein  solches,  in  welchem 
eine  von  beiden  Diagonalen  durch  die  andere  halbirt  wird,  so  er- 
giebt sich 

Cosg>=0  und  Cos9=±V  U+i^^); 

man  hat' also  allein  J5=0,  indem  die  anderen  beiden  Wurzeln  aus- 
scheiden, weil  q>  unmögliche  Werthe  erhält. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Ellipse  ist  folgende: 

c^x^+abif^  —  c«(a— Ä)  j:— :  c6c«= 0, 

oder,    wenn   man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Mitte 
der  ungleich  getheilten  Diagonale  verlegt,  wodurch 

-  a  — 6  • 

X  m  x-^ — 5— 

übe^eht, 

und  man  erhält  folgenden  Satz: 

Theil  X  13 
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9,^enn  in  dem  gegebenen  Vierecke  eine  von 
beiden  Diagonalen  durch  die  andere  halbirt 
wird,  80  fällt  der  Mittelpunkt  der  kleinsteh  um- 
schriebenen Ellipse  in  deo  Halbirungspunkt  der 
ungleich  getheilten  Diagonale.'' 

Hier  sind  —5 —  und  ^.-  .  coojugirte  Halbmesser  der  ge- 
suchten Ellipse,  die  Construction  derselben,  ist  daher  sehr  leicht. 
Wenn  ausser  c=<2  auch  a=:6>  also'dsTs  gegebene  Viereck  ein 
Parallelogramm  ist^  so  erglebt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten 
£llipse: 

übereinstimmend  mit  dem  obigen  Resultate. 

Die  Aufgäbe:  ,,die  kleinste  Ellipse  zu  finden,  welche 
einem  cegenenen  Dreiecke  umschriebenen  werden  kann'% 
von  weicher  wir  oben  die  Eni  er 'sehe  Auflösung  gegeben  haben, 
ordnet  sich  auch  jenem  Falle  sehr  einfach  unter.  Ist  nämlich 
(Taf.  IV.  Fig.  3.)  ßOD  das  gesehene  Dreieck«  halbirt  man  eine 
•Seite  OD  in  G,  xieht  BG  und  verlängert  dieselbe  bis  FG:=:;lBG 
wird,  so  muss  die  gesuchte  kleinste  Ellipse  durch  den  Punkt  F 
gehen.^  Setzt  man  also  DG=GO=c,  BG^^a  und  FG:=la,  so 
wird  die  obige  Gleichung  folgende: 

9caa:«+3flV  =  ^«®<'*- 

2  2c 

Hier  sind  ja  und  7^  conjugirte  Halbmesser.     Der  Anfangspunkt 

der  Coordinaten  ist  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  fallt  in  den  Schwer- 
punkt des  gegebenen  Dreiecks. 

Die  Gleidiung  (III)  kann  auf  ähnliche  Weise  wie  Gleichung 
(S)  transformirt  werden.    Setzt  man  nämlich 

a— 6       .         c — d 

SO  ergiebt  sich,  wenn  ^=^1 V  abcd  gesetzt  wird: 

(IV)  .  .  .    t3  +  2/?yt«— {3(p«  +  9«)  +  4}2+4py=0, 

wo  ^  und  q  stets  positiv  angenommen  werden  können.  Diese 
Gleichung  nat  offenbar  zwei  positive  und  eine  negative  Wurzel; 
für  unsere  Aufgabe  kommt  nur  die  positive  zwischen  0  und  2  lie- 
gende Wurzel  m  Betracht.  * 

Will  man  den  Factor  Cosec^^  gleich  mit  berficksichtigen ,  so 
nimmt 'diese  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

(V)  {,i+2p,z«_[3(;,«f  9'»)+4]*  +  4p9).^j32)7h:2)=^- 

Ist  das  gegebene  Viereck  ein  Trapez,  so  wird  p=qund  diese 
Gleichung  reducirt  sich  auf  folgende  quadratische: 
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Ist  das  gegebene  Viereck  ein  Paralielogramm ,  so  wird  p=zqz-i^, 
und  die  Gleichung  venrandeit  sich  in 

fibereiDstimiDend  mit  den  obigeo  Resultaten. 


Nachdem  mr  die  Aufgabe:  „A\q  kleinste  einem  gege- 
benen Vierecke  umscnriebene  Ellipse*  zu  finden*',  in 
ihrer  allgemeinsten  Form  gelost  haben ,  stellen  wir  noch  einige 
Sätze  zusammen,  welche  sich  ohne  Caicul  auf  elementare  Weise 
ableiten  lassen,  und  zum  Theil  in  jener  Aufgabe  enthalten  sind. 
Wir  schicken  folgende  leicht  zu  beweisende  Sätze  Toran. 

1)  Bezeichnet  i  den  Neigungswinkel  einer  geraden  Linie  a 
gegen  die  Projections-  £bene,  und  a'  die  orthographische  Projec- 
tion  dieser  Linie,  so  ist 

a!  =  aCost* 

Zusatz.  Jede  gerade  Linie,  welche  in  irgend  einem  Ver- 
hältnisse getheilt  ist ,  erscheiiit  in  der  Projection  in  demselben  Ver- 
hältnisse getheilt. 

2)  Jedes  Dreieck  ist  zn  betrachten  als  die  Projection  eines 
gleichseitigen  Dreiecks,  jedes  Parallelogramm  als  die  Projec- 
tion eines  Quadrats,  jede  '  Ellipse  ,  als  die  Projection  eines 
Kreises. 

3)  W^enn  der  Flächen-Inhalt  irgend  einer  ebenen  Figur  durch 
F,  der  ihrer  Projection  durch  F'  bezeichnet  wird,  so  ist 

F  =  F.Cosi, 

wo  i  den  Neigungswinkel  der  zu  projicirenden  Figur   gegen    die 
Projections -Ebene  bedeutet. , 

Zusatz.  Jede  ebene  Fignr,  welche 'in  einem  gewissen  Ver- 
hältnisse getheilt  ist,  erscheint  in  der  -  Projection  in  demselben 
Verhältnisse  getheilt. 

Aus  der  Lehre  vom  Grussten  und  Kleinsten  sind  folgende  ele- 
mentare leicht  zu  beweisende  Sätze  bekannt: 

1)    Unter  allen  nEcken,  welche  einem  gegebenen  Kreise  ein- 

fesehrieben    werden    kOnnen,    hat    das    reguläre   den    grussten 
Iftchen- Inhalt. 

Zusatz.  Das  gleichseitige  Dreieck  ist  das  grosste  unter 
allen  Dreiecken  und  das  Quadrat  das  gtcisste  unter  allen  Vier- 
ecken, welche  einem  gegebenen  Kreise  eingeschrieben  werden 
können. 

13  • 
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2)  Unter  allen  nEcken,  welche  einem  gegebenen  Kreise  um- 
schrieben werden  kunnen,  hat  das  reguläre  den  kleinsten  Flächen- 
Inhalt 

Zusatz.  Das  gleichseitige  Dreieck  ist  das  kleinste  unter 
allen  Dreiecken  und  das  Quadrat  das  kleinste  unter  allen  Vier- 
ecken y  welche  einem  gegebenen  Kreise  umschrieben  werden  können. 

Diesen  Sätzen  fügen  wir  noch  folgenden  hinzu : 

Lehrsatz. 

Wenn  eine  von  zwei  Sehnen  eines  Kreises  durch 
die  andere  halbirt  wird,  so  ist  der  Inhalt  des  durch  die 
Endpunkte  derselben  gehenden  Kreises  in  Beziehung 
auf  den  Inhalt  des  Kreisvierecks»  welches  durch  die 
Verbindung  dieser  Endpunkte  entsteht,  ein  Kleinstes, 
wenn  die  beiden  Sehnen  auf  einander  senkrecht  stehen^ 
also  der  Mittelpunkt  des  Kreises  in   den   Halbiniugs- 

punkt  der  ungleich  getheilten  Sehne  fällt. 

i 

Beweis. 

Es  seien  (Taf.  IV.  Fig.  6.)*  AB,  CZ>die  beiden  Sehnen,  welche 
sich  in  E  schneiden,  so  dass  AE  =  Eß  ist.  CD  stehe  auf  Aß 
senkrecht.  Man  lialbire  CD  in  F,  so  ist  dieser  Punkt  der  Mit- 
telpunkt des  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D  gehenden  Kreises; 
der  Inhalt  desselben  ist  in  Beziehung  auf  das  \iereck  ACBD  ein 
Kleinstes.  Denn  zieht  man  durch  E  die  Linie  OD^  beliebig, 
macht  CE=:CE,  D'E=DE,  halbirt  OW  in  G  und  zieht  GH 
senkrecht  auf  C  D' ^  so  ist /f  der  Mitteluunkt  des  durch  die  Punkte 
A^  B,  C 9  D'  sehenden  Kreises  und  CH  ein  Radius  desselben. 
Da  nun  CH>CG  und  aG=CF,  so  ist  CH^CF,  also  der 
Inhalt  des  durch  A,By  C,  D'  gehenden  Kreises  grosser  als  der 
Inhalt  des  durch  A,  B,  C,  D  gehenden.  Zugleich  ist.  Viereck 
ACBD'  <  Viereck  ACBD,  demnach 

Kreis  ACBD'    ^    Kreis  ACBD 
Viereck  ACBD'  ^  Viereck  ACBD' 

w.  z.  b.  w. 

Aus  der  Verbindung  dieser  Sätze  mit  den  obigen  erhält  man 
nun  leicht  die  folgenden: 

„Wenn  in  einem  Vierecke  eine  von  beiden  Dia- 

fonalen  durdh  die  andere  halbirt  wird,  so  fällt 
er  Mittelpunkt  der  diesem  Vierecke  umschrie- 
benen kleinsten  Ellipse  in  den  Haibirangspunkt 
der  ungleich  ge.theilten  Diagonale,  woraus  sich 
eine  leichte  geometrische  Constructioo  dieser 
Ellipse  ergiebf 

Zusatz  1.  Der  Mittelpunkt  der  einem  Parallelogramme  um- 
schriebenen kleinsten  Ellipse  liegt  im  Durchschnittspunkte  der  bei- 
den Diagonalen. 
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Zusatz  2.  Der  Mittelpunkt  der  einem  Dreiecke  umschriebe- 
nen kleinsten  Ellipse  liegt  im  Schwerpunkte  desselben« 

Wenn  ein  gleichseitiges  Dreieck  mit  dem  ihm  umschriebenen 
und  eingesdirienenen  Kreise  orthographisch  projicirt  wird,  so  ent- 
stehen In  der  Pt'ojection  zwei  concentrische  nlinliche  und  ähnlich 
liegende  Ellipsen,  und  zwar  sind  die  Axen  der  kleineren  die  Hälf- 
ten der  ihnen  entsprechenden  Axen  der  grossem  Ellipse ;  diePro- 
jection  des  gleichseitigen  Dreiecks  wird  ein  hreieck,  dessen  Ecken 
in  dem  Umfange  der  grossem  Ellipse  liegen  und  dessen  Seiten 
die  kleinere  berühren.  Der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der 
Ellipsen  ist  der  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks. 

„Demnach  lässt  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  eine 
Schaar  grosster  Dreiecke  einschreiben;  nämlich  jeder 
Punkt  der  Ellipse  Ist  Ecke  eines  solchen  Dreiecks;  die- 
selben haben  gleichen  Inhalt,  ihre  Schwerpunkte  lie- 
gen im  Mittelpunkte  der  Ellipse,  und  ihre  Seiten  hül- 
len eine  zweite  der  gegebenen  concentrische,  ähnliche 
nnd  ähnlich  liegende  Ellipse  ein,  deren  Axen  halb  so 
gross  sind,  als  die  entsprechenden  jener.*'  *) 

Wenn  ^ein  Quadrat  mit  dem  ihm  umschriebenen  und  einge- 
schriebenen Kreise  orthographisch  projicirt  wird,  so  entstehen  in 
der  Projection  zwei  concentrische  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Ellipsen,  und  zwar  verhalten  sich  die  Axen  der  kleineren  zu  den 
entsprechenden  der  grösseren  wie  l:V^;  die  Pr<^ection  des  Qua- 
drats^  ist  ein  Parallelogramm,  dessen  Elcken  in.  dem  Umfange  der 
grossem  Ellipse  liegen  und  dessen  Seiten  die  kleinere  bertihren. 
Der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  Ellipsen  Ist  der  Schwerpunkt 
dieses  Parallelogramms. 

„Demnach  lässt  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  eine 
Schaar  grosster  Parallelogramme  einschreiben;  näm- 
lich jeder  Punkt  der  Ellipse  ist  Ecke  eines  solchen  Pa- 
rallelogramms; dieselben  haben  gleichen  Inhalt,  ihre 
Schwerpunkte  liegen  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  und 
ihre  Seiten  hüllen  eine  zweite  der  gegebenen  concen- 
trische ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipse  ein,  deren 
Axen  sich  zu  den  entsprechenden  der  gegebenen  wie 
1:V2  verhaltenes  und  allgemein: 

Wenn  ein  reguläres  nEcb  mit  dem  ihm  umschriebenen  und 
eingeschriebenen  Kreise  orthographisch  projicirt  wird ,  so  entstehen 
in  aer  Projection  zwei  concentrische  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Ellipsen»  und  zwar  verhalten  sich  die  Axen  der  kleineren  zu  den 

entsprechenden  der  grossem  wie  Cos  —  :1;  die  Projection  des  re- 
gulären nEcks  Ist  ein  nEck,  dessen  Ecken  in  dem  Umfange  der 
Süssem  Ellipse  liegen  und  dessen  Seiten  die  kleinere  beröhren. 
er  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  beider  Ellipsen  ist  der  Schwer- 
punkt dieses  nEcks. 


*)  Man  vergleiche  Crelle'n  Jonrnal  für  reine  und  angewtlndte 
Mathematik.     Bd.  \\X.    Ueffc3.    S.  275. 
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'    »^Demnach  lägst  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  eine 
Scbaar    grOsster   nEcke    einschreiben;     nämlich   jeder 
Punkt  der  Ellipse  ist  Ecke   eines  solchen  itEcks;    die 
selben  haben  gleichen  Inhalt;    ihre  Schwerpunkte  lie- 

Pjen  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  und  ihre  Seiten   faul- 
en eine  zweite  der  gegebeneu  coucentrische  ähnliche 
i|od  ähnlich   liegeDde  Ellipse  ein«   deren  Axen  sich  zu 

den   entsprechenden    der   gegebenen  wie  Cos —^:1  rer 

halten/'     ' 


Heber  einig^^e  Relationen  zwisclien  den 

Inlialten  zweier  Tetraeder,  die  fOr  eine 

Fläelie  zweiter  Ordnuni^  reciprofeL  Ton 

einander  sind- 

VoD  dem 

Herrn  Doctor  A.  R.  Luchterhaodt 

so  Berlin. 


Nehmen  wir  zunächst  als  Fläche  zweitei*  Ordnung  eine  Kugel« 
deren  Gleichung 

Ist  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Ecken  des  einen  Tetraeders 
Tolt  art,yi,zi;  ^2»^2>22;  0:3, «3, 2$;  ^i^y^^H'^  so  hat  man  för  die 
Polarebenen  derselben  die  Gleichungen 

^i^+yiy+*i«=»^>  (l) 

^^+y29+H^—r^,  (2) 

^s^+y3y+33  2=r*,  (3) 

^4^+y4y+24a;=r2.  (4) 

Der  Durchschnitt  je  dreier  dieser  Ebenen  giebt  eine  Ecke  des 
reciproken    Tetraeders.     Bezeichnen   wir   die  Coordinaten  dieser 
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[;  h*V4-U  u"d  zwar  in  dem 

_. tt  cler  Ebenen  (2)  ,  (3)  und 

(itsprechen/iuifT«etzt  man  nocb  der  Kurze  wegen 


Punkte  mit  |i,i?i,{i;  %.%,&;  &.%,&;  U.'^ 
Ninne,  dass  li«i/i>&  ^^  SchneidenaiHct  der 
(4)  entsprechen,  und  «etzt  man  noen  der  Kui 

yi-4— y4^i=«i4  >  21^4—2:43:1  =  614  ,  a:iy4-ar4yi  =  Ci4; 
ya*4  — y4S«=öw  .  22^4— 2:4;J-2=:6a4  ,  a:2y4  — ^4^2=^; 

ys2^4— y4^  =  «34   »   «3^4-*4^»=*34  »  ^^4  —  ^4^3  =  <?34 ; 

und  bemerkt ,  dass  cria  +  ^21  =  ^  u-  s-  ^'-  >  ^^  erhält  man 

t  —«£84  +  ?«  +  ^ ^a  *34+ft42 +J^     >•  ~*2  ^84  +  ^42  +  ^28    . 

t  —^2     ^41+<'l8  +  ga4 m  ^41  +  ^13  +  ^34      «.  _^2    ^41+^13  +  ^34  . 

'«"""^       Ivxiäi)      '"^^-^      iV(i34)     '^=^      N(m)     ' 

t ^»«18+ "24  +  ««       a^lt+^  +  ^U     f. ,t£ti+£t*+S«  • 

*•— '       TTiTM)       '  '^-'^      WifST)      ''«='       W^M)      ' 
^^^^  — 37(IS) — '  ''*=^ — F(I^) — '  ^-'^  — A(123)      ' 

WO 

,V(234)  =a?taj4 + 0:8^42  +  jr^oas  =^2^*4  +  y8^>42  +  ^4^23 

=  3:2''^  +  *3<J42  +  ^4^23  \ 

2V(134)  =  5:3041  +:r4fl,3  +^1084=^3*41  +^4*18  +^1*44 
=  l3<?4l+24«'l3+2i€^4; 

iV(124)=ar4aia+a:i  0^4  +  ^:2041=^4*12  +yi*24  +»2^4i 

=^4<?12  +  «l''^  +  *2«4i;  :. 

2V(123)=a:,at8  +^^31  +4^101»  =5:3^1 6»  +Sf2*8i  +.V^Äia 

=  «1^23  +22<^81  +^  <^12- 

Bezeichnet  P  den  Inhalt  des  einen  und  Jl.den  des  anderen 
Tetraeders,  so  hat  man,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen, 

ÖP=ari  (Om  +  «34  +  042) +^2(fll4  + ««  +  ßsi) +  ^8  («12+«24 +«4l) 
+  ^4(«18+a82  +  <'2l)> 

<>^=ll  («i8  +  «84  +  «4«)  +  &(«*4  +  «43 +  «3l) +I3  («12  +  «24  +  «4l) 
+  S4(«18  +  «82+«2l)- 

Nun  ist  aber 

«i2-^i£2-^2&-  iV(234)iV(läi)"' 
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«n-ViSt- %& -  jV(234)JV(li4)  ' 

«»—%&-%&—  iV(i34)JV(l'24)  ' 

«**='?&- '»4&-  2^(123)  iY(lä4)  ' 
_     »  ^       6(ga— ari)r«.P. 


.        .  36r*P*.Xi 

.         .  .  36r*/»J^ 

«u +«M  +  «31 =+  jv(l-23)iV((234)  JV(124) ' 

j.       ^.^       _  36r«/>«.;r, 

«i«  +  «M+«(M  - — JV(1.23)  iV(134)  iV(234) ' 

35,^/», - 
«1»  +  «8t +  «a =+ 2v(l25Ä(l3^1V(234)' 
und  hiernach: 

ki(«»+as4+ff4a)+^(ai4+"4s+o»i)+^»(«i»+«a*+««)| 

ß  Tr_<M-s  pa . -f  ar4(fli3+«i|a+qai) 

~™        *  :V(123)iV(124)iV(134)iVr(234) 

2161^/»» 

-  jy(123)Nß'i4.)N[ldi)  2VC234)* 

Bedeuten  nun  noch  P^,  P,,  P,,  P.  die  Rauminhalte  der  Te~ 
traSder,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  durch  je  drei 
der  Eclqpunkte  des  ersten  Tetra^aers  gebildet  werden,  so  dass  also 

Nß2i)  =  6P^,   JV(124)=6P,.    N(m)=6Pt,   i\r(234)  =  6Pi 

ist,  80  kann  man  obige  Relation  so  darstellen: 

r«P» 

^=36Pi/»,Hi>« <^> 

Da  nun  . 

2  ^y^     y84-t-y42+ygs     . 

*  arjj084+a:ja4a+^4«M ' 

U.    B.   W. 
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WO  die  Bedeutung  von  ß  nnd  y  leicht  erheMt^  so  hat  man  auch 

wo  Hl,  n^,  n^y  n^  eine  ähnliche  Bedeutung  haben  wie  Pi  u.  s.  w. 

Aus  den  beiden  aufgestellten  Ausdrücken  ergeben  sich  nun 
leicht  auch  die  folgenden: 

PiP^PzP^^  n,ihn,n^' ^^> 

r^^p^.m^zG^.p^p^p^p^n^n^ikih,  .  .  .  .  (D) 
i^p^=fi^.(P,p^p^p^)^n,n^n^n^, (E) 

r«*JI8=68.(JIiJ74Jl3iZ»)'PiPaPs^4 (F) 

Besieht  man  die  Tetraeder  nicht  auf  die  Kugel ,  sondern  auf  eine 
solche  Fläche  der  zweiten  Ordnung,  die  einen  Mittelpunkt  hat  und 
deren  HaJbaxen  a,  b,  c  sind,  so  gehen  die  angegebenen  Relatio« 
nen  in  die  nacbstehende.n  über: 

^'adPiP^P:,P^'    •  ^ ^^^ 

a^b^c^p^ip^d^.PiP^p^p^n^n^ns'n^, . .  .  .(DO 

a%^c^P^=&^.{P^P.^P:^P^)^n^TI^n^n^, (E') 

a^^c^ip=6K(n^ii^nsn^)^p^p^p^p^, (F') 

welche  man  aus  jenen  leicht  erhält,  wenn  man  iur  r'  überall 
a.b.c  setzt. 

Betrachtet  man  ein  Paraboloid,  dem  die  Gleichung 

entspricht,  und  bezeichnet  man  mit  Dj  u.  s.  w.  den  Inhalt  des- 
jenigen auf  die  Ebene  der  yz  projicirten  Dreieckes,  welches  von 
den  t'unkten  ar«,  yj,  Zj;  x^,  y^,  Z3;  J?;,  ^4,  Za  gebildet  wird, 
und  legt  man  dem  Zeichen  Ji  eine  ähnliche  Bedeutung  bei,  so 
hat  man: 

"=iÄSb:  •••••••  "^"> 

'^■"i6-rfi^,//jz/4'  •  • : ^"^ 

/**  JT* 
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Heber  den  greometrischeii  Ort  des 

Scheitels  eines  Kei^els  zweiten  Orades^ 

welcher  die  Seiten  eines  windschiefen 

Sechsecks  berührt. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  GymnMiaiii  zu  lleiligenttadt. 


L  ßhrsatz. 

Ist  im  Räume  irgend  ein  windschiefes  Sechseck 
abcbef  gegeben,  und  man  verbindet  die  Haupteetjenecken 
.  a  und  D,  b  und  e,  c  und  f  desselben  durch  arei  gerade 
Linien  a^,  be,  cf;  so  ist  jeder  Punkt  einer  Geraden, 
weiche  diese  drei  letzteren  durchschneidet,  also  jeder 
Punkt  des  durch  dieselben  bestimmten  einfachen  Hy- 
perboloids der  Scheitel  eines  Kegels  zweiten  Grades, 
welcher  die  sechs  Seiten  des  Secnsecks  b.erShrt. 

Beweis. 

Es  sei  D  ein  Punkt  einer  Geraden  m,  welche  die  Geraden 
a^ff  be,  cf  schneidet;  so  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  Daö, 
JJbe,  Ekf  in  dieser  Geraden  m.  Eine  beliebige  Ebene  £  treffe 
die  Geraden  Da,  Db,  De,  />D,  De,  Df  in  den  Punkten  a,  /?,  y, 
A,  €,  9  und  die  m  in  u;  so  schneiden  sich  die  Geraden  ai,  ßi, 
yo'in  dem  Punkte  tc;  nach  dem  Satze  des  Brianchon  lässt  sich 
also  in  das  Sechseck  nßy^tq>  ein  Kegelschnitt  beschreiben.  Also 
muss  der  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Strahlen  den  Punkt  D 
,  mit  den   Punkten  dieses  Kegelschoittts  verbinden,   die  Ebenen 
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DoJb,  Dbc,  Dcb,  Dbt,  Def,  Dfa,   und  daher  auch  die  Geraden 
ab,  bc,  cö,  öt,  ef,  fa  beruh.         w.  z.  b.  w, 

IL 

Lehrsatz. 

Ist  im  Räume  irgend  ein  windschiefes  Sechseck  abcbef 
gegeben,  und  man  legt  durch  je  zwei  aneinander- 
stossende  Seiten  ab  und  bt/bc  und  cD,  cO  und  De,  Oe  und 
ef,  ef  und  fa  desselben  eine  Ebene,  im  Ganzen  sechs 
Ebenen  ßy  y,  ö,  s,  q),  et,  welche  sich  paarweise,  nämlich 
ß  und  8,  y  und  (p,  d  und  a  in  drei  Geraden  m,ji,p  schnei- 
den; zieht  man  endlich  eine  beliebige  Gerade  g,  welche 
Yn,  n  und  p  durchschneidet;  so  muss  eine  jede  Ebene 
£,  welche  durch  diese  Gerade  ^  geht,  also  eine  jede 
Berührungsebene  des  durch  die  Ueraden  m,  n,  p  be- 
stimmten einfachen  Hyperboloids,  die  Seiten  ab,  bc,  cD, 
öe,  ef,  fa  in  sechs  Punkten  a',  b',  c',  {>',  e',  f  schneiden, 
welche  einem  und  demselben  Kegelschnitte  angeboren. 

B  e  w  eis. 

Die  Ebene  £  schneide  die  Geraden  m,  n,  p  in  den  Punkten 
m,  n,  p;  so  liegen  diese  in  einer  Geraden  q.  Da  nun  iE  die 
Ebenen  ß  und  £  in  den  Linien  a'b'  und  O'e'  schneidet,  und  m  die 
Durch^cnnitt^linie  von  ß  und  e  ist ,  so  ist  tn  der  Durchschnitts- 
Sechsecks 
Ton  b'c'  und 
Paar  Hauptge- 
genseiten desselben.  Nach  dem  Satze  de^  Pascal  liegen  demnach 
die  sechs  Ecken  des  Sechsecks  a'WdK/e'f  auf  dem  Umfange  eines 
Kegelschnitts,  w.  z.  b.  w. 


üineftre  Konstruktioii  einer  C!iir¥e 
doppelter  JKrümmiuigr- 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 


Erklärung.  - 

Unter  einer  Curve  doppelter  Kriimmung  der  wten  Ord- 
nung verstehe  ich  ein  jedes  rfiumliehe  System  stetig  auf- 
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einander  folgender  Punkte,  welches  mit  einer  beliebi- 
gen Ebene  im  Räume  im  Allgemeinen  und  höchstens  n 
Punkte  gemein  hat;  und  unter  einer  Gurve  doppelter 
Krfimmung  der  nten  Klasse  ein  jedes  System  stetig  auf- 
einander folgender  Ebenen,  welches  mit  einem  belie- 
bigen Punkte  im  Räume  im  Allgemeinen  und  höchstens 
n  Ebenen  gemein  hat.  Tangente  einer  Curve  doppelter 
Krümmung  heisst  eine  jede  Gerade,  längs  welcher  sich  bezug- 
lich zwei  stetig  aufeinander  folgende  Punkte  oder  Ebe- 
nen der  Curve,  und  Berührungsebene  oder  Berührungs- 
punkt derselben  eine  jede  Ebene  oder  Punkt,  in  welchen 
sich  bezüglich  wenigstens  drei  stetig  aufeinander  fol- 
gende Punkte  oder  Ebenen  der  Gurve  vereinigen. 


1. 

1.  Es  seien  im  Räume  zwei  beliebig  (schief)  liegende  colli- 
neare  räumliche  Strahlbüscbel  D  und  Di  gegeben  (siehe  S.  169. 
.  des  ^Hen  Theils  des  Archivs) ;  so  werden  die  entsprechenden 
Strahlenpaare  a,  Oi;  b,  bi;,  c,  Ci;  d,  d^,.,.  derselben  im  Allge- 
meinen'sich  nicht  im  Räume  begegnen;  es  entsteht  aber  die 
Frage:  ob  nicht  gewisse  und  wieviele  entsprechende  Strahlen- 
paare einander  begegnen,  und  was  for  einem  Systeme  von  Punk- 
ten deren  Durchschnittspunkte  angehören? 

Eine  beliebige  Ebene  £  im  Räume  werde  von  den  Strahlen 
€1,6,  c,  d....  des  D  in  den  Punkten  a,  b,  c,  0....,  und  eine  auf  £ 
liegende  Ebene  £i  von  den  entsprechenden  Strahlen  d],  6i, 
Ci,  dl.,.,  des  Dl  in  den  Punkten  ai,  b| ,  Ci,  öi«...  getroffen;  so 
sind  die  Ebenen  (E,  £i  in  Ansehung  der  entsprechenden  Punk- 
tenpaare a,  b,  C,  D....  und  ai,  bx,  Cty  Ö«....  coliinear',  und  folglich 
miissexi  sich  (nach  S.  25.  des  8ten  Theifs  des  Archivs)  in  densel- 
ben im  Allgemeinen  und  höchstens  drei,  jedenfalls  ein  Paar  ent- 
sprechende Punkte  vereinigen.  Also  gibt  es  in  jeder  Ebene  des 
Raumes  im  Allgemeinen  drei  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende 
Strahlen  von  D  und  Di  hegecnen.  Zwei  solche  Punkte  sind  offen- 
bar die  Mittelpunkte  Z>,  Dt  aer  Strahlbüschel  selber,  indem  ihr 
gemeinschaftlicher  Strahl  jl)Z)|,  nämlich  e,  yon  dem  entsprechen-« 
den  StraJile  €i  im  Punkte  />|,  und  dieselbe  Gerade,  nämlich  /i, 
von  dem  entsprechenden  Strahle  f  in  D  geschnitten  wird. 

Durch  die  Gerade  DDi  gehe  eine  beliebige  Ebene,  welche  « 
oder  ai  heisse,  jenachdem  sie  zu  D  oder  zu  Dt  gerechnet  wird. 
Die  der  a  entsprechende  Ebene  oi  schneidet  oie  Ui  in  einem 
Strahle  Oj ,  welchem ,  als  zu  cti  gehörig,  ein  in  a  liegender  Strahl 
a  entsprechen  muss.  Also  schneiden  sich  die  Strahlen  a,  a^  '^^ 
einem  Punkte  a,  welcher  auch  einer  der  fraglichen  Punkte  ist. 
Denkt  man  sich  nun  um  DDi,  als  Achse,  einen  Ebenenbüschel 
2(  von  stetig  aufeinander  folgenden  Ebenen  o,  ß,  y,  ^....,  so  erhält 
man  eine  stetige  Reihe  von  Punkten  a,  b,  c,  D....,  in  deren  jedem 
zwei  entsprecliende  Strahlen  a,  a| ;  b,  by^  c,  Ci ;  d,  di....  von 
D,  Dt  sich  schneiden.  Diese  Punkte  bilden  also  eine  Gurve ,  und, 
weil  sie  in  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  im  Allgemeinen 
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und  höchstens  drei  zu   drei  liegen,    eine  Curve  doppelter  Krüm- 
mung der  dritten  Ordnung. 

Der  Punkt  />|  heisse  e,  als  Durchschnitt  der  Strahlen  e,  ei; 
ein  Punkt  m  der  Curve^  Durchschnitt  Ton  m,  mg ,  nähere  sich  dem 
e  ins  Unendliche ;  so  wird  die  Sekante  em  oder  >ii|  allmähli^  m 
die  Tangente  fiir  e  übergehen,  und  gleichzeitig  m  mit  «,  mj  mit  ^| 
zusammenfallen.  Also  ist  der  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  e 
beider  StrahlbOschel  entsprechende  Strahl  Ci  Tangente  der  Curve 
im  Punkte  A* 

Es  sei  8  diejenige  Ebene  des  Ebenenbiischels  TL,  welche  den 
Strahl  e  mit  seinem  entsprechenden  Ci  verbindet;  und  es  sei  C| 
die  der  e  entsprechende  Ebene  in  Z>|.  Da  jede  durch  61  gehende 
Ebene  bereits  die  beiden  längs  ei  vereinigten  Punkte  der  Curve  / 
enthält,  so  muss  jede  noch  einen  dritten  Punkt  derselben  enthal- 
ten. Es  sei  ;:  dieser  dritte,  der  Ebene  Cj  zugehiirige  Punkt;  so 
liegt  derselbe  entweder  auf  der  Geraden  e^,  oder  Irgend  wo  aus- 
serhalb Bi  auf  f| ,  oder  ftlllt  mit  e  zusammen.  Im  ersten  Falle  aber 
wurde  einem  von  e  verschiedenem  Strahle  x  ein  mit  ei  identischer 
Strahl  Xi  entsprechen,  was  unmr>glich  ist;  im  zweiten  würde  dem 
in  El  liegenden  Strahle  Xi  ein  nicht  in  e  Heißender  ^Strahl  x  ent- 
sprechen, was  gleichfalls  unmöglich;  also  fallen  auf e^  drei  Punkte 
in  e  zusammen,  und  es  ist  e^  die  Berührungsebene  in  Z>^. 

Lehrsatz    1. 

Sind  im  Räume  zwei  collineare  räumliche  Strahl- 
bflschel  in  beliebiger  schiefer  Lage  gegeben,  so  gibt 
es  in  denselben  unzählige  Paare  entsprechender  Strah- 
len, welche  einander^  begegnen,  und  zwar  bilden  die 
Durchschnittsnunkte  aller  dieser  Strahlen^aare  nebst 
den  Mittelpunicten  der  beiden  Strahlbüschel  eine  Curve 
doppelter  Krümmung  der  dritten  Ordnung,  und  diese 
wira  in  jenen  Mittelpunkten  von  denjenigen  Strahlen, 
deren  entsprechende  sich  vereinigen,  und  von  denjeni- 
gen Ebenen  berührt,  deren  entsprechende  den  gemein- 
schaftlichen Strahl  mit  den  betreffenden  Tangenten 
verbinden. 

Dem  Ebenenbüschel  H  von  D  entspricht  in  Di  ein  Ebenen- 
büschel Hl ,  dessen  Achse  Ci ,  und  der  mit  ersterem  in  Ansehung 
der  entsprechenden  Ebenenpaare  er,  ß,  y,  tf....  und  »1,  ßi,  y^,  Si,.„ 
projektivisch  ist;  also  bilden  die  Durchschnittslinien  a^,  6|,  Ci,  €/|.... 
der  entsprechenden  Ebenenpaare  Linien,  welche,  wie  oben  ge- 
zeigt, den  Punkt  Z>i  mit  sämmtlicheh  Punkten  der  Curve  ver1»in- 
den,  einen  Kegel  des  zweiten  Grades  Ki,  welcher  auch  die  Strah- 
len ft  und  e  enthält  und  längs  den  Strahlen  ei  und  e  bezüglich 
von  denjenigen  Ebenen  $1  und  f'  beröhrt  wird,  denen  in  D  und 
Z>i  die  Ebene  rr.  («  und  e^')  entspricht.  Aus  demselben  Grunde 
bilden  auch  die  clen  vorigen  entsprechenden  und  nach  denselben 
Punkten  der  Curve  gehenden  Strahlen  a,  b,  c,  €L.„  einen  Kegel 
zweiten  Grades  K,  welcher  längs  f  und  /i  bezuglich  ton  "zwei 
Ebenen  g>'  und  q>i  berührt  wird,  denen  in  D^  und  D  die  Ebene 
ffi  (SPi'  u°^  9^)  entspricht.    Diese  beiden  Kegel  haben  also  einen 
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laiiss  fi  berührt,  mit  aer  üjoene  ^i  oder  eei ;  und  eoenso  die  c, 
welche  Ky  längs  e  berührt,  mit  der  Ebene  tp  oder  ff^  zusammen. 
Die  Tangenten  Ci ,  /"  der  Curve  sind  also  die  Durcnschnittslinien 
der  entsprechenden  Ebenen  fi  und  e,  97'  und  q>i  ,  welche  die  bet- 
den  KegNßl  Ki  und  AT,  K  und  X^ ,  berühren. 

Das  nämliche  gilt  nun  aber  auch  von  allen  dbrigen  Tangenten 
d^r  Curve.  Denn  sind  a  und  m  irgend  zwei  Punkte  der  letzteren, 
und  man  denkt  sich  den  m  ins  Unendliche  dem  a  genähert,  so 
geht  die  Sekante  am  allmählig  in  die  Tangente  fiir  a,  und  gleich- 
zeitig: die  die  Strahlen  a  und  m»  a^  und  m^  verbindenden  ent- 
sprechenden Ebenen  in  die  Beruhrungsebenen  von  K  und  K*  längs 
a  und  ay  über.  In  der  That:  legt  man  durch  die  Durchschnitts- 
iinie  dieser  zwei  Beruhrungsebenen  irgend  eine  Ebene,  so  schnei- 
det letztere  die  beiden  Kegel  in  zweiKegeiscfauitten,  welche  beide 
von  jener  Linie  in  a  berührt  werden  und  eipen  auf  DDi  liegen- 
den, zur  Curve  nicht  j^horigen  Punkt  gemein  haben^  Da  nun  ßin 
Kegelschnitt  durch  vier  seiner  Punkte  und  die  Tangente  in  dem 
einen  auf  einzige  Weise  bestimmt  ist,  so  kiinnen  jene  beiden 
keine  zwei  neuen  Punkte,  müssen  aber  einen  Punkt  noch  noth- 
wendig  gemeinschaftlich  besitzen,  und  dieser  Punkt  gehurt  auch 
unserer  Curve  an.  Die  Ebene  hat  also  ausser  a  noch  einen  Punkt 
mit  der  Curve  gemein  und  muss  daher  auch  noch  einen  dritten 
besitzen;  dieser  letztere  würde  aber  ein  neuer  Durchschnittspunkt 
jener  Kegelschnitte  sein,  was  unmöglich  ist;  also  muss  derselbe 
sich  mit  dem  Punkte  a  vereinigen. 

Und  da  endlich  eine  solche  Vereinigung  auf  jeder^  Ebene, 
welche  durch  jene  .Linie  gebt,  stattfindet,  so  muss  diese  eine  Tan- 
gente der  Curve  s^io. 

Auf  ähnliche  Weise,  nämlich  mittels  zweier  Kegelschnitte, 
zeigt  man,  dass  die  Curve  in  jedem  ihrer  Punkte  nur  eine  einzige 
Tangente  besitzt.  / 

Lehrsatz    2.- 

Die  Curve,  welche  di«  Durchschnittspunkte  ent- 
sprechender Strahlenpaare  zweier  schiefliegenden  col- 
linearen  räumlichen  Strahlbüschel  enthält,  gehört  den 
Oberflächen  zweier  Kegel  des  zweiten  CTrades  an, 
welche  einen  Strahl  gemein  haben,  und  deren  Scheitel 
die  Mittelpunkte  jener  Strahlbüschel  sind.  Sämmt- 
liche  Tangenten  der  Curve  sind  die  Durchschnittslinien 
der  nach  einerlei  Punkte  derselben  gehenden  Beruh*- 
rungsebenen  beider  Kegel;  insbesondere  sind  die  Tan- 
genten in  den  Mittelpunkten  der  Strahlbüschel  diejeni- 
fen  Strahlen  der  Kegel,  in  welchen  ein  jeder  von  der 
en  anderen  im  gemeinschaftlichen  Strahle  berühren- 
den Ebene  geschnitten  wird,  und  die  Berührungsebenen 
der  Curve  in  diesen  Mittelpunkten  sind  die,  die  bei- 
den Kegel  längs  jenen  Strahlen   berührenden  Ebenen. 
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Die  in  Rede  stehende  CoTve  —  mwD  mag  nun  ihreErzeaeaDg 
durch  rSumliche  Strahlbflschel  oder  durch  zwei  Kegel  im  Auge 
babeo  —  hat  grosse  Aehnlichkeit  mit  derjenigen  ebenen  Curve, 
welche  durch  zwei  projektivii^che  ebene  Strahlbfischel  und  zugleich 
auch  durch  den  Schnitt  eines  Kegek  mit  einer  Ebene  erzeugt 
wird.  Man  karfn  sie  daher ,  am  sie  einerseits  von  den  ebenen 
Schnitten  des  Kegels  dritten  Grades,  andererseits  von  der  Durch- 
Schnittslinie  zweier  beliebiger  Kegel  des  zweiten,  welche  eine 
Curve  doppelter  Krümmung  der  vierten  Ordnung  ist  und  durch 
räumliche  Strahlböschel  von  höherer  Verwandtschaft  erzeugt  wird^ 
zu  unterscheiden,  den  Täumlichen  Kegelschnitt  der  drit- 
ten Ordnung  heissen. 

Dass  der  letzte  Satz  auch  umgekehrt  gelte,  hiervon  wird  man 
sich  mittels  des  Ebenbnbüschels  21  leicht  überzeugen  können. 

2.  Es  seien  jetzt  2(,  3fi  irgend  zwei  entsprechende  und  lo 
einem  Punkte  D^  sicli  treffende  Strahlen  von  D,  Di\  so  bilden 
die  denselben  angehorigen  entsprechenden  Ebenenpaare  der  raum- 
lichen Strahlbüschel  zwei  Ebenenbuschel  21,  3fi,  welche  in  An- 
sehung ^eser  Ebenenpaare  u,  ß,  y,  d....  und  oj,  ßi,  y^^  d|....  pro- 
jektivisch  sind.  Also  bilden  die  Durchschnittslinien  von  «,  Oi; 
ßf  ßi9  /»J'i'  ^»  ^1  «»oen  Kesel  zweiten  Grades  K^,  welcher 
auch  die  Strahlen  3,  21t  enthält  und  z.  B.  längs  31  von  derjeni- 
gen Ebene  berührt  wird,  wekhc,*  der  Ebene  '2l2Ci  von  i>i  ent- 
sprechend ,  den  Strahl  21  mit  der  Tangente  f  verbindet.  Bedenfct 
man  nun  noch,  dass  man  die  Ebenen  a,  «i;  ^,/?i....  erhält,  wenn 
man  die  Punkte  a>  b....  der  Curve  mit  den  Geraden  2f,  ii  vor- 
bindet, und  dass  die  Curve  in  jedem  ihrer  Punkte  nur  eine  ein- 
zige Tangente  hat,   so  gelangt  man  zu  folgendem  merkwürdigen 


Lehrsatz    3. 

Ein  jeder  Punkt  eines  räumlichen  Kegelschnittes 
dritter  Ordnung  ist  der  Scheitel  eines  Kegels  zweiten 
Grades,  dessen  Strahlen  nach  den  übrigen  Punkten, 
und  dessen  ßerührungsebenen  nach  den  Tangenten 
der  Curve  gehen. 

Die  Punkte  D,  Z>|  sind  also  keine  eigenthdmiichen  Punkte 
der  Curve ;  vielmehr  wird  der  Punkt  D^  und  der  Kesel  aJ^  die 
nämlichen  Eigenschaften  haben  müssen,  als  D  und  a  oder  />, 
und  Ki;   unter  anderen  folgende: 

L  e  h  r  6  a  t  z    4. 

Je  zwei  Punkte  eines  räumlichen  Kegelschnittes 
dritter  Ordnung  sind  die  Mittelpunkte  zweier  collinea- 
ren  räumlichen  Strahlbüschel,  und  zwar  sind  die  nach 
einerlei  Punkten  und  Tangenten  des  ersteren  gehen- 
den Strahlen-  und  Ebenenpaare  entsprechende  Ele- 
mente der  letzteren. 
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L  eh  r  s  a  t  z    5. 

Die  Berührunssebene  in  einem  beliebigen  Punkte 
eines  räumlichen  Kegelschnittes  dritter  Ordnune  be- 
rührtden  durch  jenen  Funkt,  als  Scheitel»  und  die  Curve 
selbst  erzeugten  Kegel  längs  der  jenem  Punkte  zuge- 
hörigen Tangente  der  Curve. 

Aufgabe. 

Durch  sechs  im  Räume  beliebig  gegebene  Punkte 
einen  räumlichen  Kegelschnitt  dritter  Orunung  zu  legen, 
nämlich:  o)  auf  jeder  Ebene,  welche  durch  zwei  der  ge- 
gebenen Punkte  geht,  den  derCurve  angehörigen  drit- 
ten Punkt;  ft)  die  Tangenten  und  y)  dieBerührun^sebe- 
nen  in  diesen  Punkten;  d)  die  Punkte,  welche  eine  im 
Räume  beliebig  gegebene  Ebene  mit  der  Curve  semein 
hat,  und  insbesondere  s)  die  unendlich  entfernten 
Punkte,  die  Asymptotenlinien  und  Asymptotenebenen 
der  Curve  zu  finden. 

Auflösung. 

Verbindet  man  irgend  zwei  der  gegebenen  Punkte,  z.  B.  Z>, 
/>!,  mit  den  vier  übrigen  a,  4>,   c,   0  durch  gerade  Linien  a,  b, 

c,  d  und  ai9  bif  Ctf  di9  »o  sind  hierdurch  zwei  coUin.  räumliche 
Strahlbüschel  /),  I)i  bestimmt,  in  denen  diese  vier  Linienpaare 
einander  entsprechen ,  und  diese  Strahlbüschel  erzeugen  nach 
Lehrs.  2.  einen  räumlichen  Kegelschnitt  dritter  Ordnung,  welcher 
durch  jene  sechs  Punkte  geht  Gäbfe  es  nun  einen  zweiten  sol- 
chen Kegelschnitt,  welcher  durch  dieselben  sechs  Punkte  ^inge, 
80  würden  nicht  nur  alle  Geraden,  welche  den  Punkt  D  mit  den 
Punkten  des  ersteren  verbinden,  einen  Ke&rel  zweiten  Grades  K, 
sondern  auch  alle  Strahlen ,  welche  D  mit  den  Punkten  des  zwei- 
ten verbinden,  einen  Kegel  zweiten  Grades  K'  kraft  Lehrs.  3.  er- 
zeugen. Diese  beiden  Kegel  aber  würden  fönf  Strahlen  a,  6,  c^  d 
und  DDi  gemein  haben ;   also  w^ürden  sie  zusammenfallen  müssen, 

d.  h.  der  zweite  räumliche  Kegelschnitt  würde. auch  der  Ober- 
fläche von  K  angeboren.  Ebenso  zeigt  man  aber  auch,  dass  der- 
selbe der  Oberfläche  des  Kegels  ^i  angehört,  welcher  um  Di  als 
Scheitel  durch  den  ersten  räumlichen  Kegelschnitt  erzeugt  wird. 
Also  fallen  beide  räumlichefn  Kegelschnitte  in  allen  ihren  Punkten 
zusammen. 

'  a)  Es  sei  v  eine  beliebige,  durch  D  und  Di  gehende  Ebene, 
deren  dritter  Durchschnitt  n  mit  der  Curve  gesucht  wird.  Denkt 
man  sich  unter  n  und  n^  die  Strahlen ,  welche  von  D  und  /X  nach 
n  gehen ,  und  den  Strahl  DDi ,  jenachdem  er  dem  Kegel  K  oder 
Kl  angehört,  mit  e  oder  fi  bezeichnet,  so  bilden  einerseits  die 
Strahlen  a,  b,  c,  d,  e,  n  ein  dem  Kesel  K,  anderererseits  die 
Strahlen  «i,  6„  Ci,  di,  /i,  «j  ein  dem  Kegel  /T,  eingeschriebenes 
einfaches  6-Flach  im  Strahlbüschel*).    Kraft  des  sogenann- 

•)  Siehe  Steiner's  Sjstemat  Entwicbelung  d.  Alih.  u. «.  w.  ThL  I.  S.  236. 
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ten  mystischen  Seebsedc»  liegen  die  drei  Geraden,  in  denen  sich 
die  drei  P^ar  Häuptgegenflächeo  eitles  solchen  6 -Flachs  schnei- 
den» in  einer  und  derselben  Ehene.  Legt  man  also  durch  a  und 
6»  6  und  e,  c  und  d,  d  und  e  vier  Ebenen  ab,  bc^  cd,  de,  so  er- 
hält man  als  Durchschnittsiinlen  von  ii6  und  de,  bc  und  v  zwti 
Gerade  p  und  q,  und  legt  man  durch  letztere  eine  Ebene  pgr,  so 
schneidet  diese  die  Ebene  ed  in  einer  Geraden  r,  und  verbindet 
man  r  mit  a  durch  eine  neue  Ebene  an,  so  schneidet  diese  diev 
in  dem  St^ahl^  n,  welcher  durch  den  gesuchten  Punkt  n  geht. 
Auf  gleiche  Weise  findet  man  auch  den  Strahl  rti  und  spmit  den 
Punkt  n. 

Am  Einfachsten  wird  es  sein,  statt  im  Räume,  in  einer  der 
Ebenen  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  zu  operiren,  weiche  drei  der  Punkte 
a,  b,  c,  0,  z.  B.  b,  c,  Ö,  verbinden.  Nämlich:  hat  man  die  Ge- 
raden DDi,  Da  und  Dj^a  gezogen,  welche  die$e  Ebene  in  den 
Punkten  (ef^),  a'  und  ai  schneiden,  und  ist  (n'ui)  der  Durch- 
schnitt derselben  Ebene  mit  v,  so  ziehe  man  die  Geraden  a'b, 
bc,  cO,  öe;  den  Durchschnitt  q  von  n'  und  bc  verbinde  man  mit 
dem  Durchschnitte  p  von^a'bund  Öe  durch  eine  Gerade,  und  den 
Punkt  c,  wo  letztere  die  cO  trifft,  mit  dem  Punkte  a'  durch  eine 
andere  Gerade;  so  trifft  letztere  die  n'  in  einem  Punkte  n'.  So- 
dann ziehe  man  die  Gerade  a/bi  (Äi'b),  welche  die  Öjfji  (öe)  in 
Pi  schneidet;  verbinde  P|  mit  qi  (q  '  durch  eine  Gerade  und  den 
Punkt  1?|,  wo  letztere  die  CiD^  (cO)  itrifft,  mit  a^'  durch  eine  neue 
Gerade;  so  schneidet  letztere  die  ny  (oder  n')  in  einem  Punkte 
n^'.  Endlich  verbinde  man  im  Räume  den  Punkt  D  mit  n',  den 
Punkt  Dl  mit  Ux'  durch  zwei  Gerade  n  und^^;  so  schneiden  sich 
diese  in  dem  gesuchten  Punkte  n  der  Curve. 

ß)  Um  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  ti  zu  finden,  kon- 
struire  man  die  beiden  Ebenen,  weiche  den  Ke^el  K  längs  n,  K^ 
längs  »1  berühren;  so  ist  sie  deren  Durchschnittslinie,  bedenkt 
man  nämlich,  dass  bei  einem,  einem  Kefi:elschnitte  eingeschriebe- 
nen Fünfeck  die  Tangente  in  der  einen  Ecke  die  Hauptgegenseite 
dieser  Ecke  in  einem  Punkte  trifft,  welcher  mit  den  Durchschnitts- 
punkten zvveier  anderer  Seitenpaare  in  gerader  Linie  liegt,  und 
überträgt  man  diese  Eigenschaft  auf  das  dem  Kegel  K  eingeschrie- 
bene Fünf- Flach,  dessen  Ij^anten  der  Reibe  nach  n,  a,  b,  c,  d 
sein  mögen,  so  findet  man  die  erstere  von  jenen  beiden  Berüh- 
rungsebenen, wenn  man  noch  die  Ebene  nd  legt,  welche  die  ab 
in  der  Linie  s  schneidet,  diese  letztere  mit  dem  bereits  gefunde- 
nen Durchschnitte  r  von  cd  und  an  durch  eine  Ebene  verbindet, 
und  durch  die  Gerade  t,  wo  letztere  die  bc  schneidet,  und  durch 
n  eine  neue  Ebenem  Ifgt;  diese  nämlich  berührt  K  längs  n.  Die 
andere  Berührungswiene  ergibt  sich  auf  ähnliche  Weise. 

In  der  Ebenerer  Punkte  b,  c,  ö  ist  zu  dem  gegenwärtigen 
Zwecke  nur  noch  Folgendes  hinzuzufügen.  Man  ziehe  die  Gerade 
2>n',  welche  dre  a'b  in  8  schneidet,  sofort  die  Gerade  sc,  welche 
die  bc  in  t  schneidet,  und  verbinde  t  mit  n'  durch  eine  Gerade. 
Wiederum  ziehe  man  C>|n|',  welche  die  C^i'bi  in  Si  schneidet,  so- 
fort Sit^,  weiche  die  bc  in  t^  schneidet,  und  verbinde  t^^  mit  n«' 
durch  eine  Gerade.  Endlich  verbinde  man  den  Durchschnittspanfct 
der  Geraden  tn'  und  tin.'  mit  dem  Punkte  n  durch  eine  Gerade; 
so  ist  letztere  die  gesuchte  Tangente. 

Thell  X.  14 
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y)    Die  Tangente  in  n  und  ireend  viev  Gerade»  welcbe  diesen 
Pnnkt  mit  vier  der  gegebenen  sechs  Punkte  Terbinden,  besttnunen 


einen  Kegel  K^.  Man  sncbe  wie  oben  diejenige' Ebene ,  welche 
diesen  Kegel  längs  jener  Tangente  berührt ;  so  ist  dieselbe  nach 
liehrsatz  5.  die  Berfihrungsebene  der  Curre  im  Punkte  n. 

d)  Man  ziehe  aus  zweien  der  gegebenen  sechs  Punkte,  z.  B. 
aus  l)  und  Di ,  zweimal  ßinf  Gerade  a»  6,  c,  d,  e  und  ai,  bi, 
<^i»  ^^1»  fi  nach  den  jedesmaligen  fönf  übrigen  Punkten  a.  b,  C, 
d,  Dl  und  a>  by  c,  ^,  D;  so  treffen  die^e  Geraden  me  im 
Räume  beliebig  gegebene  Ebene  in  den  Punkten  a',  V»  d,  Ö',e' 
und  ai  ,  bi',  q',  Di',  f^',  wo  e'  und  f^',  ebensowie  enndfi,  sich 
vereinigen.  Jetzt  lege  man  durch  die  ersteren  fünf  Punkte  einen 
Kegelschnitt  31,  und  durch  die  letzteren 'fünf  Punkte  einen  Kegel- 
schnitt Kl,  und  suche  die  drei  (resp.  zwei  oder  einen)  übrigen 
Punkte,  welche  Ä  und  Si  ausser  dem  Punkte  (^fiO  gemein 
haben;  so  sind  diese  die  Durchschnittspunkte  jener  Ebene  mit 
der  durch  die  gegebenen  sechs  Punkte  gehenden  Curve.  Denn 
diese  Kegelschnitte  geboren'  den  durch  die  Punkte  D,  Di,  als 
Scheitel,  und  durch  die  Curve  erzeugten  Kegeln,  und  folglich  ein 
jeder  den  ersteren  gemeinschaftliche  Punkt,  welcher  nicht  auf 
dem  gemeinschaftlichen  Strahle  der  Kegel  liegt,  der  Curve  selber 
an.  -^  Es  rauss  aber  bemerkt  werden ,  dass  die  Aufgabe :  Wenn 
von  zwei  Kegelschnitten'  ein  Durchschnittspunkt  bekannt  ist,  die 
übrigen  zu  finden  —  eine  Auf i;äbe ,  auf  welche  auch  die  Verdop- 
iielüng  des  Würfels  zurückkommt  —  schwerlich  mittels  des 
niossen  Lineals  und  eines  festen  Kreises  gelöst  werden  kann. 
Doch  lassen  sich  jedesmal  ein  Kreis  und  eine  gleichseitige  Byper- 
bei  finden,  deren  Durchschnitte  jene  Punkte  sind,  wovon  der 
Grund  im  8ten  Theile  des  Archivs  8. 10.,  Lehrs.  3.,  a)  und  /)  und 
S.  24.  zu  suchen  ist 

e)  Die  Strahlen  eines  Punktes,  welche  den  sämmtlichen  Strah- 
len eines  Kegels  zweiten  Grades  parallelsind,  bilden  einen  dem 
letzteren  congmenten  Kegel ;  sind  daher  fünf  Paar  Strahlen  zweier 
Kegel  zweiten  Grades  parallel «  so  ist  jeder  Strahl  des  einen  einem 
Strahle  des  anderen  parallel.  Hierauf  beruht  folgende  Konstruk- 
tion: Man  ziehe,  wie  vorhin,  die  Geraden  a,  6,  c,  d,  e  und  o«, 
bi,  Ci,  di9  fi,  und  sodann  dui^h  einen  der  Punkte  Z>,  Di,  z.  B. 
durch  />,  mit  den  Strahlen  Oi,  6^,  Ci,  c^  des  anderen  die  paral- 
lelen Strahlen  a",  6",  c'',  d".  Eine  beliebige  feste  Ebene  werde 
von  a,  by  c,  d,  a",  6",  (/',  d"  und  (efi)  der  Reihe  nach  in  den 
Punkten  a',  b',  c',  Ö',  a",  b'\  c",  ö'' und  (e'D  geschnitten. 
Man  lege  durch  a' ,  b',  c',  0',  e' einen  Kec^schnitt  31' »  und  durch 
a",  b",  c",  {>",  f  einen  zweiten  Ä",  suchqrdie  Punkte  p,  q,  r, 
welche  K'  und  Vi"  ausser  (^'f")  gemein  haben,  und  ziehe  durch  Z> 
nach  diesen  Punkten  die  Strahlen  p,  &,r  (mit  welchen  die  Strah- 
len px,  qi.  Vi  des  Punktes  Di  parallel  sein  mögen);  so  bestim- 
men p,  q,  r  die  Richtungen  dreier  unendlich  entfernter 
Punkte  der  Curve«  Sucht  man  femer  cKe  l»eidevi  Ebenen, 
welche  die  durch  a,  b,  c,  d,  e  und  ai,  ^,  Cj,  <^,  A  bestimm- 
ten Kegel  A%  i^i  längs  o  und  pi  (oder  ^  und  qi,  r  und  Ti)  berftfa- 
ren,  so  Ist  ihre  Durcnscnnittslinie  die  Tangente  der  Curve  in  dem 
Punkte,  nach  welchem  />(^,r)  ^gerichtet  ist,  d.  h.  eine  Asymp- 
totenlinie derselben;    und  zieht  man  durch  zwei  der  Punkte  <t 
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bi  c»  0  m\t  p  die  ParaÜelen  m,  n  uBd  sucht  die  Eben«,  welche 
den  durch  jene  A^mptote  nbd  die  Geraden p,pi,m,n  heüHmtk- 
ten  Cylind^r  längs  der  erstertm  berührt,  so  hat  man*  die  Berfih- 
ranf^ebene  der  uarre  in  jenem  unendlich  entfernten  Punkte,  d.  h. 
eine  Asymptotenebene  der  Curve. 

Die  unter  a)  angestelTte  Betrachtung  bat  zugleich  ergeben : 

Lehrsatz    6. 

Durch  sechs  im^  Räume  beliebig  gegebene  Punkte, 
von  welchen  keine  vier  in  einer  Gbene  liegen,  läset 
eich  allemal  einer,  aber,  auch  nur  ein  einziger  rAumli- 
cher  Kegelschnitt  der  dritten  Ordnung  legen. 

Ferner  folgt  aus  9)  und  Lehrsatz  3. 

Lehrsatz    7, 

Sind  im  Räume  6  befiebige  Punkte  gegeben,  so  sind 
In  jeder  beliebigen  Ebene  la  Punfcte  gegeben^  in  wel- 
chen die  Verbindungslinien  d^r  ersieren  die  £ben.e 
schneiden;  durch  je  f^üuf  dieser  Punkte,  welche  den 
jStrahlenje  eines  der  gegebenen  sechs  Punkte  ange- 
hören,  geht  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  im  Ganzen 
sechs  Kegelschnitte;  und  diese  fetzteren  hab^n  jiicht 
jiur  paarweise  jene  15,  spndern  alle  zugleich  im  AUge- 
ni^4nen.^uch  noch  entweder  einen  oder  drei  besondere 
Punktcrgemein. 

Die  unendlich  entfernten  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Curve 
bieten  den  natürlichsten  Eintheilungsgmnd  ihrer  Arten  dar.  -^  Von 
den  Durdischnittspunkten  p,  q,  c  der  unter  e)  gedachten  Kegel- 
schnitte 3L',  'Sif  sind  im  Allgemeinen  entweder  nur  einer  oder  alle 
drei  vorhanden.  Im  Besonderen  aber  können  auch  zwei  dersel- 
ben oder  alle  drei  sich  vereinigen,  d.  h.  mit  andern  Worten: 
jene  Kegelschnitte  können  ausser  dem  Punkte  (e'P)  einen  Punkt 
p  und  einen  Punkt  (qr) ,  in  welchem  sie  einander  berühren,  oder 
aber  nur  noch  einen  einzigen  Punkt  (pqt;),  in  welchem  sie  sich 
oskullren,  gemein  haben.  Ein  flinfter  Fall;  dass  einer  der  Punkte 
p,  q,  r  sich  mit  (e'fO  vereinige,  ist  hier  nicht  zulässig,  weil  dann 
die  Kegel  K^  Kx  einander  längs  ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle 
ißfi)  berühren,  und  hiermit  äe  Curve  selbst  in  einen  gewöhn- 
lichen Kegelschnitt  ausarten  würde.  Entweder  also  1)  wenn  über- 
haupt nur  ein  Punkt  p  existirt>  hat  dieCurve  nur  einen  ein- 
zigen unendlich  entfernten  Punkt  und  in  demselben  eine 
Asymptotenlinie  und  eine  Asymptotenebene  von  end- 
licher Entfernung.  Unter,  allen  Kegeln,  welche  sie  erzeuget, 
gibt  es  also  nur  einen  einzigen  Cylinder  und  zwar  einen  ellipti- 
schen. Sie  mag  daher  selbst  eine  räumliche  Ellipse  heissen. 
Oder  2)  wenn  d&ei  Punkte  p,  q,  r  getrennt  von  einander  existi- 
ren,  besitzt  die  Curve  drei  unendlich  entfernte  Punkte 
mit  drei  Asymptotenlinien  und  drei  Asymptotenebenen 
von  endlicher  Entfernung,  und  es  gibt  dann  unter  jenen 
Kegeb  drei  hyperbolische  Cylinder,  deren  Asymptotenebe^ 
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0ea  fmarweise  parallel  sind.  Die.  Ciirve  heisse  dann  eine  räom- 
11  che  Hyperbel.  3)  Wenn  es  einen  Punkt  p  and  einen  Punkt 
<<|i:)gibt,  hat  die  Curve  nur  zwei  unendlich  entfernte  Punkte 
mit  einer  unendlich  entfernten  Tangente  und  einer  Asymp- 
tote und  zwei  Asymptotenebenen  von  endlioher  Entfernung.  Unter 
den  von  ihr  erzeugten  Kegeln  ist  ein  hyperbolischer  und  ein 
parabolischer  Cyfinder,  die  eine  Asymptotenebene  des  erste- 
ren  mit  den  die  Kegel  K  und  Ki  längs  {qr)  berührenden  Ebenen, 
die  anderen  mit  der  die  Geraden  p  und  iifr)  verbindenden  Ebene 
und  zugleich  mit  den  Durchmesserebenen  des  anderen  Cylinders 
parallel.  In  diesem  Falle  möge  die  Curve  eine  (räumliche)  para- 
Dotische  Hyperbel  beissen;  4)  Wenn  es  einen  Punkt  (pcir) 
gibt,  hat  die  Curve  nur  einen  unendlich  entfernten  Punkt 
und  in  demselben  sowohl  eine  unendlich  entfernte  Tan- 
gente als  Berührungsebene;  und  es  befindet  sich  unter  den 
von  ihr  erzeugten  Kegeln  nur  ein  einziger,  nämlich  ein  paraboli- 
scher Cylioder.    Dann  heisse  dieselbe  eine  räumliche  Parabel. 

L  e  h  r  s  a  t  z    8.   . 

Ein  räumlicher  Kegelschnitt  dritter  Ordnung  hat 
entweder  1)  drei  unendlich  entfernte  Punkte  ohne  un- 
endlich entfernte  Tangenten  und  Berühriihgsebenen 
(räumliche  Hyperbef);  oder  2)  nur  einen  unendlich  entfern- 
ten Punkt  onne  dergleichen  Tangente  und  Berührungs- 
ebene (räumliche  Ellipse);  oder  3)  zwei  unendlich  entfernte 
Punkte  mit  einer  einzigen  unendlich  entfernten   Tan- 

fente  und  keiner  dergleichen  Berührungsebene  (parabo- 
sche  Hyperbel) ;   oder  4)  nur  einen  unendlich  entfernten' 
Punkt  mit  einer  unendlich    entfernten    Tangente   und 
Berührungsebene  (räumliche  Parabel)« 


n. 

Der  vorigen  Betrachtung  steht  eine  widere  zur  Seite ,  welche 
•von  der  Frage  ausgeht:  Wenn  zwei  collin^are  Ebenen  von 
beliebiger  Lage  im  Räume  gegeben  sind,  weiche  ein* 
ander  entsprechenden  Geradenpaare  werden  dann  in 
je  einer  Ebene  liegen,  und  welche  Curve  oder  Fläche 
werden  diese  Ebenen  umhüllen?  Der  Gan^  der  Betrach- 
tung bleibt  natürlich  derselbe,  und  es  wird  daher  hinreichen,  nur 
die  Resultate  anzugeben.  Die  Numm^  der  Sätze  wird  immer  zu- 
gleich die  der  früheren  reciproken  Sätze  sein. 

Lehrsatz    1. 

Sind  im  Räume  zwei  collineare  Ebenen  in  beliebi- 
ger schiefer  Lage  gegeben,  so  gibt  es  in  denselben 
unzählige  Paare  entsprechender  Geraden,  welche  in 
einer  Ebene  lie»en,  und  zwar  bilden  alle  dieseEbenen 
nebst  den  beiden  gegebenen  Ebenen  eine  Curve  dop 
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pelter  Krümmung  dritter  Klasse^  und  diese  wird  In  dfe«- 
sen  beiden  Ebenen  von  denjenigen  Geraden^  welche 
wechselseitig  ihrer  Durchschnittslinie  entsprechen,  und 
in  denjenigen  Funkten  berührt^  deren  eixtsprechende  in  derDurch- 
schnit&linie  der  Ebenen  und  in  den  betreffenden  Tangenten 
liegen! 

Lehrsat^'i. 

Sämmtliche  Ebenen,  welche  entsprechende  Gerade 
zweier  schiefileeenden  eolilnearen  Ebenen  verbindfin;; 
umhüllen  zwei  Kegelschnitte,  welche  eine  Tangente 
gemein  haben  und  in  diesen  Ebenen  Hecken.  Sämmt« 
liehe  Tangenten  der  von  jenen  Ebenen  gebildeten  Curve 
doppelter  Krümmung  dritter  Klasse  sind  die  Verbin- 
dungslinien der  Pünktenpaare,  in  welchen  je  eine  jener 
Ebenen  die  beiden  Kegelschnitte  berührt;  insbeson- 
dere sind  die  in  den  beiden  Ebenen  liegenden  Tangen- 
ten der  Curve  diejenigen  zwei  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte, welche  nach  den  Berührungspunkten  der  Durch- 
schnitt/slinie  beider  Ebenen  und  des  jedesmaligen 
anderen  Kegelschnittes  gehen;  und  die  Berührunes* 
punkte  der  Curve  in  den  beiden  Ebenen  sind  die  Be- 
rührungspunkte der  beiden  Kegelschnitte  und  der  eben 
-genannten  Tangenten. 

Bedenkt  man,  dass  ein  Kegel  entsteht,  wenn  eine  Schaar  vx>0 
Ebenen  zwei  Kegelschnitte  im  Räume  umhüllen  und  in  einem 
Punkte  (Scheitel,  Mittelpunkt,  Centrum  des  Kegels)  sich  schnei- 
den, oder  aber  wenn  dieselben  die^  entsprechenoen  Strahlenpaare 
zweier  im  Räume  beliebig  liegenden  concentrischen  ebenen  StnJil- 
büschel  verbinden,  so  wird  man  08  natürDch  finden,  die  in  Rede 
stehende  Curve  einen  excentrischen  Kegel  dritter  Klasse 
zu  nennen. 

Lehrsatz    3. 

Eine  jede  Ebene  eines  excentrischen  Kegels  drit- 
ter Klasse  wird  von  allen  übrigen  Ebenen  desselben  in 
den  Tangenten,  und  von  sämmtlichen  Tangenten  des- 
selben in  den  Punkten  eines  Kegelschnittes  geschnitten. 

Lehrsatz    4. 

Je  zwei  Ebenen  eines  excentrischen  Kegels  drit- 
ter Klasse  sind  In  Ansehung  der  Geraden-  und  Punk- 
tenpaare, in  denen  sie  von  sSmmtlichen  Ebenen  und 
Tangenten  des  ersteren  geschnitten  werden,  coüinear. 

Lehrsatz    5. 

Ein  excentrischer  Kegel  dritter  Klasse  wird  von 
jeder  seiner  Ebenen  in  demjenigen  Punkte  des  In  die- 
ser Ebene  von  ihm  erzeugten  Kegelschnittes  berührt. 
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in  welchem  dieser  letztere  von  der  betreffenden  Tan- 
gente des  ersteren  berührt  wird« 

A  n  f  g  a  fo  e. 

Ad  sechs  im  Räume  beliebig  gegebene  Ebenen 
einen  excentrischen  Kegel  dritter  Klasse  zu  legen, 
nämlich:  a)  für  jeden  Punkt,  welcher  auf  der  Durch- 
scbnittslinie  zweier  der  sechs  Ebenen  liegt,  die  durch 
ihn  gehende  dritte  Ebene  der  Curve;  ß)  die  Tangen- 
ten und  y)  dict  Berührungspunkte  der  Curve  in  diesen 
Ebenen;  S)  die  Ebenen  der  Curve,  welche  durch  einen 
im  Räume  beliebig  gegebenen  Punkt  geheo,  und  insbe- 
sondere e)  diejenigen,  weiche  n^it  eijier  gegebenen  Ge- 
radien parallel  sinn,  zu  finden. 

Lehrsatz  -A. 

An  sechs  im  Rnume  beliebig  gegebene  Rhenen«  von 
denen  keine  vier  durch  einerlei  PunKt  gehen»  läsat  sich 
allemal  einer,  aber  auch  nur  ein  einziger  ezeentrisch.er 
Kegel  dritter  Klasse  legen. 

Lehrsatz    7« 

Sind  im  Räume  sechs  beliebige  Ebenen  gegeben,  so  gehen 
v*on  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  nach  den  Durch- 
schnittsllnien  jener  Ebenen  15  neue  Jlbenen;  je  fünf 
dieser  letzteren,  welche  nach  den  Durchschnitts|inien 
ejner  der  sechs  ersteren  mit  den  fünf  übrigen  gehen, 
umhüllen  einen  bestimmten  Kegel  zweiten  Grades,^  im 
Ganzen  sechs  Kegel;  und  diese  letzteren  werden  nicht 
nUf'paarweise  voS  den  I5Ebenen,  sondern  alte  zugleich 
auch  noch  entweder  von  einer  oder  von  drei  besonde- 
ren Ebenen  berührt 

Lehrsatz    8. 
(Ohne  eigentliche  Recipreoitfit.) 
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Einij^e  Betrachtaniren  aus  der  hülieren 
Oeometrie 


Von  dem 


Heim  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Unirenital  sn  Jtn&r 


Es  sei  in  Taf.  IV.  Fig.  8.  O  der  Anfangspunkt  r^chtwinklicher 
CoordiDaten  OM=:ar,MP=y  und  PQR  eine  willkiihrliche  Curve, 
an  welche  im  Punkte  P  eine  Tangente  ST  gelegt  ist.  Construirt 
man  zu  OM  und  der  Subtaogente  mS,  die  mit  s  bezeichnet  werden 
möge,  die  mittlere  harmonische  Proportionale 

80  kann  das  Rechteck  aus  ML  und  MP,  nämlich  LJUPN,  in 
irsend  einer  Relation  zu  der  über  der  Abscisse  liegenden  Fläche 
ÖMPQR  unserer  Curre  stehen;  so  .wäre  es  z.  B»  mugliohi  dal» 
för  OMPQR=^u 

-—j-- y =1«,  öder= 2« ,  u.  8.  w. 

wäre,  wie  diess  z.  B.  bei  der  Parabel  der  Fall  ist*).  Allgemeiner 
ausgedrCIckt,  konnte  überhaupt    : 


sein,  und  es  wOrde  nun  daraufailkommen ^  diejenige  Curre,  d.  h. 
ihre  Gleichung  y^zzfCx),  zu  bestimmen,  in  welcher  die  genannte 
^^enscbaft  s&tt  fönde.  Man  brauchte  .ftber  nicht  gerade  ^wiscI^eQ 


*)Far  die  Parabel  y^rzYpx  ist  bekanntlich  u=\xy ^9z=z2Xy  also 
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X  und  %  die  mittlere  harmonische  Proportionale  zu  construiren; 
mau  konnte  diess  auch  zwischen  2ar  und  i ,  Sx  und  s ,  oder  ^  x  und  s 
u.  s.  f.,  überhaupt  zwischen  irgend  emer  Linie  z  und  s,  voraus- 
gesetzt, dass  z  auf  bekannte  Weise  von  x  abhängt,  siiso  etwa 
z=i/;(a:)  ist  In  dieser  Allgemeinheit  aufgefasst,  würde  nun  die 
Aufgabe  lauten  : 

Es  wird  die  Gleichune  derjenigen  Curve  gesucht,  in 
welcher  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  u,  die 
Ordinate  y  und  die  Subtangente  s  durch  die  Relation 

2^(x).s  '  . 

mit  einander  verbunden  siod,^  wobei  ^(u^  undi|^(a;)  zwei 
willkührliche  Funktionen  erster  Dimension  bezeichnen. 

Die  Gleichung  (1)  Ifisst  sich  auch  in  der  folgenden  Gestalt 

1   .  J^ 2_ 

*  +  1|;(a:)       ip(Ü)^ 

oder,  nach  MuitipUkatiop  mit  «f»  in  der  nachstehenden 

darstellen,  und  fährt  in  derselben  sogleich  zur  Differenzialgleichung 
der  gesuchten  Curve.    Da  nämlich 


u=  /  ydx 


ist,  80  folgt  umgekehrt 


Ferner  gilt  zur  Bestimmung  der  Subtangente  einer  Curve  die  Formel 

woraus  man  sogleich  erhält 

Substituiren  wir  jetzt  die  unter  (3)  und  (4)  gefundenen  Ausdrücke 
für  ff  und  ^  in  die  Gleichung  (2) ,  so  wird 

dx^  "*"  flf(x)dx^  (p{u)  \dxj 
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oder 

f     wobei  der  Bequemlichkeit  wegen 

1  '2 

.  ,       Pix)  '^(tt) 

gesetzt  worden  ist.  —  Ba^  Integral  der  Differenzialgleichung  (5) 
wOrde  uns  nun  ti  als  Funktion  von  a:^  also  etwk  u=F(x)  +  V 
geben,  wobei  die  Const99ite  so .  bestimmt  werden  mnss,.  dMs  flbr 
x=0  auch  «=0  wird,  und  "darauf  hätte  man,  um  die  Relation 
zwischen  y  und  x  zu  finden,  blos  eine  simple  Diflferenziation  no- 
thig,  nämuch  zufolge  der  Gleichung  (3)  wäre  y  =  F*  (x). 

Die  Integration  der  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  und 
zweiten  Grades «  auf  welche  wir  in  mo..(6)gekominen8indy  würde 
sehr  leicht  sein»  wenn  das  Glied  auf  der  rechte^. Seite ^=0^  die 
Gleiehuiig  also  von  der  Form 

wäre;  denn  man  hätte  dann  für  ^  =  14?: 

S+^«=0  (7) 

oder 


/fO  =  — /  Xdx-i-Const, 


oder,  wenn  man  den^  constanten  Faktor  mit  «  bezeichnet, 

und  hieraus  wäre  t;  durch  eine  neue  Integra,tion  leicht  zu  entwickelo. 
Da  nun  die  Gleichung  (7)  bis  auf  die  rechte  Seite  formell  mit  der 
zu  integrirenden  identisch  ist,  so  liegt  die  Vermuthung  sehr  nahe» 
dasB  auch  ihr  Integral  von  ähnlicher  Form  sein  werde;  wir  setzen 
dah^r  conform  mit  (8) 

g=«ir-/.v-.  (9) 

aber  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  hier  unter  9(  nicht  eine  Con- 
stante,  sondern  eine  erst  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  x 


Digitized  by  V^OOQIC 


218 

oder  u  verstehen.    Durch  Differenziation  von  (9)  ergiebt  sich  nan 

oder»  wenn  man  fiir  die  Exponentialgrusse  ihren  Werth  ausNi'o.  (9) 
substitoirt, 

rf*!!  __  /rfx  __     y\  1  du 
Ap*""\(fcy     *    J  n.dx' 

Sehreibt  man  iioch-^  *  "J**^'  3?*  ®®  wird 

Sbll  «uo'die  Gleichung  Nro.  (9)  In  der  That  das  erste  Integral 
t^on  der  Differenzialgteichung  (5)  darstellen,  so  muss  die  Gleii:huug 
(10)  mit  der  in  (5)  identisch  seio;  da  auf  der  linben  Seite  diese 
Identität  bereits  statt  findet,  so  brauchen  wir  blos  die  rechten 
Seiten  zu  vergleichen,  und  daraus  erhalten  wir 

»du      ^* 
d.  h.  eine  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von  x  dient,  nämlich : 

^*=  Udu,  , 

/»=/  T/rftt+Const, 

wobei  zur  Abkürzung  e^<^^=  C  gesetzt  worden  ist.  Substituiren 
wir  den  Werth  von  %  in  die  Gleiäung  (9);  so  wird 

oder, 

du.€-fv^=Cdx.e-f^^, 

«md  da  hier  die  Variablen  getrennt  a/ind,  so  ergebt  sich  durch 
Integratiott 

fdu.e-f^f^^Crdae-rxfix^C^  . '   (tt)" 

als  vollständige  Integralgleichung  der  Differenzialgleichung  (5).  Nach 
geschehener  Integration  tust  nian  sie  nach  u  auf,  bestimmt  ^e 
willkührlichen  Constanten  so,  dass  sich  u  mit  x  gleichzeitig  an- 
.wIKrt,  und  ^bält.dann  diu  gesuchte  Gleichung  zwischen  y  undijr 

init  Uaif^  4fir  pQri^ 
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Als  erstes  Beispiel  betrachten  wir  die  Spezialisirung  9  (ti)  =  tf , 
^(x)=jr,  also 

U  SP 

Es  giebt  dasselbe 

und  folglich  ist  die  Iritegrajgleidiuiig  (11) 

oder 

und  wenn  wir  C= — a,C=b  setzen: 

1 

wobei  in  der  That  «sO  Ist  fllr  x—Q.  Nach  (12)  erglebt  sieb  nun 

b 

als  Gleichung  derjenigen  Currej^  iq^  welcher  die  Coordinaten  mit 
der  FlichQ  u  und  der  Subtangente*«  durch  die  Relation 

2arj      , 

verbunden  sind,  wovon  man  «ich  i^ioh   leicht  a  posteriori  fiber- 
zeugen kann. 

u  X         ■ 

För»(tt)=i— »  ^(ar)=2->  wo    n   eine  von    def  Einheit  ver- 

schiedene  Zahl  bedeutet,  wird  üs;^.— >-3f=--->   und  folglich 

-fv4u^l{^,^fxdx^l(^ 

Die  Integralgleichung  (10)  geht  dabei  in 

fdu^=cfda:^+C. 
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oder 


-^ l ^-L..  c' 


über,  woraus  man  fär 
sehr  leicht 

i         «--=j:lS;^'  (13) 

findet.  Hierdurch  bestimmt  sich  dann  u  und  y  «ehr  leicht  Die 
zugehörige  Relation  zwischen  x,  y,  u,  siat 

-  2-xs 

n 
oder 

and  es  ist  also  in  diesem  Falle  u  einem  Rechtecke  gleich,  wel- 
ches die  Ordinate  .zur  einen  und  die  mittlere  harmonische  Pro« 
portionale  zwischen  Abscisse  und  nfacher  Subtangente  zur  anderen 
Seite  hat.    Für  n=2  giebt  diess  z.  B. 

wobei  u  mit  x  gleichzeitig  verschwindet  >  und  ferner 


Giebt  man  den  Gonstanten  a  und  6  spezielle  Wertbe,  so  ergeben 
sich;  besondere  Formen  unserer  Cürven;  z.  B.  aus  (13)  ffir  6=0 

1 

—}     ' 

woraus  man. durch  Differenziation  nach  x  und  tnr 
q\Si^i      2«-l 


/l\*i-i      2«-*  , 


sehr  leicht  erhält: 
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also  Curveo,  welche  unter  das  Geschlecht  der  Parabeln  gehören, 
frenn  l>2w  ist;    für  n=\  ist  z.  B. 

und  in  der  Tbat  wird  bieidurch  *  die  Gleichung  (14)  ivlr  ft  =  i  be- 
friedigt; für  n=:|  erhält  man  die  sogenanntelN eil' sehe  Parabel, 
die  Evolute  der  Archimedeischen. 


irebuii9§auffral»ett  fttr  JSehttler. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schio milch 

an  der  Universität  la  Jena. 


Man. soll  die  folgende  Regel  zur  Beurtheiluüg  der  Convergenz 
oder  Divergenz  der  Keihe 

beweisen.    Wenn  die  Reihe 

«ft^«0  +  Ml       «o+«h +««"*''" 

convergirt,  so  ist  diess  auch  mit  der  obigen  der  Fall  >    und  wenn 
die  Reihe 

Wo  +  «i      ««o  +  tti+^a     «o  +  «i  +  <^  +  W3      

divergirt,  so  divergirt  auch  die  anfangs  genannte. 


Von  dem  Mittelpunkte  eines  dreiachsigen  Ellipsoids  sind  Per- 

Sendikel  auf  die  Tangentialebenen  desselben  gefällt;    man  soll  nun 
ie  Gleichung  derjenigen  Fläche  au&tellen,  welche  die  Fusspunkte 
jener  Senkrechten  in  ihrer  Continuität  erzeugen. 


Digitized  by  LjOOQIC 


222 


91  i  »  c  e  1 1  e  B« 


Ueber  den  Brinkley'schen  Satz  vom  Mantel  des  schiefen 

Cylinders.  .    , 

Von 

dem  Herausgeber. 


Brinkley  hat  die  folgeode  Bestimmung  des  Mantels  des 
schiefen  üjjtfidets  mit  krdis&miger  B^s  gegeben,  welche,  so 
einfach  und  so  leicht  sich  ganz  von  selbst  darbietend  dieselbe 
auch  ist  5  doch  verdient ,  itllgemeiner  bekannt  und  bei  dem  Elemen- 
tarunterrichte benutzt  zu  werden,  da  sie  auch  sehr  wohl  eine  ganz 
elementare  Darstellung  gestattet.  Dieselbe  scheint  fibrigens  von 
dem  genannten  Mathematiker  schon  vor  IKngerer  Zeit  gegeben,  und 
nur  erst  jetzt  in  einigen  französischen  und  ent^lischen  Journalen 
von  Neuem  hervorgehoben  worden  zu  sein..  Bei  dem  geometri- 
schen Elementarunterrichte  ist  es  wohl  manchem  Lehrer  schon 
eben  so  udaftgenebm  /  wie  oft  dem  Verfasser  dieses  Aufsatzes ,  ge- 
wesen, in  der  Lehre  vom  Cy linder  sagen  zu  mässen,:  dass  die  Be- 
stimmung des  Mantels  des  schiefen  Cylinders  in  den  Elementen  sich 
nicht  geben  lasse  und  nur  durch  Kunstgriffe  der  huhern  Mathematik 
möglich  sei ,  überhaupt  den  Anfänger  ohne  alle  Auskunft  über  die- 
sen Gegenstand  lassen  zu  müssen. 

In  ^faf.  IV.  Fig.  9.  sei  ABA'B'  der  durch  die  Axe  eines  schie- 
fen Cylinders  geftinrte, .  auf  seinen  beiden  parallelen  Grundflächen 
senkrecht  stehende  Schnitt.  Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte 
^  und  B'  zwei  auf  der  Axe  des  schiefen  Cylinders  senkrecht 
stehende  Ebenen,  so  erhält  man  den  zweiten  geraden  Cylinder 
^CB'C'f  und  aus  dem  Princip  der  Symmetrie  erhellet  auf  der 
Stelle,  dass  die  beiden  krummilächigen  Mäntel  der  Körper  ABC 
und  A'B'C  einander  gleich  sind,  aer  schiefe  Cylinder  ABA'B' 
und  der  gerade  Cylinder  BCBIC  also  offenbar  gleiche  Mäntel 
haben,  so  dass  folglich,  wenn  wir  die  Mäntel  dieser  beiden  Cylin- 
der respective  durch  M  und  VCi  bezeichnen, 

ist.  Die  Grundflächen  des  geraden  Cylinders  BCB'Ö  .sind  aber 
Ellipsen,  deren  grosse  und  kleine  Axen,  wenn  die  Halbmesser  der 
Grundflächen  des  schiefen  Cylinders  durch  r,  und  der  Neigungs- 
winkel seiner  Axe  gegen  seine  Grundflächen  durch  J  bezeichnet 
werden,  wie  sogleich  iii  die  Augen  fallen  wird,  respective 
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iir  ond  2r  sin/ 

sind.  Die  Hobe^  des  geraden  Cylinders  BCVC  ist  der  Seite  i 
des  schieren  Cylinders  ABA'B  gleich.  Bezeichnen  wir  nun  den 
Perimeter  einer  Ellipse,  deren  Axen  überhaupt  a,  h  sind,  durch 
Per.  EU.  (a,6}>  so  ist  offenbar 

m=«.|Per.  EU.  (2r,  2rsin  J)); 
also  nach  dem  Obigen  auch» 

J!r=:,.{Per.  Ell.  (2r,2rsin  J)l. 
Ist  nun  aber  h  die  Hube  des  schiefen  Cylinders  ABA'B'y   sd  ist 

und  folglich 

2r:2rsih  «/=:«: /£=1:  sin  J, 
oder  -   . 

2r:«  =  2rsin  J:Ä. 

Daher  sind  zwei  Ellipseo,  welche  die  grossen  und  kleinen  Axen 
2r,  2rsin«/  und  «,  h  nahen,  einander  ähnlich,  und  es  ist  folglich 
offenbar  auch 

Per.  Ell.  (2r,  2rsin  J):Per.  Ell.  (*,  A)=2r:i, 

also 

Per.  Ell.  (2r,2fsinJ)=:=ytPer.  EU.  (*,A)}. 

Führt  man  diesen  Werth  von 

Per.  EU.  (2r,2rsinJ) 

in  den  obigen  Ausdruck  von  M  ein,  so  erhält  man  sogleich  ' 

jlf=2r.{Per.  Ell.  («,Ä)|, 

d.  b.  der  Mantel  eines  schiefen  Cylinders  mit  kreisför- 
miger Basis  ist  einem  Rechtecke  gleieh^  dessen  Grund- 
linie und  Hohe  der  Dirrcbmesäer  einer  seiner  beiden 
gleichefi  Grundflächen  und  der  Perimeter  einer  mit 
seiner  Seite  und  Höhe  als  Axen  beschriebenen  Ellipse 
sind;  welches  der  Ausdruck  ist,  auf  den  Brinkiey  die  Bestim- 
mung des  Mantels  eines  solchen  Cylinders  gebracht  hat. 

Bemerken  wiU  ich  nur  noch ,  dass  man  bei  der  obigen  Darstel- 
lung auch  die  Anwendung  der  Trigonometrie  oder  vielmehr  Gonio- 
metrie, d.  h.  den  Gebrauch  des  durch  sin./  dargesteUten  Verhält- 
nissexponenten,  leicht  ganz  vermeiden  kann.  Die  grosse  und  kleine 
Axe  der  Grundflächen  des  geraden  CyBnders  sind  nämlich  offenbar 
AB  und  BC9  also  ganz  wie  oben 

m  =  «.{Per.  Ell.  {AB,  BC)\, 

und  folglich,  weU  M=VCl  war,  auch 

J!r=r<.{Per.  EU.  (JA,  JBQI. 

Aus  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  der  ähnlichen  Dreiecke 
ABC  und  BB'D  folgt  aber  augenblicklich 

ABiBC^BBißD^iih 
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oder 

Folgiicb  Ut  offenbar 

Per.  Ell.  (AB,BC):1?eT.  EM.  ($,h):=AB:s, 


also 


*      Per.  EU.  (AB,  BQz=~\PeT.  EU.  (s,  A)t, 


uod  daher  nach  dem  Obigeo 

M  =  AB.\FeT.  Ell.  U,A)i, 
oder 

'M=ABAPeT.  Ell  {BB',  B'D)U 

oder  auch 

M=:2r.\PeT.  Ell.  («,  A)}, 

ganz  wie  oben,  woraus  denn  auch  wieder  der  obige  Brinkley*sche 
Satz  folgt. 

Theoretisch  genommen  hat  übrigens  der  Brinkley'sche  Satz 
nach  meiner  Ansicht  nur  wenig  Werth,  da  er  die  Rectiiication  der 
Ellipse  voraussetzt,  die  ja  bekanntlich  nur  durch  unendliche  Reihen 
möglich  ist.  Aber  um  dem  Anfanger  wenigstens  eine  deutliche  ^ 
Ansicht  zu  geben ,  worauf  es  bei .  der  Bestimmune  des  Mantels 
eines  schiefen  Cylinders  eigentlich  ankommt,  ihn  uEerhaupt  nicht 
ohne  alle  Belehrung  über  oiesen  Gegenstand  lassen  zu  dürfen,  wie 
bisher  beim  Elementarunterrichte  immer  seschehen  ist  und  ge- 
schehen musste,  scheint  mir  der  Briukleysche  Satz  in  der  Tbat 
sehr  geeignet  ^u  sein.  Vieüeicht  werden  auch  andere  Lehrer  den- 
selben kfinftuj;  bei'm  Elementarunterrichte  zu  benutzen  und  in  den- 
selben einzufuhren  angemessen  finden.  Der  Umfang  einer  Ellipse 
lässt  sich  ja  wenigstens  mechanisch  mittelst  eines  um  dieselbe 
gelegten  Fadens  messen,  was  man  in  der  Praxis  Yielleicht  selbst 
seiner  Berechnung  aus  den  beiden  Axen  vorziehen  dürfte. 

Die  Formel  ftir  den  Mantel  des'  geraden  Cylinders  folgt  abri- 
gens  leicht  aus  dem  Brinkleyschen  Satze ,  da  ulr  diesen  Cyfinder 
s=A  ist,  also  Ell.  (5,  A)  in  Ell.  (A,  A),  d.  h.  in  den  mit  der  Hube 
A  ajs  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  umhergeht,  folglich 

Per.  Ell.  (*,A)  =  A», 

und  daher  nach  dem  Obigen 

ilf  =  2r .  h7t=  2rhn  =^2rn; .  A    ' 

ist,   welches  ganz  mit  dem  aus  den  Elementen  allgemein  bekann- 
ten Ausdrucke  übereinstimmt 
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ITeber  einige  besUmmte  Integrale. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  sii   Stralsund. 


D|^  ganze  DntersuchuDg/  welche  ich  im  Folgenden  a 
w^fde»  basirt  sicfi  auf  die  Werthbestimmupg  des  Integrals 


«1  1. 

welche  ich  im  Folgenden  anstellen 


' Ppcos 

1/    OD       ^ 


cosj:^ 
cor. 


wop^Oist.  Offenbar  muss  dasselbe  einen  bestimmten  endli- 
chen Werth  haben,  für  den  man,  ähnlich  wie  beint  Integralloga* 
rithmus,  eine  convergirende  Keihe  erhalten  kann.    Setzt  man  näm- 

lieh  f&r  cosj?  die  bekannte  Reihe»  multiplicirt  dieselbe  mit  —, 
intejgrlrt,  und  macht  der  Kurze  halber 

1     .         1     o:*        1        ar^ 

(c) 2''^*~2'0+4lX:4"~  •••==®(^^' 

so  kommt 

r^dx=e(p)  +  C,  wo  C,  =  ~0(ao)  ist. 

Kkr  tritt  nun  bei  Bestimmung  der  Constante  Ci  dieselbe  Schwie- 
rigkeit wie  bei  der  des  Integral^garithmus  ein,  indem  der  Werth 
^(qd)  mittelst  der  Reihe  (a)  deshalb  nicht  bestinimt  werden  kann,  weil 
alle  Glieder  unendlich  werden.  Die  folgende  Untersuchung  wird 
lehren,  dass  diese  Gonstante  Q  merkwürdigerweise  die  des  Inte- 
stallo^aritlunns  ist,  was  man  noch  nicht  bemerkt  zu  haben  seheint. 
U^  die  Identität  der  beiden  in  Rede  stehenden  Constanten  dar;su- 
than,  stellen  vrir  jede  derselben  durch  ein  bestimmtes  Integral  dar» 
waä  für  deo  Integrallogarithitius  schon  geschehen  ist,  hier  aber 
nothwendig  mit  aufgenommen  werden  muss. 

Thcü  X.  15 
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Bezeichnet  nämlich  C  die  Constante  des  iDtegrallogarithmus, 
so  ist 

wo  />  >  0  sein  muss.    Könnte  man  nun  eine  Function  von  y,  f(y\ 
so  bestimmen,  dass  /      /*(y)3y  =  i/.p*  +  9(/>),    wobei    q>(p)   ßr 

p  =  0  nicht  unendlich  würde,  so  hätte  man    /     1— ^ — /l(y)|  %= 

C— 9(p)^p+5--p^— 2  •  j^-j+etc,   folglich,   wenn  man  p=:0 


setztet 


oder 


W 


und  C  wäre  somit  durch  ein  bestinuntes  Integral  ausgedrflclct. 

Eine  solche  Function,  die  obigen  Bediscungen  genügt,  ||rt  nun 
Av)=„(i  .  );  denn  man  findet  leicht  /  '-^jr-siU.p*—l(p+\). 
aUo  9)rp)=-/(f>+l),  9)(P)=«,  Mgiich*' 

wie  schon  bekannt. 

Keineswegs  ist  dies  die  einzige  Form,  unter  welcher  C  sich 

darstellen  kann.    Setzen  wir  z.  B.  Ay)=^jnprzS)=^— f!^    ^ 

kommt  r^f(y)dy  =  \l.p^^ll.a+p^,  also    ip(p)=-V(i+P^. 
g,(0)=0,*nd 

Auf  eine  ähnliche  Art  kann  man  nun  für  die  Constante  (\  ein  be- 
stimmtes Integral  linden.    Denn  es  ist  ^ 

Setzen  wir  also  weiter  /    f{y)dy  =  J/.  />*  +  fp{p) ,    ««o    komiat 

t/   OD  IC 

fiir;?=:Ö: 
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Durch  die  bwdMi  A»nabn»ii/(.v)=^j,q^^  and  f{y)  =  -^[^^ 
eiMIt  mafl  also,  wie  vorher, 

*  Üiitersttchen  iv}r  jetzt  die  sich  ans  I.  und  3.,  oder  aus  2.  tirrd  4., 
ergebende  Diflferenz 

1  /** 

Man  setze  f  Ar  —  das  bestimmte  Integra^    /      «-«vdti,  und  kehre 
die  Integration  um;    dann  kommt 

(ir-»— cosy)  dy  /      r-»95ii 
ü  t/  • 

=  /      8m  /      {e-9  —  eosy)  e-«»  8y. 
Nun  ist 

foIgUch 

y[*(.-^^eossr)ir-irSy  =  j-Lj^  j^^ 
ii»d 

Da  endlichyi^j^^ j^)8ie=/(l+tt)--V.(i  f«*)= J^  T^^ 
•Ist  offenbar   /     (yX 17^  äJ^"=Q>  ^-  *•  ^i  — C=0,  oder 


so 

Ci^^C^    Demnach  ist 

15* 
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'■  fj^^=''*W-r&,*\r^-'^- 


y 

wo  C=0,5772156....  ist. 


§.  2. 


Wenn  im  vorigen  Paragraphen  auch  hinreichend  dargethan  ist, 
dass  Cr=: eist»  so  will  ich  doch  eine  Bestätigimg  dieser  Wahr- 
heit auf  anderem  Wege  geben,   der  uns  zu  einem  raerkwürdigeQ 

Ausdruck  der  Function     ^  ^  fähren  wird. 

Bekanntlich  entwickelt  Lejeune-Dirichiet  -f^  dadurch, 
dass  er  den  Ausdruck  r(a)=  I    .a:«^^6— '8a?  nach  a  differenzirt, 

•»OD 

wodurch  r'(ä)  =  /      .t«-*  «-*  IxBa;  kommt,  nun  für  Ix  das  bestimmte 

Integral  /  (e-9 — 6-*»)^  setzt,  und  die  Integration  umkehrt! 
Statt  dessen  nehmen  wir  lue  Gleichung 

zu  Hfllfe,  setzen  also  r'(a)=f*x'-^«-'da!  /**  cosy-cosjy^ 
=  /  -^  /  afl-^e-*(coay — cos ary)S:r.  Beachtet  man  nun,  dass 
/      «"-^e-*  cosy9x=co8y r(o),  und 

y^    a«-!  e-'cosay  8a:= JT«)  •  °"'  (t^ffi^ 

ist,  so  kommt 

^(«)_  /*•  /'^„,„      cos(«arctangy)\8y 

Bekanntlieh  ist  nun  die  Constante  des  Integrallogarithmus  C  dei 
Werth,  welchen g-^  fiir  a=I  erh&lt;  also  wird  die  vorher- 
gehende Gleichung  flir  a=]. folgende: 


--/" 


.,..,-'"<^yi|) 


Nun  findet  man  leicht,  dass    ^■^— -^^e^j— ^  ist,  also  wird 
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^=-yrG"«^"rTp)i' 


lind  wenn  man  diesen  Ausdruck  mit  4.  vergleicht,  so  kommt  Ci^^C. 

Herr  Prcf.  SchlOmilch  ist  in  einer  Abliandluns  „Notes  sur 
quelques  integrales  döfin  ies''(Crelle'i^Journ.%d.33.|p.316.) 

auf  die  Function  C+ i/.p®- J.^+^j--|~j— etc.  geführt  wor- 
den;  ich  weiss  nicht,    ob  er  bemerkt  hat,   dass  dieselbe  gleich 
y^p  008  V 
#     ^5y  ist    Ich  werde  im  Folgenden  die  Scblomilchscbe  Be-^ 

sseichnung  wählen,  nach  welcher 

C+y.p« -- i .  ^  +  ^  j-|^ -- etc.  x=  CiC^X 
iG^  dass  also  auch 

§.3. 
Ueber  die  Integrale  «=y^    ___,  „=y^    ___. 

Wird  x^=ajf  gesetzt,  so  kommt 

y^®  coso^dy  /*®  smabydy 

o        1+»     '  ''Vo     "T+T"' 


tt 
oder  für  a6=m 


Sinus 


/••  cos7?u;d^            /•*  sin»ijr8^ 
Setzt  man  ferner  l+jr=y,  so  kommt  «=/      ~ *^> 

^  %/ 1  y 

=  /      ^'"^vy—  ;  y^  folglich  durch  Auflösung  des  Cosinus  und 

.  t/ 1         y 

mus : 

/*•  cosmvdv  .     .        /**  sinw«^ 
u=cosm/       ^-^  +  8inm/       — zr^^» 

%j  \        y  %j  \       y 

Ji       y  Ji       y 

Von  diesen  beiden  Integralen  ist  /  ^y^  i^  g^  1^  ui,d  g,  2. 

entwickelt  und  gleich  -^Ciijin).    Was  das  andere  betrifft,    so   ist 
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WO  m  positiv  i^t     Das  integral  /    ^'""'^%  ist  eine  durch  Reiheo 

entfvlckeUmre  TraiusceDÜente,   welche  SchlömiLch  ».  a.  O.  durch 
Siim)  beseichnet,  so  das« 

iat.    Demndicb  ist 

/**  cos7/M:8a: 

#       — 1^,         =  —  cos  mCi{m)  +  sid  w  |  im —  Si{m)  ] ,     - 

-^rj =     ßtn  m  Ci  (m)  +  cos  m  ( kn—Si{m)  ] ; 

oder  auch 

I  f^  ^^J^^=r-cosa6C/(a6)  +  sina6(ijr-St(öÄ)| 

y^'^  jf  ^  =     sin  aÄ  Ci  {ah)  +  cos  a6  { Jji;  —  Si(«6)} 

(a>0,  Ä>0). 

Diese  beiden  Integrale  sind  einer  sehr  bemerkenswortheii  Trans- 
formation fähig,    weiche  wir   im  nächsten  Paragraphen  versuchen. 

Da  -^=/'*6-(x+a)«s„,  so  ist  f^^^dx 
=  /     f{x)dx  f      c-('+«)»ött=/      e-^Zul      f(x)e-^dx 

,  U  0  wo  c/o  t/o 

(die  Integration  ist  umgekehrt  worden).    Setzen  wir  also  f(x):=:coabx 
oder  /][ar)=sin6ary  und  beachtea>   class 

€r^co9bxdx^  i^jtJt»    f      e-^Bmbxdx:=^-^j^ 

ist,  so  erhalten  wir 

y^®  ^e-<"8ar_  /^®  cosfta^a: 


.1?  +  « 

\bxdx 


y^®  6g-<»*8a;       /^*  sin6a:3j 
^       x^^b^-J^       x-\^a 

Für   die  Integrale  linker  Hand  kann  man  auch  /         ^4.  %  > 


•*  xc^*ix 
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!    s  ;  ^  setzen,  wie  man  diircli  einfache  TTausrormatioii  findet; 
also  ist  nach  $.3. 

/        ^ai,tfg  =siDflfe  Ci(ab)  +  cosab\in—Si(ab)}, 

I         ^2t^2  =-^ ^^^ **  C{(ab)  +  sin  abi  in — Si(ab)\' ' 


Methode  lässt  sich^  wenn  man  einige  der  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten Resultate  zu  Hdlfe  nimmt»  auf  folgende  Art  vereinfachen. 

S ch  1  u m i I ch  differenzirt  die  Gleichung  co  =  /        tV^   zwei- 
mal nach  m,  und  findet  sogteich 


»4-5—5=/         6^*^00?=-— 


Diese  Differentialgleichung  lost  er  nach  Lagrange's  bekannter 
Methode  auf,  und  erh&It 

(o = sin  m  («i  ^  1  —  cos  tndm)  +  cos  m  (f  ^  —  /    —  sin  inldm). 

Die   Constante  6^  ^^^   leicht  zu  bestimmen;    denn  setzen  wir 
—- sin m3m  = /(wi) ,  und  machen  m=i=0,  so  kommt  /       ,  .    .»n: 

f,^/^(0)  =  J,  fa=|+AO),  also 


oder 


jj^osm&iii)+cos»i|-2— (/(to)— /"(O); ), 


/l                               /;j       /*"»sinar      \ 
—cos mdm)  +  «osm f  -j) —  /      dx  y 

Die  Constante  e^  konnte  man  dadurch  zu  bestimmen  versuchen, 
dass  man  ^=  / ^  ,     g     entwickelte,    und  »i  =  0  setzte; 

allein  dann  wird  ^  unendlich,    und  dieser  Weg,  fuhrt  also  nicht 
zum  Ziel.    Seh  15 milch  hat  sich  d^iber  a.  a.  O^  einer  höchst  sinn- 


*)  In  <ler    «t^-eitcn    dieser  Gleich iiiigcn    sind   die    Vorzeichen    auf 
p.  327.  und  p.  328.  unrichtig. 
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racheD,  aber  freilich  aucn  sehr  künstlichen  Methode,  welche  ciem- 
lich  weltläufige  Rechnungen  erfordert,  bedient;  kürzer  gelangt  man 
so  zu  dem  Werthe  yon  e^.  Man  setze  io  der  Gleicl^ng  ^)m=QD; 

dann  geht  #      '-dx  über  in  /       8a:— ä»   «nd  der  Factor 

von   cosm  verschwindet.     Femer   muss  auch   c?  für  9?t3=ao  ver- 


e~"^3a:=ilf.  — ,  wo  ilf  ei 

0  ^ 


einer 


der  Werthe  der  Function  ^-i — «  von  a;=0  bis  a?=«',  also  offen- 
bar  endlich  ist    Daher  ist  nach  (g)  Or=zs\am\£i+<p(m)}(rn:=zx>), 


wo 


g>(m)  =  ß  — cosmdm,  also  Ci  +  9(<3o)=0,  ei  =  — y(ao), 
/*»cosa:^     .  /ä      P^Binx  ^  \ 

Beachtet  man  nun,  dass  nach  dem  Vorhergehenden 


</  OD 


OD 

60  kommt 


CQBX^  1    m«    ,  1        ift^  ^         ^.,   . 


y: 


yqr^ä"==siniilC»(»»)  +  COS?«  {4«-- &'(w») I» 


/ICD  xe~^*ix 
— ^  ■  ^    ableitet. 
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Veber  ehAge  bestimmte  Integnrale, 
welche  sitük  auf  die  beiden  Intesraie 

fttr'^x       i*Pcog<r„ 
*aB  *  *flo         ^ 

zuriiclLfülireii  iaasen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndts 

Lehrer  am  Gymnasium  2a  Stralsund. 


hat  bekanntlich  einen  end- 

liehen  Werth,  wenn  /i>0  Ist^  und  kann  durch  die  folgende  Reihe 
dargestellt  werden: 

wo  C=d^772156  Ist    Für  er^=z  verwandelt  es  sich  In  /       -7-, 

weshalb  man  es  den  Integrallogarithmus  genannt  und  durch  liicv) 
bezeichnet  hat 

In  einer  frühem  Abhandlung  habe  ich  ferner  gezeigt,  dass  das 

/V  COSmP 
——dx  durch  die   folgende  unendliche  Reihe  darge- 

stellt  werden  kann: 

*p  cos  X  '  \    1^       1         t^ 


/■ 


wo  es  besonders  merkwürdig  ist,  dass  die  Constante  mit  der  des 
Integrallogarithmus  übereinkommt.  Man  kannte  diese  Function 
wohl  den  Integralcosinus  nennen,  und  Herr  Prof.  Schlomilch 
scheint  diesen  Credanken  gehabt  zu  haben,  indem  er  es  durch 
Gü^p)  bezeichnete. 
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Uebrigeiis  habe  ich  a.  a.  O.  gesagt:  ,, Offenbar  hat  das  Integral 
y^jj  cos  J7 
/     — ^-^dw  einen  bestimmten  endlichen  Werth,  wenn  p>0  ist**; 

dies  liegt  indessen  doch  nicht  so  auf  der  Hand ,  w^shaltr  ich  den 
strengen  Beweis  dafür  hier  nachhole. 

Nach  einef  bekannten  liedactionsfoimei  ist 

folglich  ^  ]  ■   [  ^.'^' 

/'Pcosar^        1    .        .  PPalnx^ 

Es  kommt  also  der  fienvels^arauThinaus,  -zu  zeigen,*  üvlssj     — -^^ftr 

einen  endlichen  Wertl^  hat,  was  auf  folgende  Weise  erhellt.  Nach 
einem  bekannten  Theorem  ist 

indem  M  einer  der  Werthe  von  s'mar  ist^  welche  diese  Function 
bei  der  stetigen  Veränderung  des  x  Von  oo  bis  /»  erlangt ;  da  nun 
dieser  Sinus   niemals   die  Einheit   übersteigt,    so   ist   klar,   dass 

— M.-~  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  nicht  verschwindet,  end- 
lich ist. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  das  Intc^n^l^/  . st"*^'*'^ 

den  Integrallogarithmus  reducibel  ist,  wenn  m  eine  positive  ganze 
Zahl   bedeutet,    dass   ferner   die   beiden   lutegtide^/       ^^^^Sor, 

/     ""»in  ^^  ^^^  /     '  ^*^  zurückgeführt  werden  können ,  auch  ist 

^Uese  Kedoction  mit  gar  keincH  Schwierigkeiten  verbanden;  ioh 
werde  sie  aber  dennoch  vornehmen^  um  daraus  einige  merkwür- 
dige bestimmte  Integrale  herzuleiten,  zu  deren  Wertfieo  man  auf 
anderem  Wege  vielleicht  nur  mit  Schwierigkeit  gelangen  würde. 


x^ 


I.     Von  dem  Integral   /     — ~ 
T'-in. — ?c— ' — — --  /   -  also 
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^  Au«  dieser  Reduction^fonnel  iieht  mad,  dasjsdäs  tofgetegte  Inte- 
— -^  i*educibel  ist.    Fölirt  man  die  K^diiiiing  aus, 
fnt>eriiilt'iiian« 

...  ff  er'doo  r  1  ,    '  1  . 

W-^      '*lf5r^-^"'''L^(wi--l)/?'»=^+  (m— 2)(m— 1);;'»-* 

Hiemacli  ist  die  Tlieorie  des  Integrals  linlcer  Hand  ^aU  abge- 
8chlossen  zu  lietrachten»  wenn  man  Tafeln  für  den  Integralioga- 
ritliraus  liat;  indessen  fülire  icii  diesen  Gegienstand  «veite<  sc^, 
um  neue  Reflultatp- dai^an  ssu  knüpfen. 

Denkt  man  sich  6~~i'  in  eine  unendliche  .Reihe  entwickelt  und 
für  den  l0t0^aUogari|limus   ebenfalls  die  obige  unendliche  Reihe 
gesetzt,  so  sieht  man  auf  der  Stelle,  class  das  Integral  durch  eine 
tunendliche  Reihe  von  folgender  Form  dargestellt  wird; 

WO  Cm-i  eine  numerische  Con&tante  ist  Unter  Anwendung  eines 
sehr  bekannten  Theorems  über  Binomiaicoeßicienten  erhält  man 
insbesondere :  i 

Z  ^_       1      . L__    i        1        : 

+i  .Z..(«-i)  f '-^vÄ^ +»-Ä(S+i)'^* 

iSetsen  wir  »ndrertfeUs  l&r  «-*  die  »nend^he  Ileihe,  und  integri^n 

woNüBS  folgt  --/(<id)=CW'i;  da  nuir  die  erste  Horlzantalrethe  in 
fix)  filr  a;=oo  versc]p,wii|^et,  so  foi|;t,  das«  die  f'imctipn 
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für  a?=aD  eioen  befttinimten  endlicheD  Werth  —  G»^i  erhUt,  der 
vermöge  der  Gleichung  (6)  bestimmt  werden  kann.    Mit  Hfilfe  der 

/p  ^""^dx 
fiadet  man  nämlidi  leidlt 

OD  ^ 

(—1)»  1 

(d)  ....  ^-i  =  i.2.3....(ii*^l)<^  +  i+*  +  --  +  rT:ri~^- 

Die  Aufgabe  ist  nun,  diese  ZaU  durch  ein  bestimmtes  Integral 
auszudiCicken. 

Nack  (c)  ist:  ^ 

/Pe-'Bx  l  1  1  1 

+  1.2._(m^2)  •^+  1.2....(m-l)'P--^"^+-^' 

wo  27  die  Form  «ip+o&jjj*  +  a^p^  + hat,  also  für  |>=0  ver- 
schwindet Nun  lassen  sich  alle  Glieder  linker  Hand,  vom  zwei- 
ten an,  durch  bestimmte,  von  x  bis  p  sich  ausdehnende  Integrale 
ausdrücken.    Denn  man  hat  offenbar 

/T  dx  _         1  fP    dx   __  1 

folglic|i  nach  dem  Vorhergehenden: 

LSsst  man  sich  in  dieser  Gleichung  p  der  Null  nähern ,  wobei  2 
und  1(1 +p)  zum  Verschwinden  kommen,  so  erhält  man  die  merk 
würdige  Gleichung : 

,,    f'Bxre-"-!  .      1  1     _Jl_._1_       1 

^^^•4      arL  a:«-i   +a;"-2'~1.2*a;«-»+ 1.2.3  "SSi^*"'®*'^- 

,      (-1)"-^        1        _(-J)m_  1     "■ 

+  1 .2....(m-2)  'o?  ■•■  1.2....(m-l))  *  1  +  xJ^^^^' 

wo  Cn-i  eine  numerische  Constante  bedeutet,  die  nach  (d)  berech- 
net wird. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  diese  Gleichung  fifr  m=i  eine  Modi- 
fication  erleidet;   es  kommt  nämlich,  wenn  man  die  obige  Betrach- 
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tung  fiSr  diesen  Fall  aiilpierksaiii  verfolgt^  imd  beachtet,    dase  C^ 
die  Constante  des  IntegirailogaiithiDas  fc)  ist: 

<«') r 'i(--'-ih='^ 

In  dem  Falle  m=2  endlich  kommt  das  Glied  j-^ — 4 ^r  .  — 

1.2....(i»— 2)    X 

gar  nicht  vor$   es  ist  vielmehr 

Was  die  Werthe  Ci,  C^  (X,  u.  s.  w.  betrifft,  se  kann  man  aus 
(d)  leicht  eine  RecarsionsTormel  dafOr  entwickeln.  Bezeichnet  man 
nämlich  die  absoluten  Werthe  derselben  durch  kleine  Buchstaben, 

111 
so  kommt  leicht  Cm  — r-Cm-i=- -riäj — z»  oder 

Da  C=0,577215664901  ist,  so  findet  man 

C=0,577215664901, 
Ci  =»0,422784336099, 
cts0,461392167549, 
^3  =  0,209352944736" 
u.  s.  w. 

Diese  Zahlenreihe  nimmt  ziemlich  schnell  ab ;  übrigens  ist  mit 
Ausnahme  von  C  die  Zahl  c%  am  grussten,  von  c^  an  aber  findet 
fortwährende  Abnahme  statt,  wovon  man  den  Grun4  Leicibt  ein- 
sehen wird. 

IL    Von  dem  Integral^        awH-x^^* 

man  leicht 

/P  cos>r8j?_       1    cos;?       X^  fP  jxxkx  ^ 
„      a:2^+i  -• "2in*p^"^2m^      x^  ^^' 

Man  erhält  feri^er 

/P  smx  r^   —         L        sinp    ,       1       /*?  cos^r  ^ 

Die  Substitution  dieses  letst^n  Ausdrucks  in  den  vorhergehenden 
giebt  die  Reduciionsformel 
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•     1 fP   cosa:  j. 

""  (2m*-l)2m.4     a:*— »^*^ 

und  durch  successive  An\^endung  jleraelbeu  kommt      , 

j 1     '    '  cffsp  ^   I ^_^    «itty 

■*"  (2/ii-2)C2m— l)2m  '  p«"«-«      (2w-3)(2m— 2)(2//i— l)2/ii '  y>«»-3 

■*^  2.3.4.../27/1  •    />2   +1.2.3....2»ii*    p 

^l.-^.3....2m'4        a: 

y^p  C06  «1? 
Durch  die  EntivickeluTig  von  cos;^  sinp  undy dx  findet 

man  das  Integral  linker  Hafid  von  folgendei  Form: 

+  «o^ + iy?*  +  Ä^;^*+  etc. , 
und  zwar 

die   CUbrigeh   CoeiHcl^tet)   findet  main  eirrßtch^r  durch   die  unbe 
stimmte  Integration  des  Differentials 

auf  diese  Weise  erhält  man  nämlich  sogleich: 

1 t  ■    .    '  (-])"»  1_ 

^  I.2....4  * (2m-4)p«'»-4+e«c.  +  i  .2....(2m-.2)  •2;>« 

(— l)ni  (— l)m+l  (— l)m42 

+  rx::^'''+T:2::7(2S^ 

11         1 

Driickt  mait  nmi,  wie  vorher»  die  Glieder .—  ^— äs^  >  J2 '  (2m— 2)»^«»^' 
u.  s.  w.,  1  9     2    P  ^^^^^  bestimmte  Integrale  aus,  die  sich^  von 
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X  bis  p  ausdehnen  9    bringt  dieselben  auf  die   linke  6eite,  uoil 
lässt  dann  p  siph  der  Null < nähern,  80  erhält  man: 

.     r^garrcosar-l        1  1  l_ 1 

••••+1.2....(2/ii-2j|  a:«+1.2....2wi   I+j?J~^^*- 
Für  ?M=0  hat  man  besonders  zu  beachten; 

und  ßir  m=:l 

Die  absoluten  Werthe  der  Grossen  C^m  sind,  wie  ans  (/?)  er- 
hellt, mit  den  Grossen  c^m  identisch« 


IlL    Von  dem  Integral^      — ä«r^^* 

Da  die  Betrachtungen  in  Bezug  auf  dieses  Integral  den  vor- 
darf ich  mich  letzt  kui 


hergebenden  ganz  analog  sind,  so  darf  ich  mich  jetzt  kurz  fassen 

Durch   die  Reductionsfbrmel  J  '^  ^  8^=- g^^ZII'^^ 
1 cosp      A  '  fv   sinj;  ^         . 

Irtan  zu 
^  ,^  ,fVsm»^  »inp  cos» 

^mp  ■         ••*"        cosj»        • 

ii.9.  vr. 
(— 1)"»  sin  jg  (—1)'»+^        /"y  cos  j? 

■*'l.2.3....(i/M— !)•    ;?    Tl.2.ä....(2iw-1)./    '    x    ^^' 

daraus  femer 

^^ i    ^^^=^'>--'  ""(2iii~2)p»«-« 

+1:2:3;  (2iii-4);?«»-^~   ••  +1.2....(2m.-3)  '^+  1.2....(a»i-^I;*^ 


(-l)"» 


L2....(2m-hl) 
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fro 


Endlich  kommt 

f'dxT-Blnx Li  .  Jl 1_     • 

W--^      arLa:««»-»     a*"-«  ■*"  1.2.3   a;«»-*"' - 
_(_l)m-^_     1  (-l)m  1    -1 

^1 . 2....(2».-3) "  a:»  +  1.2....(2ni-l)  *  1  +.r J~*'  *»"* ' 

und  insbesondere: 

»V-  .^•T(=^-rb)='^'=-<'-'' 

=  -  0,422784335099. 


Heber  eine  gewisse  Kladseiiestliiiiiiter 
Inl^grrale,  Ibei  welchen  die  Function 
unter  dem  Inl^gralzeiclien  fOr  ein^n 
irertli  der  VeränderUchen  sewlsclien 
den  Intefnrattonsgrrenz«»!  unendiicA 

wird« 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnatium  sn  StraUand. 


Im  VII.  Bande  des  Archivs  p.  270  IT.  hat  sich  Herr  Professor 
Seblumilch    mit    den    bestimmten    Integralen:   J       *  ^^  ^, 

J      ^^^^  ^ ^  beschäftigt,  und  folgende  Werthe  gefunden: 
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(a>0,  6>0).     ^ 

Im  Crelle'schen  Journal.  Band  ä3.  hat  dieser  ausgeflieicbDcte 

Mathematiker  denselben  Gegenstand  von  Neuem  aufgenommen  und 

durch  eine   zwar  weitläufige  ^    aber  sehr  sinmeiche  Methode  auch 

i.    j-     ^xT    XU              f"^  xco^bac&x       j   f^Binbxdx         ,^  ,^ 
noch  die  Werthe  von  /       ^ — -«-  und  /      — s — «-  ermittelt 

Es  finden  sich  dort  die  Formeln 

/*  xcosbxdx 
-    x^—a^    ^ — cos  ab  Ci(ßb) — sin  ab  Si(ab)» 

>'••  asinbxdx  .      ,  ^.,  ,.  .  ,  ^„  ,v  ^. 

— ^i — -^=:^aiü  ab  Ci(ab)  + cos  ab  Si(ab)  *). 

Ich  werde  diese  Tier  Integrale  nach  einer  von  der  Sebldtnilcb- 
8chen  ganz  verschiedenen  Methode  von  Neuem  besonders  unter- 
suchen, und  darthun^  dass  die  so  eben  angegebenen  Werthe  nur 
unter  einer  ganz  besoodern  Voraussetz^un^  ricnti^  sind.  Zum  bes- 
seren Verst&idniss  des  Folgenden  muss  ich  einige  Bemerkungen 
vorausschicken.   ' 

Alle  vier  Integrale  sind  von  der  Art,  dass  die  Function  unter 
dem  Integralzeichen  för  xzna  unstetig  wird >  und  eben  deshalb  ist 
bei  der  Werthbestimmung  derselben  ganz  besondere  Vorsicht  nutbig. 

/jr. 
f(x)dx'  Wenn  die 

Function  f(x)  ftir  alle  Werthe  von  x,   zwischen  welchen  man  in- 
tegrirt,  endlich  und  stetig  bleibt ,  so  ist  bekanntlich 


wenn*  '^x)  der  allgemeine  Ausdruck  dea  unbestnnmten  Integrale 
ff(x)dx  ist.    Wird  dagegen  die  Function  f(x)  ftir  einen  Mittel- 

werth  zwiscbeu  OTo  undo^i»  z.  B.  für  jr=a,  unstetig,  so  darf  man 
die  Formel  (ä),  wie  bekaliot,  im  Allgemeinen  nicht  anwenden; 
viehnehr  siebt  sie  dann  häufig  fehlerhafte  Resultate.  .In  diesem 
letztem  F^lle  ist  eine  Theilung  des  Integrals  nöthig;  um  nämlich 
seinen  Werth  zu  finden,  suche  man  die  Grenze,  welcher  sich  die 
Summe 


J      f{x)dx^-J     f(x)dx 


nfihert,   indem   die  positiven  Grossen  u  und  v  beide  gesen  Null 
convergiren  und   sonst    ganz   unabhängig   von    einander  sind 
E&  sei  z.  B« 


*)  Die  Bezeichnung  iat  bei  Schlo milch  etwas  anders. 
Theil  X.  16 


Digitized  by  V^OOQIC 


242 

/"  ?£ 

ZU  entwickeln,  wo  m,  it  positiv  sind  und  fär  ar=0  Unterbrechopg  der 
Stetigkeit  stattfindet.  Da  allgemein  y-^=i/.(jp«),  so  wörd^  die 
Anwendung  der  Formel  (a)  geben: 

da  n,  m  positiv  sind.  Allein  dies  Resultat  ist  unrichtig;  denn  zer- 
legt man  das  Integral,  so  kommt 

-m  X     •'-w    X  ^J V      X  ' 

fulr  tf  xxcO,  vt^Oi' also  offenbar  -  •    •  '    '  i 

Hier  bleibt  nun  das  V^rh&ltniss,  — ,  während  «,    v  sicli  beide  der 

Null  Dähem,  völlig  unb^stimmti  da  die  Bedingung  der  Aufgabe 
gar  keine  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen  u  und  v  feststellt; 

somit  ist  auch  der  Werth  von  /      —  unbestimmt*)«    Es  ver- 

dient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  man  nicht  etwa 
M— t/  setzen  d^ff»  also  auch  nicht       "  ,  ' 

Unter  dieser  Voranssetziing  wtlrde  bg  — oienbaf  vers^^hwittdemuMl 


*)  Minding  nimmt  ia  «einer  Vortreffliclien  Üiffeiretitial- '  und 
Integralrechnung.  Berlin*  18^.  auf  den  hier  betrachteten  Aasnah«« 
mefail  ganz  beiondera  Rücksicht,  und  die  oMge  Definition  dee  beetittini'- 

ten  IntegraU   f'*^  f(x)hx  für  den  Fall,  daM  für  ;r  :=  a  Unterbrechung  der 

Stetigkeit  «tatt  findet,  verdanke  ich  ihm. 

Merkwürdig  ist,    dass  er  Unter  Anwendung  der  Formel  (a)  findet; 

/^ = /( .JL- ) ,  aUo  einen  imasrinären  Werth ,   der  die  Uninla*- 

dgkeil  der  Femel  (a)  ihr  den  ▼erliegenden  FMl  um  io  mehr  ine  Licht 
aetiea  «olh    JH-inding  kommt  tu  diesem  Resultat,  indem  er  da«  nnbe- 

—  =:/r  setzt,    was  nur  für  positiTe  X  richtig  ist) 

/ftp 
— =y(^*),  wie  echon  hinlänglich  bekannt  ist 
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der  Wertii  I—  richtig  cieiÄ.    Dslsb  Im  AllgemeiDen  nicht  icxcti  ge- 

Dommeo  werden   darf»  erhellet  leicht ,  wenn  man  die  bestimmten 
Integrale  sich  dmrcii  FiächenräiunQ  dargestetit  denkt. 

Nehmen  wir  ntin  bei  den  obigen  vier  Idlegralen  die  erwähnte 
Theilung  vorf  so  werden  die  folgenden  Betrachtungen  uns  zu  dem 
Resultate  führen,  .dass  ()ie$elntegr»l6  unbestimmt  sind»  und 
nur  unter  der  Voraussetzon^  u  =  v  die  von  Schlu milch  a.  a.  O, 
gegebenen  Werthe  erhadten.  Seblömilch  bat  in  seinen  Ent- 
Wickelungen  auf  die  Unterbrechung  der  Stetigkeit  nicht  Rück- 
mht  genommen,    weshalb  er  tu  obtgen.  bestimmten  Werthen 

geführt  wurde;   er  setzt  unter  Anderm  I        ^      a=0>    ^^as  nicht 
richtig  ist.  Denn  man  bat  dttreh  unb^stSttimte  Integration 

Nähern  sich  nun  u  und  v  der  Nnll,  so  convergirt  q  ^^     gegen  1, 

allein  das  Verhältnbs  —  bleibt  unbestimmt,  und  es  ist  also  auch 

f> 

-s s  unbestimmt,  undnur  =0,  wenn  man 

Q    x* — a*  ' 

Z**^     dx         fiir-^     dx     f^      dx 

setzt,  und  diedrenze  fiir  .ic-=&  bestimmt; 

1. 

/OD  cos6^d^ 

wo  wir  offenbar  a  und  b  als  positiv  betrachten  dürfen ;    auch  darf 
0  nicht  verschwiegen,  da  co  sonst. unepdiich  wird. 

»  \  la       .      1     '         1 

Da    i>  * :  A^ — «-r— :— i — •   SO   kommt  die  Aufgabe  auf  die 
i      x^ — «■*     X  —  a     jr  +  a  \.      ^ 

Entwickelung  von 

/®  cosftarS^r .  ^  ,  )f*c(f^bx8x 

zurück. 

Was'  das  erste  Integral, betrifft,  so  habe  ich  seinen  Werth  in 
einer  frühem  Abhandlung  schon  entwickelt ;  ich  habe  nämlich  ge- 
funden :  I  . .  ! 

16  • 
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(I).../*  S^^|£=:_co«a6  «(oft)  +alnfl*J  1*— &'(«6)|, 
w«  ei(o6)=^''S!^8)f=C+i(.(«S)'.-l.^  +  i.I^-.tc 

C  (die  Constante  des  Integrallogarithinus)  ^  0>5772166. 

Dm  non  ferner  w^  za  entwickeln ^  bei  welchem  flird?=:a  Unter 
brechung  der  Stetigkeit  etatt  findet,  müssen  wir 


y^«-««cosA£3jc      /•*  cos6arc 
o  :r — a    '^Ja^v    oc — a 


setzten,  und  u>  9  sich  der  Null  nähern  lassen«    Es  sei  also 

Q _/*«-« cos 6a? 8ar  /^^   cosfearSar 

""•'o  a: — a     '     ^"^«h-»      o:— a 

För  X — a=— y  wird 

Man  hat  nun 

•       jr  00         y  OD         y 


also  durch  Substitution 

^  cosAxdj? 
0 


(2)  ....  e===y^""*^5J^=cos,a6{a(fi6)-a(a*)) 

+ sin  a6 1  Si  (tcA)  -  Si{ab) ).     . 
Auf  der  andern  Seite  bat  man,  wenn \a? — a=y  gesetet  w^rd, 

aber 

also  durch  Substitution : 
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^.-coa  o*C?(v*)  -  sin  ab  { \jt-  Si(vb)\, 


Darch  Addition  von  (2)  und  (3)  kommt 

+8iniiÄ[Si(tt*)  +  &'(v*)  -S»(a6)-i«]- 
NSheni  sich  nuo  ic  und  v  der  Null,  so  verschwinden  offeobar  SiCub)^ 
Si(vb);  dagegen  wird  a(i«6)-- C£(v6)  =  i/Y^y,  oder,  wegen ic>0, 

t;>0,  schlechthin  =/r- V  wobei  das  Verhältniss  -   völlig    unbe- 
stimmt bleibt    Es  ist  folglich 

(4)....     CD^xr/^     ___:;,co8a6l/(^-J-G(flft)} 

-^6inab{^n  +  Si(ab)]. 

Da   miD  nach   dem   Obigen    2a  J        ^^  ^    r=  J      —  ■ 

"~-/      — ^,^    5  so  hat  man  nach  den  Gleichungen  (1)  und  (4) 

(5) 2ay         >.2^  2  =co8a6/(  —  I— ggsmao. 

Addirt  man  die  Ausdrücke  (1)  und  (4)  und  beachtet,   dass       ■ 

1  2j?    ' 

-I — ■=  -^ ö,  so  findet  man  auf  der  Stelle 

*■ 
f^f*  £^^_^^g^,  .;^J^_C«(a6)}-8ba6Si(a6). 

2. 
Auf  eioe  ganz  äholiche  Art  wie  vorher  findet  man  die  Formeln : 

aO fy^^^^^ab[ainb)^aiab)) 

— cosaÄ  { St  (w6) — Si{ab) } , 
sin  6^  da; 


durch  Addition: 


'SmabCi{vb)^eoBab[\n—Si{vb)\\ 
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— cos  «6  [  St  («6)  +  S»(t;6)  -  Ä(<i6)  - 1«]. 
and  fiir  »=0,  v=0: 

lo  ein^r  frühem  Al^handlimg  habe  ich  ferner  entwickelt: 

'<4')  ...y**  ^^^^)=sina*a(«6)+<:Miifi|i«^S^a6)}, 

'  ötirch  Sübtijaction  undÄdrfttion  der  Fxjrii)eln(y)  und  tj^')  erhält 
man  leicht:'  •  .,, :  ,        j/;  .  ;  .  .  . 

(60  1  /^  •  ?|^:,4i(j)sin«ft  +  i»co«a6. 

"   >Far   -=;1  gebe»  die  Formelu^),   (6),   (5');'' (6')  in  31^' von 

Schlomilph  im  Archiv  und  im  .Cre|lie/«cheD  Journal  aii^e* 
gebenen  über,  was  ich  bereits  oben  angedeutet  liab^v    ' 

Schliesslich  will  ich  bemerken ,  dass  die  ^oid^n  Integrale 

nüt  denen  Skhiumilch  sich  im  Crelle'schen  Jfournal  ebenfalls 
beschäftigt  hat>  unbestimmt  wie  di^  vorhergehenden  sindJ  leb 
werde  sie  in  einem  nächsteh  Aufsätze  einer  besondecn  Oaterauehwig 
unterwerfen. 

■      ■  C>       ■■■■/,;..■■■ 
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Veher  die  Integnrale  fj^  ^-^  oimI 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  an  .  Qyiniiaiiilin  zu  StimUoiid. 


Da  bei   beiden  Integralen  Unterbrechung  der  Stetigkeit  i&r 

ar=:a  eintritt,  so  müssen  wir  jedes  derselben  in  zwei  andere  zer- 

legen  5   deren  eines  sich  von  ;r=0  bis  xsna — u,   das  andere  von 

x=a  +  v  bis  x=-<x>  erstreckt»  und  die  Grenze  der  Summe  fiir  u;=ß, 

A        ux  ^     ^    r  2a  1  1  2x  l 

tJ=50  ermitteln.    Da  femer  ^-s 5=?. — ; — »  -« — 5=-^« — 

x^—€^     ar— o     x-\-a    x^ — a*     x—a 

+  ^jL^*  ßo  V^t  m^n,  4ass  es  hier  nur  auf 4i« Eptwickeluog Col" 
gender  drei  Integrale  ankommt: 

/•fl-«£-**a5  /*«  er^'dx       _  r«  e-^*dx 

,    Was  das  erste  betrifft,  so  erhält  man,  x  —  a=z  —  if  gesetzt, 
^     >^^(-^^         ^..J^^^y»»^^  Dies  Integral 

ist  nur.  «hrehneihen  entwickelbar;  am  eitomchsten  setzt  raan^   um 
eine  solche  Reihe  zu  erhalten,  für  esr  die  unendliche  Reihe  l+^-ffo 

-h  ^  o  6+gtc.,  und  integrirt  zuerst  unbestimmt ;  wird  zur  Abkürzung 

ip(y)=i/.(:y«)+J-+4-|^+J:l^+etc.  .  . ,, 

-^::^-^(fiÄ)t-1p(«6),   also 

ab    ,   y         \  ' 
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Uebrigens   sieht  man   aus   dieser  Gleichung,   dass   das   Integral 

y^~-— =— 00  wird. 

Man  hat  ferner,  j; — a=y  gesetzt. 

Dies  Int^r^  ist  bekanatlich  der  Integrallogarithnras  von  «-*",  und 
man  bat 

;f*'-?^=«(e-^)=C+i/.(*.)«-*Tf+i.^-jS  +  etc.. 

WO  C=0,6772156; 
demnach  ist 

(2) ei=/*  ^=^  =  -.c-*»ß(ir^); 

— — —-crr  +  x  wird. 
Die  Addition  der  beiden  Ausdrücke  (1)  und  (2)  giebt 

fflr  M=0,  p=0  wird  offenbar  if^(i«6) -/i(e-*»)=i/.^~y— C,  wo 
das  Verhältniss  --  unbestimmt  bleibt;  folglich  ist 

^'"f^  ^=«-«»[W.(7)'-C-t(«6)]. 
Endlich  findet  man  fiir  x-\-a^=^yi 

*'•         »  •'•      y  •&       » 

also 

Subtrahirt  man  nun  (4)  von  (3),  so  entsteht: 
Qi).:.2afJ'  5^^=«-»[y.(7)'-C-*(a6)]  +«-»&•(«-*); 
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die  Addition  von  (3)  und  (4)  giebt  dagegen 

Setzt  mik  jetzt  mit  8 ch  1  om i  I  cb 

00  ist  offenbar  C  +  ilKab)z=zmiab),  7iV-^)=iQf(-.aÄj,  nnd  die 
Gleicbungen  (5)/  (6)  nehmen  folgende  (Biistalt  an: 

(7)  ....  ia/J'  5^^=r-^[i/.(j)'_£i(«Ä)]+e-»£i(-«6), 

(8)  ....  ifj'  ^^=e-»[i/.(^)'^W)]-e-»Ä(-a6), 

Die  Integrale  sind  folglich  beide,  unbestimmt;  setzt  man  dasTer- 
hältniss    — z=l»  so  gehen  die  Ausdräcke  in  diejenigen  ober,  wdehe 

Schlumilch  im  336ten  Bande  des  Creiie'schen  Journals 
p.  328.  gegeben  hat. 

Schliesslich  verdient  noch  Folgendes  bemerkt  zu  werden. 
Da 
£;i(^a6)=C+l/.(a6)«-  Y  +  t.  ^  -etc.=/t.  (e-*), 

und  diese  Funct'^on  o  Ei(ab)  übergeht,  wenn  man  ab  negativ  setzt, 
80  konnte  man  sich  veranlasst  sehen,  Ei  (ab)  =  li(e^)  zu  setzen; 
allein  dies  ist  fehlerhaft,  indem  der  Integrallogaritnmus  einer  die 
Einheit  übersteigenden  Grosse  wiederum  unbestimmt  ist. 

zu   ent- 

wickeln ,  wo  p  positiv  Ist.  Da  fär  a:=0  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
etatt  findet,  so  setze  man 

•%5  Jf  •^  X  ^  — »  X 

WO  tc,  f?  beliebig  kleine  positive  Grössen  sind.    Man  hat  dann 
-W.OT-I— 4.^-etc, 
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WO  2  für  tcscO,  t^=Q  verschwindet.    Dah^r  hat  man 
oder  auch,  wenn  man  e-^^p^aetzt: 

...  /.'''|=i'(0'+f ''•'^+f +'-^+-'- 

Hier  ist  nüa  eP  grosser  als  die  Einheit,  und  der  Integralloga- 
rlthums  einer  die  Eioheit  übersteigenden  Grösse  ist  folglich  unbe^ 
stimmt,  da  zwischen  u  und  r  keine  Abhängigkeit  irgend,  einer  Art 
luMieht  Ic^  habe  diese  Bemerkung  hi«r  gemacht,  weil  SchlO- 
n^ilch  an  yerschiedenen  Stellen  des  Ardiivs  solche  Beaeich^ 
ntm^ifen  wie  /t(^),  (p  >  0)  angenommen  hat  Der  obigen  Ansicht  ist 
auch  Minding.  Auf p.  193.  (Handbuch  der  Differential-  und 
Integralrechnung.  Berlin.  1836.)  sagt  er  ausdrücklich:  „Folglicli 
ist  auch  das  vorliegende  Integral  *)  zwischen  den  Grenzen  0  und 
x' ,  sobald  as'^iy  unbestimmt.'' 


irifelbier  einen  Yon  Oanss   «refkinileneii 
AnsdrncK  der  Oammaftinctton. 

4 

Von  doin:. 

.Herrn  Doctor  jp^  .Arflüdt,    ; 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  StraUund. 

•-■•■-   [  r     i    • — K'-^r^-r'  ■       '., 

In  der  berühmten  Abhandlung :  „Disquisitionesgenerales 
circa  seriem  infivitam  ' 

•■       -::.!'     '    .   '       ^  • 
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hat  GausB  b^niitlkd  gefundvo.dass  das  Prodact      V 

.   i  .       '';,^'''^--(a  +  l)(a+2)....(a+^) 

8i^h(    w^on   Ä)   iiiB   Uheodliche    wäehi»t»    der   Greriie    r(ä  +  l) 

=J     x^e-^&a^  Dähert,  dass  also  iT(oo ,  a)  oder  kürzer  iI(«)=r(Ä+l) 

ist  Die  Herleitung  die$f^  G|4?|chuDg  bei  Gaus« Jifrubiai^f  Eige»- 
Schäften  der  obigen  Reihe,  die  er  mit  einem  grossen  Aufwände 
▼on  Scharfiiipm  ent^vickelt.  Ein  besonderer  einfacher  iB^eweis^der 
in  Red«  btehenden  Uleichuhg  dürfte  hTohl  wünscnoisi^erlh  und 
yielleieht  tticht  ohne  Interesse  sein.       ^  /  . 

Ich  erinnere  zunächt  an  die  bekannte  Gleichung 
Schreibt  olM  dftfilr  - 

'■;-•■'■■■■.■■■     'x  ^-x  ■■■'■■■  . 

und  beachtet,  dass  das  erste  Integral  dieser  Summe  den  Werth 
Ik  hat,  so  köüotait 

«         ♦  - 


dir(a+i) 

oderi  wie  leicht,  «rhellet: 


Dies  Integral  icann  um  in  ^wet  ThitUe  2e<l«gen>  n&nlich  in 


deren  jeder  einen  endtfbhen  Werth  hat^  wie  leicht  erh^U^t.    Was 
den  letztem  betrifft,  so  ist 
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also 

folglich 

8/r(a+l)      „11  1    ^/•yo^-*     ^+*W 

aa  ^  =*"iTi"^5+^^""'^M^"*^o\'^I — i=5y^- 

Nun  l&sst  sich  beweisen,  dass  das  Integral 

X  X 

für  it=:QO  verschwindet    Denn  da  von  den  beiden  Factoren  unter 

1  \    ^+1 
^  dem  Integralzeichen  ah-'^^  ^^^T""?^'  ^^  ^^^'^  *®'"  Vorzei 

X 

chen  (4-)  zwischen   den  Integrationsgrenzen  nicht  Ind^,    do   ist 

/i  1 

ir*"-^ar=üf.jr,  wo  ilf  einer  der  Wertii^  ist» 

welche  die  Function  op  erlangt,  indem  x  von  0  bis  1  sich  stetig 
ändert  Alle  diese  \Verthe  sind  aber  endlich,  was  för  jedes  x, 
das  <  1,  von  selbst  erhellet,  und  ffir  x=A  auf  bekannte  Welse  dar- 

gethan  wird ;  Tolglich  bleibt  M  endlich,  also  verschwindet  ilf  .ir  Ittr 

Ar=:oD,  d.  i.  r=:0  fSr  A;=od.    Nach  dem  Obigen  ist  also: 

,  ^      8/r(fl  +  l)     ,,        11  1    ,,  • 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  rechter  Hand  durch  A^  multiplicirt 

die  für  jedes  endliche  k  geltende  GleVhung ^- — ^=:^+r  mit 

da,  und  integrirt  .von  a=0  bis  a=a,  so  kommt 

lT(a  + 1)  ^f^Aüa^f^iAa. 

Nun  wird  auch  das  Integral  ^'=J     r9a:fflr  Är=(30  verschwinden. 

Setzt  nuin  nämlich y  1^0=1^(11),  so  witdj     rda  ^  ^(aj  — ^(Q); 
aber  nach  dem  Taylor*schen  Satze 

wo  d  zwischen  0  und  1  liegt,  also  J2=a^'(^).    Da  nun  '^'(Ov) 
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=     ^     (nach  der  Oifferenziation  -^a  statt  a  gesetzt),  und  ^^  ^ 

=r  ist;   da  ferner  naeii  dem  Obigen  r  (är  jedes  a,  wenn  k=  cß, 
verschwindet«  so  muss  auch  R  für  Ar=ao  verschwinden.   Demnach 

ist /r(ff  +  l)=  /  *iOa(>t=(»),   oder,    wenn  man  die  Integration 

ausfuhrt. 

Daraus  ergiebtsich  sogleich 

(c) . . . .  A«+i)= („^.l;(„4:?)*'S+*)<*=">- 

Bekanntlich  geht  die  Constante  des  Integrallogarithmus  Cher- 
vor  aus  -^^til,  ^,„„^,„  |„  diesem  Ausdrucke  «=0  setzt; 
nach  (a)  ist  also 

was  sonst  auf  minder  strenge  yi^eise  dargethan  wird. 


Zwei  Sintwlckelnngren  des  bestimmten 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndts 

Lehrer  am  Gymnatiom  lu  Stralannd. 


Leieune-Dirichlet's  interessanter  Beweis  des  Legendi^ 
sehen  llieorems  über  Eulersche  Integrale  der  zweiten  Art  (Cr eile's 
Journal  Bd.  15.  p.  258.  ff.)  kommt  der  Hauptsache  nach  darauf 
hinaus,  darzuthun,  dass  die  Ableitnog 
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g    r(a)r(fl+i)r(a+|)....r(«+2=i) 

8ö''  rifia) 

^ine  Too  a  unabhängige  Grosse  ist»  deren  Werth  kman  uhrieens 
nicht  zu  kennen  braucht.  Zu  dem  Ende  entwickelt  Dir.ichlet 
die  Gleichung 

setzt  darin  a,  a  +—,....a-i statt  a,   und  bildet  die  Summe 

n  n 

*'=~55~  +  — SS — +-■•' — ^"55 ' 

wofflr  er  das  bestimmte  Integral  erhält: 


Dieser  Ausdruck  >pHrd  durch  die  Substitution  Von  a^  statt  x  in 
den  folgenden  transformirt : 

1 


zieht  man  nun  von  dieser  Gleichung      ^ 

ca  r(7ia)        «^o  ^U — ^) 

ab»  so  kommt 

welches  in  der  1f  hat  eine  ,von  u^  unabhängige  Grosse  ist' 

Hieraufbat^phiomilch  in  diesem  Ar6hivTtiLVILp.  348.  ff. 
darauf  aufmerksam  gemacht»  dass  man  sich  auch  der  bekannten 
Gleichung 

zum  Beweise  des  Leeendre'schen  Theoremes   bedienen  konnte. 
Man  findet  hier  nKmlleh 


*)  C  bedenCet  die  Coiutanl«  Atä  IntegraltogsrithmiUi 
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oder,  a?^  statt  x  gesetzt» 

Zifht  man  von  der  letztern  Gleichung 

Unna)  „^    /*ii-afla-i 

ab,  so  kommt  • 

wo  das  Integral  sich  leicht  UDbesCinimt  entivickeln,  und  daan  zwischen 
üiif  Öi^ettÄeh  (►  tiifd^l  nebihen  Jässt. 

'  Ehi  dritlef  Weg'  tot-fdiifenderi    üntfer  AnWendiiig  der  Iwkaiiti^ 
ten  Formel  . 

findet  man  leicht 

«  ....     • 

oder,  jrf  «tatj  a:.  gesetzti 


/o  V  ,1  ~^~r^J 

Zieht  man  von  dies«r  Gleichung  ^'^rr/ 74^-^?^"^^^ 
ah,  so  erhält  man  .^        ^^ ^  V'     ^'^^  > 

also  eine  von  a  unabhängige  Grosse,  üebrigen»  Ist  4^  in,  dieser 
Gleichung  vorkommende  bestimmte  Integral  bekannt,  feij^^e  seß 
einfache  Entwickelung  desselben  ist  folgende.    Für  /-=s«.w«d  r 

J.  — 3 — ^=»/     r-^.8«- 
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Dies  Integral  darf  nicht  in  seine^beiden  Tbeile  zerlegt  werden,  da 
jeder  unendiicn  wird;  integriren  wn*  deshalb  von  z=p  bis  z=od, 
wo  p^O,  und  setzen    . 


•®  c-"»82 


,  weon  man  z  statt  nz  setzt, 

/OD   ^^ag;j  -''' 
,  folglich  wird 

Was  endlich  das  letzte  Integral  betrifft,  so  ist  es  nach  einem 

/^dz  • 

bekannten  Theorem  gleich  MJ      ~;;=jll/ny  wo  if  einer  der  Werthe 

ist,  wdche  die  Function  r^*  von  x=^p  bis  z:=:np  erlaogt   Da  also 

M  zwischen  den  Grenzen  --,   —  liegt,  und  diese  sich  derselben 

Grenze  1  nShern ,  wenn  n  gegen  Null  convergirt>  so  ist  jlf =1  fUr 

y*np  e^*0z 
=/n  fllr  p=0,  ,d.  i.  nach  dem  Obigen 
P            2 


/; 


— »2=/«, 


wie  bekannt 

Ich  habe  mich  über  diesen  Gegenstand  hier  nur  deshalb  so 
weit  ausgelassen,  um  daran  eine  Ben^^kung  zu  schliessen,  die 
mich  in  diesem  Aufsatze  weiter  beschällig^  soll. 

Bei  allen  dreien  im  Vorhergehenden  vorgezeichneten  Verfah* 
Tungsweisen  wurde  der  erste  Ausdruck  von  s  dadurch  transformirt, 
dass  man  ar"  statt  a:  setzte,  und  in  der  That  erreicht  man  seinen 
Zweck  so  auf  di^  einfachste  Art.  Wird  nämlich  diese  Transfoür- 
matipn.  unterlassen,  oder  der  erste  Ausdruck  von  i  unmittelbar  an- 
gewandt ,  so  ergiebt  sich ,  man  mag  nun  D  i  r  i  ch  I  e  t '  s  oder  S  ch  I  o  - 
milcb's  Weg,  oder  den  me.inigen  betreten, 

dirjna) 


8a      '^Jo  Vi_^i       l-or/   ^' 


und  nun  stellt  sich  die  Aufgabe  dar,  zu  zeigen,  dass  dies  Integral 
eine  von  a  unabhängige  Grosse  ist.  Die  Combinatiou  dieser  Glei- 
chung mit  der  obigen  s g — '=—nln  lehrt  zwar,  dass 


Digitized  by  LjOOQIC 


«eio  raa88,  aber  die  gateseMtorhe^eKM(f4  Betraehtang  bat  zur 
potbweiidieeD  VoMVsgetEaBg,  1das9.11  eive  pnsiltVe  ganze  Zahl 
ist,  und  die  Gleichang  (a)  bedarf  desnalo  mit  Rfiel»icht  auf  ge- 
brocheoe  n  einer  besondem  Untersucbaog«  > !  Z^  deal  Ende  wtede 
icb  im  Folgenden  zwei  Entwiekeiungen  der  Gieicbung 

itelche  aüflr  (ä)  durch  die  Subi^tution  ven  x^^iftdkt  äf  bervo^ht, 
ii^ttfa^c«len,.^i^lci|^,^)e  Rji^^  4^  Fli|l,.  dass  a 

eine  pqsitive  Grösse  und  n  emepositiye,  aber  sonst  beliebige 
Zahl  ist  4  vevbti^eni  i»  Die 'nij'lled^  stehende '^a^leittUnfr' tat  äbri- 
^(Bns  beka^Dj.  ^  (die  Mt  ;ihrer  Entw'^cM'un^  pir  aber  ni^bt  gegen- 
wl^rti^.|  jLeitet  man  sie  nicht  gewöhnlich  nach  einend  ^  dem  Obi- 
ge» viell^fat  fihnUdbta  1  Verfahren  uurfjair  Zuflekm^.ii^f  Gaaimar 
fuhttionep  ab ?  ,  ., ' 

Noch  eine  B^ih^kung/'befor  ich  jEuni  Beweise  ächrdte.  Die- 
l^teidei^  Theile^  in,  welf^be  daä  Integr{ü  {b)  zer|(fgt  .werden  kann, 
nämlich  ^  ^  ^ 

sind  so  beschaffen,  dass  das.  erste  Integral  iii  das  .zweite  fibergeht, 
wenn  ad^^  statt  x  gesetzt  wird ;  allein  man  darf  nicht  schliessen,  dass 
das  Integral  selbst  yersch windet ;    ein  -  solcher  Schluss  wäre  nur 

zuljbsig,  f^enn  d99  Integral  /     ■  ■■    -ftc  /»'m^n   endlichen   Werth 

hatte,  was  bicbt  der  Fall  ist.  Ueberhaupt  darf  man ,  nach  einer 
Bemerkung  .von  D  i  r  i  ch  1  e  t ,   die  beiden '  Theile  des  Integrals 

•     i/]  \fi»)—^(fli)\dx,  nämlicty^  A^^lf^¥.»)^*^ 

nicht  verschiedenen  Transfojrmationen  unterwarfen »  wenn  einer  der- 
selben einen  unendlichei)  oderunl^stfaninten  ^enth  hat 

Erste  Methode,  das  bestimmte  Inti^gral 

{  zu  eiitwids:teln, 
V 
Der  Werth  von  10  fiir  a=:l  ist  leicht  zu  entdecken;   es  ist 

nämlich  /(iTi:^-&;r)s^=  4'(T^y>  also 

wo  ft  positiv  sein  mi^ss,  damit  o^  fit  a::t:0  verschwinde.  Setzen 
wir  non 

Theil  X.  17 
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'^'==A%T=rxT^y''^^' 


^nd  «ntersaciwii  dfe  Difemns 


8a;* 


«e^B^^.-  diMB  o  po«fftiv  ist,  einen  enltichim  Werth  hat.     Die«  tot 
«cMittelbftrUbr,  wesii  a— 1>0,  indem  dann  die  Funetion  "k^^' 
Cär  aHe  W^rthe  der  Veränderlichen  von  ü  bis  1  endliche  Werdie 

j»  •       •      •  l.__/r«— 1 

«i4mi^;  ^eäeiU  «Br  cün  po6t«iir«s  ftdit  gebrechettJEW  «  wind  -y; 


^<— QP  üPtr  a:=^0,  4ipd  die$eß  Falls  wegen  ist  Bodi  Jeine  l^esoodere 
Betrachtung  n&thig.  Es  sei  a=:^,  Hvo  j»,  9  positive  gsn^e  .Zieh- 
ten bedeuten;   wird  dann  x^^t9  gemacht 9  «o  kommt 


Nun  ist  9— 1  rjO,  p—I^O,  die  Function   — TH^t —  «Hangt 
'also  nicht  nur  für  alle  Von  Kvdl  «versdiiedenen  Werthe  des  ?,  son»* 


dern  aucli  JÖr  2=^:0  sellistv  endliche  Werthe,  aind  /    — j-^ — Bz 
hat  mithin  einen  bestimmten  endlichen  Werth  S.     Macht  man 

u.   ■  yii'  a  "  -ftc^  da  f»  pesitiv  ist;   also 

d.  i.  «>|  —  a=0.    Nftcb  4e«  obiges  "Werlhe  vpii  »i  ist  folglich 


(^>0,  n>0). 


Zweite  Methode. 


Differenzirt  man  die  €l(ei<;hu(g  / 

0  fe-T=7.«;^-^ 
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auf  bekannte  Weise  nach  n ,  eo  erhält  man 

oder,  x*=^z  gesetzt, 

wo  weaen  der  ffemachtee  IkahfstilQtifgii  n  positiv  sein  muss«  Bei 
aufmerksamer  Betrachtang  des  Bildungsgesetzes  der  Function 
jurter  djfifU  IntegTj^liseiehf.n  e/Jk^nnt  mw  ioxdj  da^s  das  cpmpjjc^t 
ausstehende  Integral^  sMi  «uif  folgende  W^se  wflbestfnHiif  «at- 
wickeln  lässt.  Bezei^hm^  Imi  M  «Mpl0)eien  durch  J,  und  setzt 
z^lz = tc  y  80  kommt  z*^^  ( 1  4*  oJ^)  Sz = du\  folglich 


'f 


(1 — z)du+nBii         u 


oder,  (ür  u  seinen  Werth  gesetzt, 

/2«— *Sx  Wz 

^[(i-x)a+«fe)4xfc]=j:i^^. 

Fflr  z:;;=0  verschwindet  die  Function  r^    unter   Voraussetzung, 

dass  a  positiv  ist,  wie  man*  leicht  findet;  flir  2=1  wird  dieselbe 

tll^ich  —  1 ,  wie  man  durch  Differentiation  von  Z&hler  und  Nenner 
ndet;   also  ist 

folgtich  K^  i=t-,  «»cs/n-fConst    Da  aber  4ie  Cansiante^emGhirinr 

^»n  »nss,  indem  tß  (&r  nzf:zl  ver^cliiyindet,  so  kommt  4»^ fo^  wie 
vorher- 


ig 
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Uelier  einen  allgemeineiilieltrsatz  der 
'  •         j^te^eometrie*. 

Tod 

d^m  Herausgeber« 


Herr  FabrikeD-KommissMosrath  ßrix  in  Berlin  bat  das 
Verdienst,  in  der  neuen  Aussähe  Ae&j  verscbiedene  aritbmetiscbe 
xttid  geometrische  Leb ren  tntnaltenden,  Anhangs  zu  sefnem  aus- 
ij^füM^ichneten  E lernen tar-Lebrbi^che  der  dynapiiscfien  Wifii- 
^.eBschaf ten.<5.  13ü.-p-il$w  14Ö^X  zupr^t  einen  allg^n^eineu  stereo 
metrischen  Lehrsatz  zur  Sprache  gebracht  zu  ho^beq.,,  roktelst 
dessen  sich  die  Inhaltsbestimmung  einer  grossen  Anzahl  von  Kör- 
pern^ namentlich  aller  derjenigen,  welche  iu  der  elementaren 
Stereometiie  b'etmehtet- za  weroenijiflegen»  lind  solcher,  die  durch 
Umdrehung  der  Kegelschnitte  entstehen,  mit  aller  zu  wünschen- 
den Leichtigkeit  ausfuhren  lässt.  Dieser  Satz  hat  ^isl^er,,  wie  es 
wiMi^ateDB  seheint,  nicht  i die'. Be&ohtilng  gefunden,  weUhie  er 
jedenfoUs  in  hohem  Grade  verdient. .  Nur  erst  in  diesem  Augen- 
blicke fallt  mit-  eine  so  eben  ei-sdhtenene  kleine  Schrift:  „ü eher 
die  Inhaltsberechnung  der  Körper  nach  einer  einiinen 
Formel.  Mit  besonderer  Rücksicht  für  die  Praxis  be- 
arbeitet vonW.  Ligowsky,  Feuerwerker  in  der  7ten  Ar- 
tillerie-Brigade. Berlin.  1847."  in  die  Hände,  in  welcher 
dieser  sehr  bemerkenswerthe  Satz  von  Neuem  zur  Sprache  gebracht 
wird,  und  da  Herr  Ligowsky  in  der  Vorrede  sagt,  ^,da6s  die 
Aufmunterung  >  welche  Ihm  zur  Bearbeitung  dieses  Gegenstandes 
Seitens  seiner  Hohen  Gönner  zu  Theil  geworden  sei,  die  erste 
Veranlassung  zur  Hersius^abe  der  vorher  genannten  kleinen  Schrift 
gegeben  hal>e^';  so  scheint  das  allgemeine  Gesetz,  um  welches 
es  sich  hier  handelt,  und  namentlich  seine  nach  meiner  Ueber- 
zeugung  grosse  Bedeutung  für  das  praktische  Bedürfniss,  wenig- 
stens in  Berlin,  höheren  Orts  Aufmerksamkeit  erregt  zu  haben, 
und  Herr  Ligowsky,  um  den  Satz,  wie  er  allerdings  gar  sehr 
verdient,  allgemeiner  io  die  Praxis  einzuführen,  zur  Bearbeitung 
und  Herausgabe   seiner  Schrift  veranlasst  worden  zu  sein.    Nun 
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t0t  aber  te  liemtrk««»;  da88  «NfeSdbrt/l  tl«is  Härra  Lago'^«ikty, 
M'eleheJ^eii£8Llla:da8  Product  etiBei^:Ai)laiiger>«i  ist  und  niinientlibU 
iiir  Rikksicbt Jlui'.tnatheinfttlscbe  iStreiHre:.sebr.Viefes  zuiMiinfactatn 
Bbrig.  lä«»t»  dem,  ys^sts  Hei-r.  B,tix.a.  ä«  Oi  M^bd«  gegeben. ^bat^iolebti» 
MP0JteQtli]cb(  Noues,  nas.  wemg^tens  dei'  Beachtting  eiuigeriiuiAseil 
wilrtl  wdTie»  Unaußgtt  und  ditös X'etK:te!rem>jedenfalls  das-.'lFOO 
Bfijmliilgowsky  in  dejr  Vorrede  ta  eetrier  Sobrift  Hiebt  so  ^dtoHl? 
Beb  .ondbeatimiut,  wie  e^.ierfeilderlkh  gewesen'  wäre  *),  benror- 
Behobe«e  Verdienst  hMhi,  dea  Satz  zuerst  aufgestellt  uDid  A^ipe 
Bedeutiittg  für  <lie  Praxis,  dutebeioe  siemllcb  gcesse  Anzabl  .yVni 
Beispielen,  denen  Herr  Ligowsky  auch  nicbt  eben  etwas  Keiiea 
▼on  einiger  Bedeutung  binzugefSgt  bat,  zuerst  nachgewiesen  zu 
haben. 

So  sehr  und  so  gern  ich  nun  aber,  namentlich  bei  den  freund- 
schaftlichen Beziehungen,  in  denen  ich  schon  seit  einer  langen 
Reibe  t^on  Jahren  zu  Herrn  Brix  zu  stehen  die  Ehre  habe,  aes- 
sen  grosses  Verdienst  rucksichtlich  des  fraglichen  Gegenstandes 
anzuerkennen  bereit  bin,  sp  mi|ss  ich  doch  bemerken,  dass  Herr 
BrIx  den  Satz  nicht  eigentlich  allgemein  bewiesen  hat,  und  dasfi 
d^selbe  a.  a.  'O.,  wenn  auch  tilcht  ganz,  doch  gewissermassenf 
dur.als  das  Resultat  einer  Induction  erscheint,  was  auch  wohl 
Utim  Tbeil  der  Grund  gewesen  sein  mag,  dass  der  Satz  bis  jetzt, 
wie  ^B  wenigstens  scheint,  wenig  Eingang  gefunden,  und  sich 
noch  nicbt  Bahn  in  die  Lehrbücher' gebrochen  hat  Auch  scheint 
mir  Herr  Brix  deh  Satz  noch  nfcht  auf  seinen  wahren  Ausdruck 
jfeurückgeflShrt  und  die  eigentlichen  Bedingtrngen,  unter  denen  ejr 
älleift  gültig  ist,  nachgewiesen  zu  haben,  was  mir  noth wendig  zit 
sein  sclielnt,  wenn  der  wahre  Wefth  und' die  wahre  Bedeutung 
desselben  sowohl  in' theoretischer, als  auch  in  praktischer  Beziehung 
g«h5tig  bervorgeboben  urtd  in's  Lidit  gestellt  werden  soll.  Ich, 
werde  hiir  daher  erlauben,  diesen*  der  Aufmerksamkeit  gewiss  sehr 
werthen  Gegenstand  in  def  vorliegenden  Abhandlung  einer  ganz 
neuen  Untersuchung  zu  unterwerfen, '  und  iti  jeder  SezI^Hung  in 
sein  gehöriges  Licht  zu  stellen,  namentlich  auch  den  ^atz  airf 
seinen  wahren  Ausdruck  zu  bringen  vVnd  die  eigentliche  B.edinsung 
seiner  Gültigkeit  nachzuweisen  suchen.  Dabei  wird  sich  dann 
auch  zugleich,  wie  ich  wenigstens  hoffe,  zeigen,  was  der  eigent- 
liche Grund  der  allerdings  grossen  Genauigkeit  ist,  i^elcbe  die 
Formel  von  Chapman  in  den  meisten  Fällen  bei  der  annäherii-' 
den  Bestimmung  der  körperlichen  Räume  gewährt,  indem  die 
gewöhnlichen  EntwidEclungen  dieser  betnerkep^^vertben  Formel 
mir  überhaupt  Vieles  zu  wünschen  äbrig  zu  lassen ,  iind  einen  recht 
deutlichen  Blick  in  das  eigentliche  Wesen  derselben  niobt  zu  g|er 
währen  scheinen,  worin  doch  am  Ende  der  wahre  Werth  einer 
jeden  mathematischen  Pemonstvation  Hegt.  Zuerst  werde  ich  mich 
bei  de^  Darsteliuns  der  Integralrechnung  nedienen,  dann  aber  auch, 
%ia8  mir  hier  von  Besonderer  Bedeutung  zu  sein  seheint,  zeigen, 
lass  ein  ganz  elementarer  Weg  fast  eben  so  leicht  nnd  eben  so 


*)  Herr  Ligowsky  erinnert  eigentlich  nur  an  die  langst  beirannte 
Kähemiogsfonnel  zor  InbaUsbestimniang  der  Korper  Ton  Chapnifin, 
und  sagt,-  das«  er  dieselbe  in  den  der  Mecbanik  gewidmeten  Werken 
Ton  Eytciwein,  PoBcolet  und  Brix  wledergefnadct  babe. 
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sebneil  zum  Ziele  führt,  und  hoft  mich  nicht  m  tiiupchev,  wenn 
ich  mir  hier  zum  Schluss  noch  die  Ueberzeugung  aMGaosprechea 
erlaube,  dass  cfieeer  ganze  OegenMand  in  der  ihm  hier  segdbencn 
Gestalt,  oder  weniffstene  in  einer  thnliehen,  ncfa  feroerDf»  eewies 
In  den  Elementai-I^terricht  der  Stereeimetrle,  namcnliich  aal  allen 
mehr  €Ane  praktiscbe  oder  technische  Rkfatung  verfolgenden  Lehr« 
ainiklten  —  för  weiche  die  Saehe  Torziigsweise  von  Bedentmig 
sei«'  dürfte,  und  dcoen  ieh  dftesslb«  daher  auclt  besonder 
empfehle^  ---  nnd  in  die  Elenientar-Lehrbtthev  dieaer  Wiwen« 
MJraft,  attgemein  Bahn  brechen  wird^  was  ich  wenlgeteae  wtta» 
sehen  mOcme. 


Wir  wollen  uns  einen  von  einer  ganz  beßebigei^  Tläcbe  um» 
scklossenen  fi^örper  denken,  und.  annehmen^  dass«  die  FlftcHen- 
räume  alier  in  einer  gewissen  Lage  geführten  ^  einifider  parallelen 
Üueerschnitte  desselben  ganze  rationale  algebnnscbe  Functionen 
des  zweiten  Grades  ihrer  normalen  Entfernungen  von  einem  geh 
nissen  bestimmten  Punkte»  den  wir  überhaupt  den  Pol  nennen 
wollen«^  sind,  wobei  alle  von  diesem  Pole  aus  nadi  der  einen, 
Se^e  nin  liegenden  Entfernungen  als  positiv,  alle  nach  dcF  eatr 
gegengesetzten  Seite  bin  Kegenden  Entfemnngen  als  Tiegativ  be- 
&acntet,  mit  Rücksiebt  hierauf  aber  im  Ailffemeinen  durch  :r  be^ 
zeichnet  werden  sollen.  Bezeichnen,  wir  dann  den  t^lächenraum 
des  der  Entfernung  jp  von  dem  Pole  entsprechenden  Queerscbnitts 
übeibanpt  durch  Pjp,  ui^  denken  uns  zwei  bestimmte  positive  oder 
negative  Wertbe  a  und  b  von  ss,  wobei  jedoch  angenommen  wer- 
den soll,  dass  a  <  6  sei,  bo  ist  das  Volumen  des  zwischen  diesen 
beiden  Queerschnitten  enthaltenen  Theils  unsere  Körpers,  welches 
wir  durch  V  bezeiebnien  woÜen,  ofienbnr  die  Grfiaze^  der  sich, 
uidem  wir  n  eine  pQ#tiire:'  gajue  Zahl  bedeuten  lasseni  und  des 
Kürze  wegen 


setzen,  wo  t  unter  der  torher  gemachten  Vorauesetzung  eine  posi 
tive  Grösse  ist,  die!  GrCsse 

oder  auch  die  Grösse 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wem»-  man  n  in's  Unend« 
liehe  wachsen  tässt,  was  sich  so  leicht  und  ganz  von  sechst  ans 
den  elementarsten  »Sätzen  der  Stereometrie  von  dem  Inhalte  des 
Prismas  oder  des  Cylinders  ergiebt,  dass  wir  weitere  Erläuferun- 
gen darüber  an  diesem  Orte  für  vOllig  überflüssig  halten«  Bezeich- 
nen wir  also  die  in  ftede  stehenden  Gränzen  in  der  Kürze  durch 
das  Ätn  obigen  Ausdrucken  vorgesetzte  Lim.,  so  erhalten  wir  nn* 
mittelbar  die  beiden  folgenden  uleichungen : 
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und 

welche  die  Gnundlage  alles  Folgeoden  bilden. 

."■,■..■,:  ■  [■■■tL:r\  ..,     ,  •,*::'• 

Nach  efnem  bekattufea  Satze  vm  dctt  bestiitimten  tntegraiep  *)[ 
ist  DIU  aber 

/'F.a...:.    ••■     ■ 

=  Lim.tFa+Lim.l{Fa+f+F»f2£+Fa+3.  +  ....  +  Fa+m1, 

d.  i.,  weil,  da  Fa  einer  bcfstitnnff^  crrrcRicbe  GrOsse  fdt,  i!stdt 
aber  bis  za  einem  ieden  beKebigeii  Grade  der  NüTI  Dähert/  tiremt. 
itaan  n  h'fir  ütiendlfche  wachsen  f&sst,  effecbar 

Liin.tFa  =  Q 

ist, 

=Lim,i{FÄ+f  +  Fa+2i+FiH.3i+....  +  Fa|^.£|, 
also  nach  der  Gleichung.  2) : 

3)     F=y*F,aar.  '^^  *       ' 

Weil  nun  aber  Fs  ehie  gime  rltficMiale  algebraische  Function 
des  zweiten  Grades  von  »  sein  sf^U,  •  «o.  kann,  indem  A,  B,  C 
Constanten  bezeichnen,  im  Allgemleihen'  ' 

4)    Fjr=-^.+  ifcr+pP* 

gesetzt  werden,  und  es  ist  folglich 

/Fm  dx= Aä:  -f  ißx^^  iCt^f  Const, 
also  .      :  •    i      :  l:  :    :    ■-- 

folglich  nach  dem  Obigen 


*)  ArchiT.  ThL  11.  S.  276. 
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Zo  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Gleichung  0)  bedarf  man 
aber  in  der  Tbat  der  Integralrechfcung  gar  nicht,  sondern  kann  za 
denselben  leicht  und  mit  yoUiger  S^trenge  durch  dii^  jTQlg^nde  ganz 
elementare  Verfahren  gelangen. 

Einen  beliebigen  Werth  der  Entfernung  x  bezeichne  man  darcb 
a»  setze,  indem  n  eine  positive  ggnz<i  Zahl  bezeichnet» 

.    n=**'  •      •:  -    •      • 

upd  bezeichne  da3  Vobunen  Ai»  zHfischeq  den  Queerschnitten  Fq 
uqd  Fa  eofhaltenen  KOroers  darch  ^,  80  iat  offenbar,  indem  uian 
in  den  folgenden  Gleiphupgen  dau  obere,  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  die  Grosse  a  positiv  oder  negativ  ist» 

«=Lim.±i(Fi+Fa<  +  r3«+F4*+....  +  F«<), 
oder,  was  Dasselbe  ist, 

±V=Lim-il/V  +  F2;+F8<+F4<+....  +  fWl. 
Weil  nun  aber  nach  der'  Voraussetzung'  im  Allgemeinen 

Fm=^A-{-BxVCa^    ''        ''    '     «..-••• 
ist»  so  bt  .^  '*«     .    y      , 

t|Ff+F4i  +  Fsi  +  F4f+...-+Fiii) 

U.    S.    ^1     .  i     -  »     ••••«•         .     '     -1  '•     Jv  . 

=nAi+(l  +  2+3+i+....  +  n)Bi^ 

+(l«  +  2«  +  3«+4«  +  _+n«)Ci»» 

also,  nach  bekannten  Elementarsätzen  iou  der  '  Summirung  der 
Reihen*): 


^    *)  Die  Sammenformel  für  die  Qaadrate  der  natürlichen  Zahlen  findet 
man  bekaootlich  sehr  einfoch  anf  folgende  Art. 
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'■■■■■■•   ..■•     HFi-^F.ti+Fa+Fu-t'»''-kJl^  ,.,  .Imit.  . 

■  'Ä«:«+itt(niH)l»»^l«Cn+t)(2«+<)Ct».         ■  ' 

W^  aber  imcli  deÄ  Olbi^en-         - 

ist,  so  iüt  .  V  1    *.      "/  ; 

i[Fi+F^i-^Fu+F^i+....+Fni] 

=  iiil.|+In(«+l)Ä.^+  l«(n  f  l)(Srn  +  l)C.^, 

d.  i- 

1  i\Ft:i^JF2i+:Fii+F^i+.^  +  Fni\ 

Llsstnlan-nuD-iD/ dieser  Gleiebuikg  n  io's  Unendliche  wach- 
sen und  geht  auf  beideo  Selten  derselben  i^a  den   Gränzen  über. 


£•  ut 

(l|---l)»  =  (f|-2)«+3(»^2)«  +  3(«^2)+l, 

n.  t.  w.  

2*=5l»  +  3.1«  +  8.l  +  l; 

alao,  wenn  n|aQ^8ddir(  and  anfhebt,  was  sich  aafheben  Iftsst: 
und  folglieb ,  weil  bekanntlich  •  , ,  >  1        . 


also 


woraus  sogleich 

•  i 

folgt. 


0»+l)'=5=i(«+»)(»»+2)+3«aS 

«»i«=8(«+l)» — (n+ 1)(S»+«) 
=  (JI+I){2(n  +  1)«-(3J|+2)J 
=^(n4- i)(te*-t-4»-f  a— lM-2) 
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60  erhält  man  aitf  det  Stele  und  dofrch^cMe  ieiUbchsten,   hier  kei* 
ner  weitereii  ErIfimteniBg  «bedürfenden  StbUffaei  die  Gleichung 

Um.t{Fi+F^i+Fu+F%i+.^i^Fni]  ^ 

also  nach  dem  Obigen 

oder  ,  ; 

.7)    V=±(Aa+\Bi^+\Ca^, 

wo  man   immer  das   obere  oder  untere  Zeichen   zu  nehmen  hat, 
jenachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  jetzt  a  <md  h  aswei  belieb^  Werth<»  von  x  sind  und 
a<6  ist,  so  wollen  wir  die  Volumina  ^er  zwischen  den  Queer- 
schnitten  Fq anA  F^  F(^  n»d  Fi,  F«  und.F*  efthaltenen  K5rper 
respective  durch  P,   V  und  V  bezeichtien. 

<      Sind:  dann  zuerst  a  und  b  beide  positiv  y  so  ist  oSbubar. 
und  nach  der  Gleichung  7)  ist 


Will  man  die  Formel 

nicht  als  bekannt  voraostetien ,  to  kann  man  auf  folgende  4rt  verfahren. 
E«  ist,  wie  man  miUeiel  leichter  Recfanfengf  ftidet,  allgemein 

also 

i«(il+l)(2»+l)-l(«-U«(2»-l)=ilS 
1(11-1)11(3«— I)-H«-.  2)  (!»-i.tK2»--3)=:(||-l)t, 

l(»-a)(»-l)(2^-8)-l(«-3)(«-2)(2«-5)  =  (ll-2)V 
l(«-3)(»-2)(a«-5)— i(lI-4)ÖI-8>t»-T)=(ll-3)», 

J. 1.2.(2. 1  +  1)  ;  =1«, 

alfo,  wenn  man  addirt  und  aufhebt,  was  «ich  aufheben  läM> 
l«+2«+3«+4a  +  ....  +  j|«=^||«=:J«(»+l)(2ll+l), 
wie  vorher. 
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■im 

rz=A(b-a)  +  4i?(i«-  o«)  + 1  C(b'  -  o«). 

Sind  ferner  a  and  h  beide  negativ,  so  ist  offenbar,  weil  der 
absolute  Wertb  von  a  grSesOT  aki  der  absolute  Werth  von  b  ist, 

und  nach  (fer  G^ichung  7)  ist 

also 

Ist  ferner  a  negaQv  und  6  posHiv«  so  ist  offenbar 

und  nacli  der  Gleichung  7)  ist 

V^z     Ab  +  hBb^^ia^;  : 

also 

Da  Dun  untet;  den  gemachten  Yoraussetzuii^efi  atsser  den  so 
eben  betrEiditeCen  drei  FS^ten  eiii  anderer  Fall  nicht  weiter  vor- 
kommen kann,  so  ist  völlig  allgemein 

8)     F=^(6~a)  +  4Ä(Atf-a«)+lC(6*— Ä») 
oder 

9)     r=(6-a)U  +  ifi(a  +  &)  +  iC(a«  +  afr  +  **)),     ' 

welche  Gleichungen  mit  den  in  II.'gefundenei^.Gteickmi^en  5)  und 
6)  völlig  fibereinstimmeo ,  hier  aber  ganz  elementar  bewiesen  sind; 
und  icH  zweifle  durchatis  niehti  dass  dieser  Beweis  we^en  seiner 
Leichtigkeit  und  Einfachheit  zur  Aufnahme  in  di«  Elemente  ganz 
geeignet  i^  .  ^ 

IV. 

Die  drei  in  der  Gleichung 

Fs=A-t^Sx  +  Cx* 

vorkommenden  Constadten  Ay  B,  C  kann  man  nun  jederzeit  be- 
stimmen, wenn  man  für  drei  beliebige,  aber  bestimmte  Werthe 
<y,  ß,  V  der  Entfernung  a  die  entsprechenden  Werthe  Fa»  Fß,  Fy 
des  Flächeninhalts  des  Qiieerschnitts  Fx  kemity  lodem  man  näm- 
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lieh  zur  Bestimmang  der  drei  in  Rede  stehenden  Constanten  die 
drei  folgenden  Gleichungen-  des  ersten  Grades: 

Fa=A+Btt  +  Ctfl, 

'  ■  Ffi=A+Mfi'^cß' ■  :■ ..... 

Fy^J+^  +  Cr* 

hat.  L8st  man  aber  diese  drei  Gleichungen,  nach  d^n  gewöhn- 
lichen Regeln  der  Algebra  in  Bezug  auf  .<!,  B,  C  vAk  unbekannte 
Grüsseri  auf,  so  erhält  n^n  nach  leichter  Rechnung  tär  A,  B,  O 
die  folgenden  Werthe: 

ßy(ß-y)Fa  +  Y,»(y—a)Fß  +  uß(«-ß)Fy 

._     (ß  -7)F<,-^  (y-  €>)Fß  +  («-ß)Fr, 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

j-        •ft'F«        ,       *tyFß'  aßFy 

^-    (a^ßXa-y)  +  (ß-«)(/J-y)  ^  (y-«Xr-ß)' 

^=    .(«-/J)'(«-y)  +  0?-B)(/Jr-y)  t(y-«;)(j?^^)- 

Fuhren  wir  diese  Ausdrucke  von  2I9    J^,    Cid  den  Ausdruck 
9)  von  V  ein,  so  erlialten  wir: 

,  .  ,    ,  .  _    0—a 

I  (^l^ßY-i  (ß+r)  («+»)  +  i  («H«Hft')  i 

;'   -  +(-p^i:^{f7-i(«+)')ca+6)+i(«H«H*')}  ,;..:. 

+(7i:j5|^t«^-4(«+/0(«+*)+i(«H«6+6«)} 


oder 


11*)     T-^  = 
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4len  b^l4en'Que«ri^clitikteti  F«'«tid  F|  etithal'Cenefl'Kff^^^fi  aus  den 
Entferhabgtea  a  und  6,  nnd  drer  den.  ganz  beHe^^en^  Entfernun- 
gen «fßsy  entsprechenden  Qiieer8eh6itten.#ft,  'Fß"}  P^  heteehtk^^ 
natürlich  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Queerschnitte 
der  durch  die  Gleichung 

i||MigedHlckt0a  Bedingung  entsprechen.'    •'  •  '      '';    w.\  ..  .!. 

Öen  Entiernijn&en  iV;^»  y  kann  map  a|le  .gaqaj'ibjelielii^qii 
Werthe  bejiegen..]  VVir  binocii  also.  2,  B^,  um  eiu<^n  ,g^n3;  sp^^ff Fj 
len  fäll  'der  yorhergeheipd^i^  |i(lg<j[uieinen  Formel  z^  |b|^t]nic^(fiif',, 

"setj^e'A.'   Daftn  ist  '  ..'''" 

■■.■"■■■  ■  a^ß~v-ixa+by^-^i(h-a). ,;  ■■  .:■'".'•  ■■■ 
.'  ..     ',"....  ,.  arT-«=A— o;      .  .  ..„,  .'  ,  , ,.  .-,:..  ,... 

';.;  ..'X?;i;.:;x\«;+is==«+4<a +-.«3=14 (8^+6),' •''  ]■'■'.' :"[\  V- .;. 

und  wir  erhalten  ohne  Schwierigjceit: 

I^uTirf  man  dies^  \yerthe..*m  fdle  Gl^ic^yng  U)  ein,  soierhHlt  man 

12)     F=i(*-a)i/'a  +  4Fi(.+*)  +  n)..      .:  ■ 

«<Wr      ...  j    •.  . .! 

13)     F=l(*-a){2Fi(H^)  +  i(Fa+F*)|, 

und  Icann  diß  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen  3^tze  auf, folgpn^e 
Art 'aussprechen':'    '  *'' ,  •,"  .  .  '    t    .'»..*.'•. 

rWenn  di:Q,FlK.«bfioräii«u<e.der  pAtaUelen  Queerscbhitttf 
eines  Körpers  ganset^rati^aale  al^eb.rAi«^be  Functl>»nen 
des  zweiten  Grades  ihrer  gehörig  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachteten  Entfcriiungvo  von  einem  bestimm- 
ten Punkte  als  Pol  sind,  so  «vixd  der  körperliche  Inhalt 
eines  jeden  zwischen  zwei  parallelen Queerschnitten  als 
seinen  Endflächen  liegenden  Theils*  eines  solchen  Kor- 
pers erhalten,  wenn  man  zu  der  3umme  der  Flä^beur 
räume  der  beiden En^flä'cft^li'dafs "Vier faöb'e'desFlächen'- 
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ra»ni.8  Je«  zvrieeh««!  d^en  beiden  ßvdfl&chen  In  d«r:Mitte 
(,i0^:0n<len  Qite^rschDiitts  itddict,  vod  dUSomne  mit  dem 
8(»Qh«ta9  Thellß  der  fintfeTnung  der  beiden  EndfLäekeB 
von  ei^^^ndßr  multjpUcIrt; 

oder: 

Wenn  die  FlächenrSume  dfsr  parallelen  Queerscbnitte 
eines  Körpers  ganze  rationale  algebraische  Functionen 
des  zweiten  Grades  ihrer  gehörig  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachteten  Entfernungen  von  einem  bestimm- 
ten Pnhkte  als  Pol  sind^  so  wird  der  körperliche  InhaJt 
eines  jeden  zwischen  zwei  parallelen Queerschnitteo  als 
seinen  Endflächen  liegenden  Theils  eines  solchen  Kor- 
pers erhalten,  wenn  man  zu  dem  arithmetischen  Mittel 
sfcwischen  den  Flächenräumen  der  beiden  Endflächen  das 
Donpehte  des  Flächenraums  des  zwischen  dep  beiden 
Enatlächenin  der  Mitte  liegenden  Queerschnitts  addirt 
und  die  Summe  mit  dem  dritten  Theiie  der  Entfernung 
der  beiden  Endflä|;hen  von  einander  multiplicirt 

Man  hat  aber  nicht  zu  übersehen,  dass  diese  Sätze,  denen 
es  auch  noch  besonders  zur  Empfehlung  gereichen  dürfte,  dass 
sie  sich  sehr  leicht  dem  Gedächtnisse  emprägen  lassen,  nur  gase 
specielle  Fälle  des  in  der  Formel  11)  oder  11  h,  mittelst  welcher  sieb 
der«  Inhalt  eines  jeden  solchen  Körpera  «vle  der  im  Vorhergehenden 
betrachteten  aus  dr^i  beliebigen  seiner  parallelen  Queerscbnitte  be- 
rechnen lässt,  enthaltenen  allgemeinen  3atzes  sind. 

■        •  V.  ' 

Die  Anwendung  -der  rorhergehenden  Sätze  durch  Beispiele  zu 
erläutern,  dürjite  an  diesem  Orte  faf;t  .als  .übeitfüssig  erscheinen, 
indem  ein  Jeder  gewiss  sogleich  übersieht,  dass'  die  in  der  ele- 
mentaren -Stereeneti^e  vorkomtnendei  und  'die  dureh  Umdrehung 
der  Kegelschnitte  erzeuirten  Körper  fast  alle   in  die   im  Vorher«- 

fehenden   betrachtete   Kategorie   gehS^en.     Jedoch  mag  darüber 
olgendes  bemerkt  werden. 

1.  Haben  wir  z.  B.  eine  Pyramide,  so  ist  nach  einem  be- 
kannten stereometrischen  Elementarsatze  in  Bezug  auf  die  SpÜae 
der  Pyramide  als  Pol 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet,  indem  nämlich  bekanntlich  die 
einander  parallelen  Queerscbnitte  den  Quadraten  ihrer  Entfernungen 
vton  der  »pitEe  .der  Pyrnmide  gerade  proportional  Mnd;  Aldo haBen 
wir  i&  diesem  Falle  die  folgenden  Gleioiiungen : 

Avß.den  liejden  ^stem  #^er  iUfkkvmtPß  Mgt 
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und  aus  der  dritten  Gleichang  ergiebt  sich  also 

i=F.+F»+2V7:rK: 

Folglich  ist 

also  nach  der  Formel  12): 

14)     F=J(Ä-fl)(F,+V7rä  +  F»)/ 

,      I 

oder  weno  die  beiden  Grundflächen  und  die  Höhe  einer  sogenann- 
ten abgeküh-zten  -oder  ai)ge8tuni|>f^  Pyräniide  re«pective  durch 
f,f  und  h  bezeichnet  werden,  der  körperliche  Inhalt  F  einer 
«olchen  Pyramide: 

welches  die  aiui  der  etementare»  Stereometrie  Mannte  Formel  Ist 

Wie  man  von  der  Pyramide  2um  Prisma,  zum  Kegel  und  Cy- 
lioder  übergehen  kann,  Ist  aus  den.£l^menten  der  «^t^reometne 
bekannt.  " '    ' 

2.  FCr  4ie  EttifMte  und  Hyperbel  istl»ekanntlick,  vepn  m  und 
n  die  bilden  Halbaxen  beaelctinen,  die  Gleichung 

wo  das  obere  Zeichen  der  Ellipse,  i%s  untere  der  Hyperbel  ent- 
spricht Weil  nun  fttr  das  durch  Umdrehung  der  Ellipse  oder 
Hyperbel  um  die  Axe  m  enlstandeoe  Eilipsoia  oder  Hyperboloid 
offenbar 

ist,  89  gik  In  diesem  i^alle,  w^bh  J.«sd  fi  Cionstonten  bezeich- 
nen, die  Gleichung 


Es  ist  als/o 


folglich 
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vod  daher 

4*|(„+»)  ==  — — ^_ifl ' 

also 

F.  +  4F|(.+»)  +  F» 
(«i«-6«)(JF^  +  fi)+(ii-h  6)'(F.^Ft)+4(d'Ft-»«F.) 
^  a»— 6«  TT"  ^' 

woraus  sich  femer  leicht 

F«  +  4F4Cf5)  +  F» 
^  (2««-^4fe»^^2a6)F,  — (26«-^4««+2aft)Ft 

■I-    •.     .   ►iZ.     ■  i  a«— 6»-     •' 

oder 

•      F«+4F4(^»)  +  F« 
.. ^(o«-^;2t«+a6)F.— (6«rr2a«+gft)F»    , 


.in:;; 


crgielii:    Polglicli  Ist  nach  12)  ' 

Nun  ist  aber,  indem  immer  das  obere  Zeichen  demEliipsoid,  da» 
untere  Zeichen  dem  Hyperboloid,  entspridit : 

•  • '■' ^  ■"F*=±«^(m»-A2)j-         •    '•■•,:;•.; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

und  folglich,  wie  sich  hieraus  (eicht  ergiebt: 

«n«   3m'  (a«-6')  —  (a*-6*)  -  ab  (a«-6«)  ' 

'^— "fSm«'  P  +  6 

,    .  ,  •.   .  j  ."      .'-. 

d.  I.  - 

17)    F=T^(«-*)(3m«-(«H«6-H»)l 
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oder  -x  -      ' 

Auch  ist 

2«ift=oa+f«— (6— «)«,  . 
und  folglich 

also  .  ;,  ,.. ,._    . , 

19)     F=±^(A-<^|3»i«^i(a»+^ +*(*-«)•! 


Setzen  wir  aber 


«i»=J:S('»*-«'). 


B»» 


SO  Ist 


^=±S(i«*-Ä«); 


also 


r=±g(fr-«){4(6-o)»±g(««+(J»)J, 


d.  i. 


l  . 


20)     r:=i=i:gi(*-^a)|(i-o)«±a5-(^+^X- 


Für  die  Kuffel  ist  nt=n  zu  setzeii  und  in  d^r  vorhergehenden 
Gldchang  das  obere  Zeichen  zu  nehmen;   also 

21)    ,F=l^(6-«){(6-a)»+3(a«+i8«)), 

ehie  ans  den  EleMfenten  der  Stereometrie  hinreichend  bekannte 
Formel.  .  ^ 

3.    Die  Gleichung  der  Parabel  ist  bekanntlich 

wo  p  den  Parameter  bezeichnet;  also  ist  tür  das  durch  Umdrdiung 
der  Parabel  um  ihre  Axe  entstandene  Paraboloid  In  Bezug  auf 
den  Scheitel  als  Pol  offenbar 

wo  B  eine  Constante  bezeichnet.    Daher  ist 

Theil  %.  18 
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Fi  =  Bb, 

und  folglich 

F.  +  4F4(«+»)  +  F*  =t  3i?(c  +  6). 
Also  ist  nach  12) 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

also  Bzunp^  und  folglich 

22)     F;=iiip(fr«-fl*). 
Setzt  man 

so  ist 

o+fr=^(aHi^*), 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  auch 
23)  .F=i«(6-a)(a«  +  ^), 

wo  6-— o  die  Hohe  des  parabolischen  Körpers  von  dem  Irthalte  Fist. 

i.  Uebrigens  scheint  mir  hier  der  schicklichste  Ort  zu  sein, 
zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Queerschnttt»  eines  Korpers  wie  im 
vorhereeheaofii  Beispiele  *  bei  <km  Paraboloii  Mobs  ganze  ratio- 
nale, afgebrai^che  Functionen  des  ersten  Grades  ihrer  Entfernungen 
Ypp  eiaem  gewissen  Pole  sind,  so  dass  im  Allgemeinen 

ist,  dann  schon  zwei  Qu^erschnitte  im  Allgememen  zur  Inhaltsbe- 
stimmung hinreichen«  Auf  ganz  unliebe  Art  wie  oben»  unter  Ab- 
wendüng  ganz  analoger  Bezeichnungen,  erhält  man  nämlich  M^.. die- 
sem Falle  .  , 

24)     F=(6-a)M+iÄ(a  +  6)). 

Fflr  zwei  den  EptfernuQgen  or,  §  entsprechende  Queerschnittc 
Fi^,  Pa  hlUift  iM^vcn  2*€!f  die  Gleichungen 

Fa=^A  +Ba,  .:    '  '    • 

Fß^A+ßß; 
aus  denen  sich  sogleick 
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ersieht.    Falgücli  ist  nach  34).- 

Setzt  man  asza^  ^=&;   so  ist  . 

Iblglidi  Ba«b  29)  i 

»)    F^Ufr-iDCl^^  +  ^V.     •  ' 

Dass  bei  dem  Paraboloid  diese  Formel  auf  der  Stelle  zu  dem 
Ausdrucke  23)  föhrt,  ftllt  sogleich  in  die  Augen. 

Wären  die  Qu^eAMbnitte  conslaote  Grossen ,  und  folglich  im 
AUgemeioeA 

so  weiss  man  aus  der  Lehre  vom  Prisma >•  da««  s^hon  ein  Quse?- 
scboitt  aur  InbaUbsbestUarnuag  hinreicht, ^  indem  das  Probet  des- 
selben in  die  Hohe  d^  Körpers  bekanntlich  dessen  Inhalt  giebt 

^.  /Die  eirtander  entsprechenden  Winkel  aller  paraiMen 
Qii«etsdmf tt*  etoes  Obelisken  *)  sind  offenbar  sämmtUch  einander 
^eich«  und  die  Winkel  der  einzelnen.  Qoeerschnitte  können  daher 
fllr  jMen  Obelisken  als  censtante  Grössen  betrachtet  werden 

Sei  ntfn  or  die  Entfernung  eines  Qneersehnitt«  F»  des  Obeli»* 
ken  von  defjealgen  seiner  beiden  Endftil^iheo,  wekbe  die  kleineren 
Seiten  hat,  uncTA  sei  die  Hohe  des  Obelisken.  Ferner  seien  m' 
und  m"  zwei  einander  parallele  Selten  der  beiden  Endflächen  des 
Obelisken,  so  dass  m'  ^m"  ist,  und  m  sei  die  denselben  parallele 
Seite  des  Queerschnitts  Fxi  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  ein- 
ftudben  fteometrisehiin  Betraching  auf  der  SieO^  die  Ittchtigkeit 
der  Pr<^ortioo 

aus  welcher  ferner  sogleidi 


*}  Aftihiv.  Thl.  f%.  S.  83. 

18* 
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folgt.  Weil  nun  hywftvi'  fifr  jtden  Obelisken  als  constante  Gros 
sen  zu  betrachten  sind,  fl(o  ist  m^  und  eben  so  naturlich  auch 
jede  andere  Seite,  des  Q^eerschnitts  Fxy  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  ersten;  Grades  vo»  x.  Aus  der  bekann&n 
allgemeinen  polygonometridclien  Forroel  lur  den  Inhalt  jeder  ge- 
radlinigen Figur  geht  id)er  hen'or»  dass  der  Flächeninhalt  Fs  alle 
Seiten  der  entsprechenden  Figur  nur  in  der  'zweiteb  Dimension 
enthält»  d.  h.  bloss  von  den  Prqducten  dieser  Seiten»  zu  je  zweien 
miteinander  verbuodpn,  abhängt»  wobei  man  die  schon  vorher 
gemachte  Bemerkung,  dass  hier» die  Winkel  der  Figur  als  con- 
istante  Grössen  zu  betrachten  sind ,  nicht  zu  übersehen  hat  Hält 
man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ergiebt  sich  auf  ganz  un- 
zweideutige Weise,  dass  ini  vorliegenden  Falle  Fs  eine  ^anze 
rationale  algebraische  Function  deß  zweiten  Grades  von  x  ist  % 
und  dass  folglich  der  in  IV.  bewiesene  aHgemeine  Satz  auch  auf 
Obelisken  Anwendung  flndet 

Sind  also  F,   F,    F'  rest^^clivfe   die  JjJ^J^^^  Endfläche,    der 

mittlere  Queerschnitt,  die  "blrcT  ^"^fl^*^«^^«  ^^^^^  ObeliskIM,  A  s^Ait 
Höhe,  und  wie  geWöhiili,o(i  ^V.  s^^in  körperlicher  Inhalt;  so  ist 
nach  12): 

.  27) /ri=jA(f+4F'+ir'o,-\;"""'L •:;'•.  /. 

Vf  eiche  Formel  ich  fVr  die  b^vem^ti»  »hr'Iiiliiü1sbestl«tim«ng  eines 
Obelisken  in  der  Praxis  halte ,  und  mich  daher  bei  der  Ableitung 
des  im  Archiv.  Tbl.  IX.  S.  85.  von  mir  bewiesenen  Koppe'scheii 
Ausdrucks  für  den  körperlichen  Inhalt  des  Obelisken  aus  dersel- 
ben jetzig  nicht  aufhalten  will«      ... 

.  Üebeiihqiipt  ^rcrdeh  die  vorhergehendeii  Beispiele  sefion  hifr 
reichend  sein,  um  die  grosse  Fnictitbarkeit  des  in  IV.  bewiesenen 
lUlganeinen  Satzes  bei  der  Inbaltsbestimmuug  der  Körper  zu  zei- 

Si.  Man  kann  diesen  Satz  auch  bei^  der  BestiiaiBung  .des  Inbaltti 
Fässer  und  anderer  Körper  mit  Vortheil  in  Anwendung  brin^ 
gen,  was  weiter  zu  -entwickeln  niich  jedoch  füp  jetzt  zu  s^  voo 
meinem  eigentlichen  Zwecke  abführen  würde,  .aiüd  auch  füglich 
dem  eignen  Nachdenken  dei$.  Lesers'  überUuJsen  werden  .kann^ 


•'  VI.     ' 

r  • 

Es  erhellet  leicht,  dass  sich  die. vorhergebenden  Betrachton-^ 

§eii  verallffemeinern  lassen.  Nimmt  man  nämlich ,  um  noch  änen 
chritt  weiter  zu  gehen,  an,  dass  djeQueerschnitte  eines  Körpers 
eanze  rationale  algebraische  Functionen  des  dritten  Grades  ihrer 
Entfernungen  von  einem  gewissen  bestimmten  Punkte-  als  Pol. 
seien,  und  setzt  demzufolge  im  Allgemeinen 


*)  Einer  ganz  ähnlichen  Betrachtang  hat  «ich  auch  Briz  ••  «•  O. 
S.  137.  und  S.  138.  hHient,  and  da«  unmittelhar  Vorhergehende  i«t  im 
Wesentlichen  gtinz  von  ihm  entlehnt,  nur  etiira«  allgemeiner  gehalten. 
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so  gelangt  man  durch  gan^  Sbitlicbe  Betrachhiogen  wie  oben  und 
mit  Anwendung  analoger  Bezeichnungen  leicht  zuder  Gleichung 

29)    .V==A(b-^)  +  iB(b*-a*)+lCl(>^-a')  +  lD(b*-^)     . 

oder 

30)    r= 
(6-«)  { A  +  lß(a+b)+lC(aHM+b^)  ^  lZ>(«Va*Ä+aA«+6») ). 

Die  vier  in  der  Gleichung 

Fs=A+Bj;  +  Gc«  +  Dx^ 

enthaltenen  Con^tanten  J,  B,  C,  D  kann  nian  aber  ans  vier  den 

Begebenen  Entfernungen  a»  ß>  Y$  S  vom  Pole  entsprechenden 
Verschnitten  Fa,  Fß,  Fy,  F^  bestimmen,  indem  man  «wiiscbeq 
den  vier  in  Rede  stenebden  Consfadten«  wenn  vie^  sofcliei'  Qtieer- 
schnitte  als  gegeben  betrachi;et  werden  ^  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen hat: 

Fa  =  A  +  Ba+  Ca«+Z>a3, 

Fß  =  A  +  Bf+C^+Dfi^, 

Fy^A  +  Bf  +  Cf^Df, 

Fd  =  A+B8+CS!^+Dd\ 

Cm  diese  vier  Gleichungen  in  Bezug  auf  A,  By  C,  Z>  als  un- 
bekannte Grossen  fiufzulösen,  eliminire  man  zuerst  A,  Dadurch 
erhiilt  man 

B(a^ß)+  Cia^-h  +  />(«»-/»•)  =  F«  -  Fß, 

also,   wenn   man    diese   Gleichungen  nach  der  Reihe  rilii^  it'—p, 
ß  —  y,  y — i  dividirt: 

^   Ä+C(^+V)^/)(i»»+/»y+y«)  =  ^^E7^, 

Ä+  C(y+«)  +  Z)(^+j«if- ««)  =  ^^^. 

Eliminirt  man  jetzt  femer  B,  so  echSli  man 

C(«_y)+Z)t«*-y»+/?(a-y)| 
'. :    ,.";•:_  tf-y)F.-Ky-«)Ffj-K«-j?)fy 
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also,  wenn  man  diese- Gleichnngen  mit  a—y,  ß—i  dividirt: 

=  («-/J)(«-y)  +  (ß-«)(ß-Y)  +  (F^ (F«  ' 

_  Fß  ,  Fy  Frf 

£4i>niluH  ni«o  nun  endlich  C,  80  ergiebt  sieb 

F«' 


/)= 


(«^)(«»-t)(«-^ 


+ 


Fi 


Ffihrt  mvt  dilMen  ^^usdraolc  ivo»  U  in  di«  eiqe  der  iteiden 
Gleichungen  ein,  welch«  bloss  die  Unbekannten  C,  D  enthalten, 
so  ei^eot  sich  mittelst  leiditer  Rechnnog  ftr  C  der  folgende 
Aosdnick: 

P_       (/?+y-t-^F.  • 


(«-i»)(a-y)(c-d) 

'  (<f{-y\-S)Fß 
-(/»-a)0»-y)(/»-d) 

(«+£+lOF* 
-T^SZi^^i^(|-^^  ... 

Führt  man  nu.n  die  beiden  vorhergehenden  Ausdrficke  von  C,  D 
in  eine  der  drei  nvr  dte  Unbekannten  B,  C,  R  enthaltenden  Glei- 
chungen ein,  so  «rgiebt  e^cb  (tlr  B  leicht  die  folgende  Formel: 
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^-    («_^)(«_y)(«_a)     ■ 

Führt  man  endlich  «Ue  geldndene«  AdsdHicke  von  B,  C,  D 
io  eine  der  vier  die  UnbekaimteD  A^Bt  C,  D  enthaltenden  Glei- 
chungen ein,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  <9r  A  den  folgen- 
den Aosdruck: 

(«-^)(«-y)(«-J) 

Ffihrt  man  oun  die  jtefuiideneii  Ausdrücke  der  vier  Constan- 
ten A,  B,  C,  D  in  die  Gleichung  27}  ein,  so  erhält  man  für 

F 
den  folgenden  Aoadruck: 

'31)  gJi=-(,^)^i;K«^{M-iyy+yg+^/0(«+6)  ) 

+l(;»+r+*)(«*"+a*+6")( 

— J(a»-fo«6.+fl6*  +  6»)   )    . 
^  -hi(«+y+«)(«*+aHft«) 

+i(«-i-/»+)')(«»+«Hft*; 
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Für  a,  ß,  V,  8  lassen  ai«b  iq  dieser  alleemeioen  Fomiel  aHe 
muglichen  Wertbe  setzen.    Setzl  man  nun  aber 

ß=a+Hb-ra)  =  l(ßa  +  b), 

y=«-fJ(ft-«>=i(«+2*). 
*=6; 

so  erhalt  man  nach  leichter  Rechnung: 

,     ßYS^HßY  +  f8+mi''rirb))        '    : 

+  1  («+y+i)(«*+fl&+i')  j  -  -  A  (fr-*)». 

«a»«-4(«i»+/»*+.*')(«+*)   ) 

+  i(«+/»+d)(«a+a6+6»)  j  =A  (*-«)». 

aßY-i(aß+ßY+ytt)(a+b)     \ 

Weil  nun  ferner,  wie  man  ebenfalls  leicht  findet, 

Ql-<*)(ß-Y)(ß-S)=     ^,<ft-a)», 

;  "    (*-«)(«-»») («-y)=     1(6-«)» 

i  ■-..  ' 
ist;    so  ist  nach  28) : 

'  32)     r^i(6^«)(/'„+3Fi(.*M)+3*\{a+t»)+F»}. 

r  Dieae.  Betracbtiingen  noch  weiter  fortzufahren  und  noch  mehr 
SU  Terallgenieinem ,  liegt  jetzt  nicht  in  meiner  Absicht«  indem  ich 
mich  in  dieser  Abhandlung  vorzugsweise  In  dem  Bereiche  elemen- 
imv  Betrachtungen  haitefi,  u^d  das  Obige  zur  Einführung  in  den 
Eiem^pt^-UBterrichtiv^nd  in  die  Elementar -|jehrbficher  empfehlen 
wollte.  '  Ich  werfle  jedoch'  vielleicht  späterhin  in  grosserer  Allge- 
meinheit au/ diesen .  Gegenstand  zurOckkommen. 

...■;■/.'    m    '■ 

Weart^^an  eineil  Korper  hat,    bei  welchem  man  sich  so  der 
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e.bt^ddMht'lialtn'd«rf»*dMB'wenk^  in  ietelAeti Iiiter- 
▼allen  seine  |iaralielen  Queeraohnitte  ia  BesieWiigMfetiieh  gewis- 
sen Pol  annfihernd  der  Bedingung 

.'•  i'^.  ;  vAi  :  !  •      *. 
Fm^A  +  Bx  +  Cj^ 

geBfig^Dw  utid  der  kurpeiüche  Inhalt  F  eines  tfivisdheri  2wei  gefwis« 
seil  paralieleii  Qoeerscfanitteii  übenden  Tfaeils  desselben  ermittelt 
wercM  soll;  sei theile  mao  die  Hohe  h  dMes  Theihi,  -^eim  n 
efaie  beliebige'  pesitire  Banse  Zahl  besBeiehnet»  In  ^n  gfeksbtf'IIMte;' 
iHid  hesämme*  die  FlScbenrävme  <     ;  i    .    .. 

'Vf  Fl,  Fj,  F^i  F4y„.F^n  '.   ..  '    :   . 

der  allen  eintelneii  TbeilpBokten  der  Hohe  ents|»reehetide»iQoeea^ 
schnitte;   so  ist  ,pm;h  12)  wenigstens  näbeningsweise  und  mitH*' 
grosserer  Genauigfceit 9  je  grosser  ji  ist: 

■■■■■■ /      •  '  •  ■.* 


l'  ' 


also 


u.  s.  w. 
+  1 .  2^(/'i«-4  +4F4.-3  +F2„-^) 


33)  r= 


A. 


l.^(/'o+4Fi+2Fj+4F,+2F4+4/i+;...+2F2«-a+4F2«-|+Fa„). 

Diese  Näherungsformel  zur  Bestimmung  der  körperlichen  Räume 
ist  zuerst  von  dem  schwedischen  Vice-Aomiral  Chapman  in  sei- 
nem Werke  über  die  Schiffi^baukuost :  Trait<$  de  la  eonstrnction 
des  vaisseaux»  tradultdu  j§iued6ls  de  M.  Chapman  par 
Vial  de  Clairbois.  Brest  1781.  gegeben  worden^  und' später- 
hin in  mehrere  andere  Werke,  namentlich  Ober  praktische  Mecha*^ 
nik  und  Maschinenlehre,  wo  sie  hauptsächlich  in  der  Lehre  vom 
Schwerpunkte  zur  Anwendiuig  .kommt ,  Qberge^a^gen.  ^  Die  'theo- 
retische Bedhigutig;  welche  nothweodig  erraiit  sein  müss,  wenn 
diese  Formel  mit  Genauigkeit  anwendbar  sein  soll,  habe  ich  im 
Vorhergehenden  mit  möglichster  DentlicUeeit  und  Bestiinntheit 
hervorsuhebeD  gesuchte  Wenn  nun  aber  diese«  Formel  j  wie  die 
Erfahrung  gelehrt  hat,  in  der  That  m:den  liieisten  Fällen  %i|isehr 
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n«f  darip  liegest,   im»  Sa  BedingUDg         -  .• 

!•.-•••'.,.    .1    : 

*!■-!■■  ^.  '"^ 
wie  aus  dem  Obigen  erhellet ,  für  die  gerade  Linie ,  den  Kreis, 
ubediaupt  alle  ivÄ  Kegelscboitta  T^llig^^nafi  erfäUH  bt»  und  daas 
ahQ  4^  Foimei  von  Chat) man  eij|eBihBh  »Ue  die  mm  dbea  ge* 
naiMi^teD,  in  der  Natar  bekanbmch'lbepbaupt  «ehr  häiig  h&nrot*^ 
treljoadea  Carven,  und  vielieicIiA  noch  meiirere  andere,  iintei^  sich* 
begreift;  dieselbe  muss  also,  weim  idie.  OberMche  einefi  KSt^m 
wenigstens  in  kleinen  Intervallen  annähernd  überhaupt  nach  einer 
dieser  Curven  gekrümmt  ist,  noihvif^ndig  inwner  zu  sehr  genauen 
Resultaten  fuhren,  und  scheint  also  die  Aufmerksamkeit,  welche 
ihr>"nkbieiitlicU  reu  praktischen  SehridsteHerrt  vielfach:  gesiiliedkt 
werdkn  isty  ia-der  That  vollkommen  tn  veM^tteh.'  >    ' 

In  dem  Falle,  wenn  für  kleine  TntiervaHe  näherungsweise 

gesetzt  werden  kSnnte,  miisste  man  «\  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 
in  2n,  jetzt  die  Hohe  A  des  KBrpers  in  n  ^gleiche  Theile  theilen, 
und  hätte  dann  nach  26)  näherungsweise,  und  zwar , desto  genauer, 
je  grosser  n  angenommen  würde » 


u.  s.  w. 


I 
alflO 


;     '  ■     ■      '  •       •        -•  '  •     ■ 

«reldb»  Formel  aus,  nadh  den  vorher  gemachten  Bemerknagen  leieM 
lM(retf  lieben  Grind««  im  AHgeneinen  jedoch  nicht  t»  genaoe  R^ 
ailttate  wie  die  Farimel  33)  g»viihren  kann.*  \ 
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VIII. 

Dürfte  man  sich  za  der  Annahnie  berechtigt  halten,  cläss  die 
einander  parallelen  Queerschnitlb  eines  KOrpers  wenigstens  nähe- 
mngsweise  in  kleinen  Intervallen   der  Bedingung 

F,  =  4  +  Ä»+C^+/>ar» 

gfl^lglaa,  00  wqide  man,  uptet  AjiwenduM  gw^ftW 
nttt^n  wfe  vorfa'er,  die  Hnhe  A  m  3n  ghefche  Inbene  thetleii;  Und 
aikim«  4fito%  i^iyAk  ^>vt^^^rws«^^^  vnd  mit  drall  fffiasafm 
Genauigkeit,  je  grösser  h  ist,  fiir  V  deii  folgenden  Ausdrock: 

o.  a.  tv. 

also  >  wie  hieraus  leicht  folgt : 

+3F4+3F.+2F, 
+3F,+3F»+i?F, 
+3F,o+3F„+2F„ 
u.  s.  w. 

Dass  aneh  diese  NftberungsformelR  einer  Verallgemeinerung 
fähig  sein  iiriirden,  bedaif  nach  dem  Vorhergehenden  kaum  noch 
einer  besondem  Erinnerung. 
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ToHslBntfl^e  independente  AuflSsang: 
der  n  C^lelchnnfren  des  ersten  €tf*ade)§i 

Ai  +  J^tti  +  A^ai'^+A^ai^  + +  Ancci^-^  =  a, , 

^1  +  -^a«f  +  Aj^cu^^A^a^^  +  ,  ..  ^^ /inOfa"-^»  =  cr„ 
Ai  +  .i«<%  +  A^a^^ + ^03»  +  ...v+  4.«8"""*  =  «r, , 
Ai  +  -4«a4  +  i<j«i*+  ^4«4*  +  ...•  +  i*ji<4*-*  =  04, 

U.   8.   w. 

Ai  +  Afttn  -{■  A^ttf? -f-  2^40««  4-  ...•  +  ii.in»-* = a« 

SB  wischen  den.  n  unbekannten  OrSssen 

Alf  A^y  A^^  A^y^^An'i 

BebBt  einiffeii  merkwfirdfiireii  arithme- 
tischen Sätzen. 

Von 

dem  Herausgeber; 


I.. 

Wir  wolfeu  in  der  Kfif%^ 

. ?^J 

(«4-  «fi)(a4-«a)(«4— a8)(a4-a6)-(«4— ««) 

U.  8.   W. 

. ???: 
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und  also  in  analoger  Bezefchnup^,   wenn  in  der  vorliergehendeii 
Gleichung  n  —  1  für  n  gesetzt  nviia, 

(«-1)=7 


f*-^  ___, «iT 


.  \u^    ^ 

(%-«iX<^-r«8)W'~<0(«a-«5)"r'(^---«»-i)' 
. <^^ 

.  «4^  

(«4— «l)(«4-««)(«4-*'3K*^4^-«ft)—  («4"-««-l) 
\ii  S»    W. 

+ . ?üri 

setzen. 

Addirt  man»   nm  eine  Relation  zwischen  den  im  Allgemeinen 
I* 
durch  (n)  bezeichneten  Grössen  zu  finden,  die  beiden  vorhergehen- 
den Gleichungen  zu  einander ,  so  erhält  man  mittelst  leichter  Rech- 
nung: 

(«^1>+CJJ) 

""  (ai  -«^.(«i  - H)  («1— «4)  («I  -  »»)  ••••  («i  — «n) 

(«a-ofi)  («a— «s)  (««—«4)  (««-«5)  ••••  (««—«n) 
"*"(or3-ai)(a8-~aa)(o^'-c^(ci^r-efJ («3-!»«) 

(«4— «i)  («4-«a)  (a«--«s)  («4— «5) («4-«») 

u.  s.  w. 

an-|^+^+(^n~i(i  — tfn) 

(««-1— ofi)(a»-j  -aa)(ftÄ-i  —03)....  (a«-i— ««-^(aa-i  — «») 

,  «n^  ' 

Weil  man'nun  ilber 

setzen  kann.»  ^o  iSsst  sich  die  vorhergehende  Glelchuiig  auf  den  ^ 
folgenden  Ausdruck  bringen: 
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(n-l)  +  ^) 


+ 


(as-«j)  («S— «^)  («3 -«4)  («3-^«5)—(«3— «^ 
II.    9.   W. 


.«it^-H^ 


(ff«— «iXa»— ctiXaii— a3)(a»— «4)--(«n— «»-1) 


gj/^  (!-««). 


(«1— «a)  («1— «i)  («1  -«4)  («1 —«»;..  ..(«1— a«) 
V «^"(1  — ^n) 

(a3~«i)(«3— «a)(»3— «4)  («3— «ö)  — .(«8— ««•) 
u.  ».  w. 

also  in  der  eingeRihrten  Bezefchndng 

woraus  sich  auf  der  Stelle  die  Relation 

ergiebt. 

Zerlegt  man  jetzt  den  Bruch 

1  

(«1  -  «a)  («1  -  «3)  («1  —  «JK— «5)--(«i— «") 

nach  einer  aus  der  Theorie  der  Zerlegung  der  gebrochenen  ratio- 
nalen algebraischen  Functionen  in  sogenannte  einfache  Brüche  oder 
Partialbruche  sehr  bekannten  Regel  *)  in  Partialbrüche j  so  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit: 


')  M.  •.  H'  B.  meinen  Leltfade«  für  ^on  ersten  Unterricht 
in  der  höhern  Analysi«.     Leipsig.  1098.  'S«  t6t. 
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also 


1 


(«1  -ß«)  («1— «3)  («1— «4)  («i— «5)....(ai— ««) 
^ 1  


(«1— «4)(«4— «l)(«4-«^)(a4— «ft)  — •  («4—««) 
II.    8.    W. 


0 = 1— 

(«,  -c!^  («r— «i)  («1  -«*)  («1  -«»)  ."•  («1  -«■) 
1 


+ 


K— «iX«»-*«^K«%-«4)(«i— «s)  ••••  (««-«■) 


■  ■       » 

(«3-ai)  («3—««)  («3-^4)  («3— «5)  — •  («3-««) 

+ 1  

(«^-«l)(a4-ÖSs)(«<*-tt3)(«4— «5)"-  («4—«») 

'+_____ 1 .    .         "•.      ; 

(««— a,)(flf«— oaXofn-— «3)(a«-a4)....(«n— «n-i) 

folglich  bt 

(n)  =  0. 
Weil  nun 

«1  -«*      «2— ?i      («I  — oa)  («a— «1) 
ist  5  so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen 

leicht  nach  und  nach :  ••     * 
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(2)i=0, 

a)=o. 

I 

(4)  =  (3)+«4.(4)=0, 

(i)  =  (i)+«4.(i)=o, 

(i)  =  (3)+«4.(4)=l; 

(5)=b, 

(i5)  =  (i)+«,.(5)=0, 
(S>=(i;+«».(5)=0i     •- 

(5)  =  (4)+«^.(j^)=0, 
(5)  =  (i)+«,.(5)=l} 

» 

U.   «*  W- 

Das  Gesetz  des  Fortschritts  liegt  hier  deutlich  vor  Augea 
und  wir  gelangen  daher  durch  diese  Betrachtung  zu  dem  allgemei- 
nen Resultate,   dass  ^ 

för  ^<n  —  i,  dagegen 


(«5=1 

flir  fi=n'>l,  so  dass  also  immer 

«— 1 
(n)  =  l 

ist. 

. 

Setzt  man 

ai=il,  <i^ss3,  e^sS,  a^t=U^.,..^=n; 

so  bt  überhaupt 

•  i!-;;.' 
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af'k 

(«*— «i)  («*  —  «t)....  (a*  —  <tt-i)  (cd  —  «Qt-f-i) ....  («*—««) 

_   b^ 

•^  (A— 1)(A— 2)....!.  — 1.— 2.-3....-(n—A) 

^1.2.3.4....(ifc-l).1.2.3.4....(n-it) 

_  (-i)—*.(n-i)(ii~2)  ,,„(>! --A  +  1)Am 
~    1,2.3.4,...(A—I).  1.2.3. 4....(n~l) 

—      1.2.3.4....(ji-l)     • 
Also  ist  in  diesem  Falle,  wie  mau  leicht  findet  : 

1.2.3....(n-.l).(n)=(—l)—M+(-l)—«.(n- 1)1.2«* 

+  (-l)«7».(n~l),.*' 
+(-1)--^.  («-!)». 4a* 

od€?f 

(-rl)»-i.l.2.3....(n— l).(n) 
-:1a*- (n-l)i  .2^+(n  -  J)8.*»~(n- l)s  .4f^+ C«-l)4.5M-...., 

woraus  sieb,  in  Verbindung  mit  dem  Vorbergebendeo,  unmittelbar 
ein  bekannter  merkwfirdieer,  aucb  fär  die  2ablenlebre  wichtiger, 
arithmetischer  Satz  ergiebt,  der  gewöhnlich,  und  allerdiogs  auch 
am  leichtesten ,  mit  Hülfe  der  Differenzenrechnung  bewiesen  wird, 
hier  aber^  als  hinreichend  bekannt«  jetzt  nicht  weiter  erörtert  wer- 
den soll. 

Man  hätte  vorher  auch 

tfi  =it9   Oj^ii— I,  03  =  11  —  2,....,crii:=l 

setzen  kOnnen. 

Wenn,  man  in  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

(«)  =  («-!)  +  «,. (S) 
n—l  für  fi,  also  n  tOr  ii+i  setzt,  so  wird  dieselbe 

m  n—  1  a—  1 

(n)=(n-l)  +  a«.(ii), 
und  folglich,  weil  nach  dem  Qb'^n 

ist: 

Thell  X.  i» 
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(«)={n-I)  +  ««. 
Durch  successive  Anwendung  dieser  Gleichung  erhfilt  man  leicht 

.  («)=(!) +iCj-t«<|  +  aa  +  ....  +  a«. 


Nun  ist  aber 

K 

«1  —  «2  ■  oj— ä-Äi     «i  ^*'«« 


fif«  •— Ä»         Cto— -«1  ui   -^Ä» 


Also  Ist 

m 

was  mir  auch  eine  bemerkenswerthe  Relation  zu  sein  scheint. 


II. 

Die  ante  Klasse  der  Kombinattonen  ohne  Wiederholungen  ifir 
die  Elemente 

ffx>   «A>   Oflf   «»,.-.. 

wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  durch 

m 

.lC(«,l,fi,v,.,.;) 
b^q^icbaeD,  und  waUeo,  dies,  yoratt^gea^ttt»  Sberhsjupt; 

^(1,3,4,5,...., n).a^ 


+ 


(«3— «i)  («3—04)  («8— aJCoj— a5)....(a5--«,) 
(«4-  «i)  («^4—0^  («4— «3)  (l<4-^ft) ....  («4—««) 

u.  s.  w. 


A^(l,2,3,4,....;ii-1).««M 

(a«r— «i)(flf«  — iJta)(a^— «i;(«n— «4) ....  (««--a«-i) 


setzen.    Ist  nun 
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eio  allgemeines  Glied  dieser  Reihe»  so  ksnn  man  dasselbe  unbe- 
schadet seines  Werths  hn  Zähler  nnd  im  Nenner  mit  aib— «ih-i 
maltipliciren>  md  erhSlt  dann  als  Zähfer 

m 

—  Af(l,2,3,....,X-— 1,X-  + !,..„,  n  —  l,w).«*^«n.|i, 
und  als  Nenner.  •  ' 

(«jk— al)(at-HB4)..M(4r4-^afc-|)(<«H-ctfl).M.(tt*--tt||)(a*--«ll+l). 
Den  Zfthler  aber  kann  man  auf  folgende  Art  umformen : 

15(1, 2,3,...., Ä--l,Ä+'l,....,n^l,n)         )   ^^^^ 
+"!Ka,2,3,.V.,A-l,ifc|-l»-*«-l*»)-«i.*i  ^ 
(     5(1,2,3,..-.,*— l,*  +  l,....,fl-l,n)     ) 
(  +  Jf  (l,2,3,....,^--l,A:+l,....,n— l,ii).a*  ) 


so  dass  also  dieser  Zähler^  vieil  nach  einem  sehr  bekannten  Satze 
der  KombiDationsiebre 

5(1,2,3, ....,*-l,i-  +  l,....,ji--l,«) 
.  +V  (1,2,3,....,  A- 1,  X:  +1, n^l,n)  .a„H 


=  Ä^(1,2,3,....,Ä— l,Ä+I,....,n,«+l) 


und 


Jf(l,2,8,....,Ä— 1,Ä+I, «  — l,n) 

+  Ä^\l,2,3,....,A-l,  A+1,.. .. ,11  —  1, n).ai 

=  5(1,2,3,4,... .,n) 
ist,  sich  auf  die  folgende  Form  briugen  iSsst: 

^(1,2,3,...., A-1,  *  +  !,...., n,n+l).«t»+» 
-Jf(l,2,3,4,....,n).VaH-i- 
Wenden  wir  nua  diese  Transformation  auf  die  oben  durch 

u 

bezeichnete  IprrOsse  an,  und  zerlegen  zugleich  ieden  einzelnen 
Bruch  nach  Maassgabe  der  beiden  seinen  Zähler  oildenden  Theile 
in  zwei  Theile,  so  erhalten  wir  ohne  alle  Schwierigkeit 

19" 
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JirC2,3,4,5,.:..,n-hl).tta^> 


I 


«a)  («1  — «d)  («1  "^<«4)  («I— «fe)  •-  («1— «M-i) 

'  £'a,3  4,5,...., n  +  1). 0,^4^* 

(o«-^i)  {«•— «s)  («»--04)  (<%-«»)  ••••  («»—«•+1 ) 

S:(l, 2,4,5,. ...,n  +  l).a,H^i 
(«%— ^1)  («%-««)  («^—«4)  («%— «ä)  ..-  («9— «b+i) 

JC(l,2,3,5,....,n  +  i).er^^^^^* 

U.    8.  W. 

g(l,2,3,4,....,n-l,n-|-l).iW+^ 

^ lC(l,2,3^4,...>,fl).C^A'«^.fl 

(«1— «4)  («1— «3)  («1— «4)  («1-^ft) («l--^«»+i) 

g(1.2,3,4 w).iV*  0,4.1 


^(1, 2,3,4,...., n).tt3A*««.t.t 

(«i— «1)  («8—«^  («8'-«4)  («8  -«5)  ••••  («i — «^+1) 

m 

lf(l,2,3y4,....,tt).«4yab.H 

(«4--«l)  («^— «»)  («4-^«l)  (ö^— «ft)  •— («4  — «N-I> 

n.  8.  w. 
JC(t, 2,3,4,  ....,n).tti,ft«w-t.| 

Fugt  man  aber  dieser  Reihe  noch  die  verschwindende  Grosse 

^(l,2,3,4,...„iiVcr,HA'f^ 

(««+i--«i)(«»»+i^-«2)(«»+i--^)(aH^i---«4)'-- (««^  i--«iO 

^(T, 2,3,4,. ...,n).«,-|.i/'an-n 

(«n+i  —«1  )Ctfji+i  — ««Xa»+i— ^)C«A+i— O*)....  (o«+i— a«) 

bei,    so  erhält   luan    in    den  oben  eingeführten   Zeichen  auf  der 
Stelle  die  sehr  bemerkenswerthe  Relation: 

r«T=(«+1)--««+i  «(1,2,3, 4,....,n).(n  +  l), 
oder 
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(n+l)='nj'+«ii+,5{l,2,3,4,..>,»).(n  +  l), 
oder 

i%+iÄ'(l,2,3,4,....,it).{n+l)=(n  +  l)-(n), 

wobei  man  auch  noch  bemerken  kann,    dass    diese  Gleichungen 
noch  ^twas  mehr  Symmetrie  erhalten,  wenn  man,  was  offenbar  in 

gewisser  Weise  verstattet  ist,  (n  -f  1)  fiir  (n  + 1)  schreibt 
Wenn  man  in  der  lleihe 

(«1— ««)(«1— ff3)(«l --«4)(«1— «ö)--(«l— ««) 

m 


1(1,2,4,6,...., n) 

^^ '  A:(l,2.3,5,....,n) 

(«4— «i)(«4— «aX«*— <%){«4-«a)--(a4-a«) 

U*  8.  W. 

g(l,2,3,4,....,ii~l) 

■^  (air-«i)(aii— «saX««— c^Xoii— «4)....  (c«— ««-i) 

den  ersten  Bruch  auf  bekannte  Weise  in  Partialbrfiche  *)  zerlei^t, 
so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit: 

m,  0 

(n) 
__     l(i,3,4,5,.,>.,n)^g(2,3,4,5,....,n) 

g<l,2,4,6,..>.,w)-^(2,3,4,5,.:..,n) 

(«^— ffi)K-«t)(«s— «4)K-«ö)""(c%— «1») 

1(1,2,3,6, ....,n)->i'(2,3,4,5,....,n) 

(«4— «i)(<^— ««)(a4— «^)(«4— «5)--  («4—««) 
u.  s.  w. 

_   g(l,2,3,4,.....n-l)-l(2,3,4,6,....,n)  , 

(flta  — «i)(«»— aj)(aii-*c^)(aft^ci^  ....(o^— ««-1)' 

Weil  nun  aber  nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  der 
Kombinationslehre 


*)  Man  vergleidie  I. 
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\ 


=m4,6,....,n)  +  <^Ä:(3,4,6, ») 

-fe3,4.5,....,«)-«5f(3,4,5,....,n) 

f  (1,2,4, 5,....,n)-S(2.^,4,5,.,:.,«)' 
=K(2,4,5,....,n)  +  «rÄ(2,4,5,....,n) 

=(a,^«Ji'(2,4,6, n),     • 

X(l,2,3,5,...,n)-Äi(2,3,4,5,....,n) 

=  Jt  (2,3,5,....,!.)  +  a7i(2,3.6,....,n) 

-S(2,3.5,....,i»)— ,3i'(2,3,5,....,n) 

=:(«i^Ä(»,3,5,.-.,«), 
a.  ».  w. 

Ä^(l,2,3,4,;...,n-I)-Jf(2,3,4,5„...,i.) 

=Ä(2,3,4._..,»i-l)+a7Ä:(2,3,4, ....,»-!) 

-^(2,3,4,....,n-l)-«JK(2,3,4,,..,,n-I) 

=  («,  -  «,)Ä(2,3,4,.... , «  - 1) 

ist;  80  ist  Daich  dem  ToriictgebeadeR 

m.  O 

(fl%-aa)(«^-- «4)(««— «6) («s— ««) 

C««»*-««)(«4-^)(«4-«ö>— («4-*««) 

"^2,3,4, ....,w~i) 
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Nun  Ist  aber  febur,   ckBd-  man  eine  der  rorhe^eliendeD  gan 
ähnliche  Zerlegung  jetzt  wieder  yon  Neuem  in  Anwendung  brin- 
gen   kann^    und   wenn    man   dann  diese  Zerlegungen  weiter  fort- 
setzt,   8o  muss  man  nothwendig  endlich  auf  die  folgende  Glei- 
chung kommcdr:  A       , 


•  1 


(ny  ; 


+  (-«l)m-i  g(m,  m  +  2,  m-f  3,....,n)  .   ^ 

"^^       ^        '  (am+i~««)(«i»+i— am+a)(am+i  —  Cfm+a)— («m+i— «n) 

,  ^ l'ii»-!  Ä(i?t,  m-fl,  m+3,....,ii) ^ 

•         n.  «.  w;  . 

^  *  («w— am)  (cTfi— «m+iXaii— am+2)  ••••  (««— «n-l) 

Wendet  man  hun  aber  die  erwähnte  Zerlegung    noebmaLs  an, 
was  jedoch  nufttOr  n>m-f-l  mOgliefa  ist,  und  nemerkt,  dass 

U.   S*  W.     ! 

4  '      .  ..      »       ^' 

ist,  80  erhält  man 


'  -»jO 


j 


(») 


^  *(«m+i--«»+«)(am+i--«»+8)....(aiiH-i--a») 

•^'  ■       •     1  •  •  *.   , 

.    +  e-fir?-  («|iH.,--««+,)(flfm-hli^— ««+8)  •-•  («^«^ii-a«) 

-  _  -  _  .'  ^  n.  8..W.         ^         '      j  ' 

..,^*^        '  (<V-«»^f  i)  («»-««H^a)  .--...(«ir-a^ ' 

und  weil  nun  die  GrBsse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens, wie  unmittelbar  mm  h  bdrtvrgeht»  der  Null  gleich  ist, 
so  ist  Oberhaupt  ffir  n>iii-|-l: 
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nssm-^l  Ut  dagegen  nach  dem  Obigen 

IM,0 

=  (— 1)— ».  — 55?!?±^— +  (—1)«- 


Om 


Es  ist  also 

IM,  o  m,0 

(n)=0  oder  («)=(— 1)~, 

jenacbdem 

n  >  ni  + 1  oder  n=:iit  + 1 
ist. 

Ueberhaupt  ist  nach  dem  Obigea 

rm+l)=  g(2,3,4,5,...,,m-H).«,M 

(ai-a^)(a^*-ajK«i-«i)(«i--«Ä)--"f«i-T«tH^i) 

(«3--«l)(«8— ««)(«3 — a4)(«i|— «5)-  ••  («S-  «fm+i) 

n.  s.  w. 

also,  wie  leicht  erhellet: 

rm  +  l)  = gigatf8tf4'  -«m-hi.tf|/"-^ 

(«t— «iX«*— «s)(«i  — ««X«»— «^)—-(«t— ««+1) 

(«8-ai)<«8— <4)(ö3— «^(«S-ffö) («8— «w+l) 

(«4-«l) (^--fi%)  («4— «Jl)(«4— ff») («i— «»H-l) 

uJs,  W.  : 

(««+1— «l)(««+l  -aB)(«iiHl^«s)(«m+l— «4)".-(«iiM-I  -«•)* 
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Hieiaiis  sehliescit  man  mit  Hülfe  von  I.  leicht,   daas 

(m+l)=0,  (m"+l)=0,  (ir+l)=0,....,(m  +  l)=0; 
aber 

(m  + 1)  =  «lOjC^a^....  a»4i 
iat. 

Aus  der  oben  bewiesenen  Relation 

(n  +  l)  =  («)+«,+|A:(l,2,3,4,....,it).(»i+l) 
ergeben  sich  nun  die  folgenden  Gleichungen: 

(n)=(«-°l)+«,^(l,2,3,4,....,fi-l).(n), 
"«)*=(ii-'l)  +  a,S^(l  ,2,3,4,....,n-l).(«), 
Xn)=in-\)  +  anKa,2,Z,i,.....n-l).(n). 
"«)*=(«- 1)  +«,  K(l  .2,3.4,  ....,«-1) .  (n), 

■■,•— l    Hl,«— S  m  a— a 

(ii)=(ii-l)+«.£(l,2,3,4.....,B-l).(«); 


also,  weil  nach  I. 


{n)=(H)=(n)=(k  =  .•"  =  W*=0 


ist: 


(«)  =  (n-l), 

m,  2  Miy  1 

(n)  =  (n-1), 

m,  8  IM,  S 

m,  4  m, 3    ■ 

.    («)  =  (n-1), 

U.  8.    W. 

(»)=(n-l); 

und  in  dem  nachfolgenden  Schema  sind  folglich  offenbar  die 
sämmtlichen  in  vertikalen  Reihen  stehenden  Glieder  einander 
gleich  : 
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a«6 


Sl 

Ii 

tt 

* 

V 

y 

n 

It 

•3^-» 

>-^» 

l{     t-»     I-»    §.» 

W'       fcS-       >-*»      ^'' 


Ä    ^ 


3  9  3 


*  9 


1^  \i  Ii  Si 

öi  «i  ^l  I 

'S^      ^         'S""!  'S"'  ^  - 

4rf      >S          Äi  >»?!  >5fT  T 

C^        O^             O^  /-vi'  O^  a 

>S      >S5         Äi  «Sj  >»!  i 


+f  +a  f  t  I  T        ?  >5-l 

-J.  ^'  ^i  ;gi    <i?i  " 

*•  ^  ^  4<                          «•  ^ 

+1  +i  • t  I ! , I T  « T 
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Weil  nuD  nach  dem  V^orbergeheoden 

ni,0  iM,0  mtin>,  fW,o  M,  (i!  . 

(»)=P,  (m-1)=0,  (n-2)=0,  («-2)=0,....(m+2)=0; 

(m+l)=0,  (m+l)=0,....(m+l)=0,  (.«il)  =  0 

Ut;   80  Ut  ^  . 

a,0 
(«)  =a  0, 

(n)s=0, 

(")  =  0,        , 

m,  3 

(«)  =  0,, 
u.  s.  \y. 

m,fi— 1 

n    =  0. 


iir. 

Der  vorhergehenden  Relfttiooen  kann  man  sich  jetzt  zur  allge- 
meinen AullusuBg  der  n  folgenden  Gleicbwgen  des  ersten  Grades: 

Ai  +  A^a^ + i4,a«*4*  -^4«^*  +--v  +  i^««*"""*  =  O» , 
o.  s;  w.'    '•  • 

zwischen  den  m  onbekaantea  Grosseit    - 
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Alf  A^,  A^,  A^f,.:Am 

sehr  ^infach  auf  folgende  Art  bedienen. 

Man  multiplicire  die  obigen  n  Gleichungen  nach^  d^  Reihe 
mit  den  folgenden  mten  Konibinationsk lassen,  wo  wir  die  Bezeich- 
nung grosserer  Deutlichkeit  wegen  gegen  früher  absichtlich  etwas 
verändert  haben: 

m 
m 

M 

K(€ti,   CX^»    0^9   «^»••••«•) 

U.   6.   W« 

m 
^(^1»  ^9  «|t  «4, ....  «n-i); 

dividire  dieselben  dann  nach  der  Reihe  durch  die  Producte 

(«i-aj)(«i—«8)(«i—«4)(«fi —«»)•••  («!—««). 

(«Ä— «i)  («•— «s)  («•—«4)  («Ä— «ö)  •—  («»--«ii) , 

(«4— «i)  (tti— «t)  (a4«^«s)  (a*-«»)  •...  («4  -«b)* 

n.  s.  w. 

(««— ff|)(air-«^(a«— <if3)(a«-aj....  (o^g— .|^,«|); 

und  addire  sie  hierauf  sämmtlich  eusammen;   so  erhSIt  man  offen- 
bar die  folgende  Gleichung: 

i<i  .(n) +il,.(n)  +  i<a  •  (n) +  .... +4.— I  .(n) 
-fi<fi-iii+i.(n)-f4i-»+2.(n)+...  -fi<«.(n) 

m 

m 
,    ^ Ar(Ct  ,    l<3  .    g^  >   ^5  ,  ....  On)  

(«•-ai)(«t-«8)(a8-a4)(«i-^«6) (««— «b)  *^   " 
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(«4— «l)(«4— ««)(«4— <%)(«4— <%)      •••(«4-«lO       * 

u.  a.  w. 

IM 

"^  (««  — «iXa«— aj)(tt«— «j)(a»— aj....(a«  — a«-i)  *• 
and  es  ist  folglich  nach  IL 

m 
g        1^^       M ^(<»»»   <%>    »4?    »5*  ""<*«) 

m 

"*"  («»— ai).(4-fi4)  («■-«4)  («»—«6)  ••••  («*-«•)    * 

m 
^ '  ■     '  '  , t^Ohy  <%»  tf4>  %>*"*«»)    > 'i 


(«4  -«l)  («4— «eX««— «8)(«4"-«ö)--(a4— ««)     * 

iii 
J^(tfl»   Ca»    ^8»   ft4»""^»— 1) 

(««— «i)(a«— c^(«»n— «8)(a«— cr^) ....  (an— er»-,)  *^"* 


ein  völlig  uidependenter  Ausdrack  für  jede  beliebige  der  gesuch- 
ten n  nnbekannten  GrSssen. 

Bemerkt  mag  noch  werden ,  was  sich  übrigens  auch  nach  dem 
Vorhergehenden  eigentlich  schon  von  selbst  versteht,  dass 

^  ^ : 51 ^__ 

"      («1  —««)  («i^ffa)  K— ff  4)  («1  — «ft)  ••••  (»1 — «») 

.  _z ?« 


. <>» 

(«S-«l)(ff3— «a)(<*8-ff4)(«3— ff»)-—  («8 -ff«) 

+ gl,         

(«4— «i)(«4-«a)(«4-«8)(ff4— ffi)  ....(«4—«^) 
^u.  s.  w. 

+  ?!L^ 

(«ir--«i)(ff«— «^(«11— f^)(ff«-«4)  •—(«»— «»-1) 

ist 

Auf  diese   Weise   sind   die   gegebenen   n  Gleichungen    des 
ersten  Grades  vollständig  und  vliuig  independent  aufgelltet    Zn- 
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gleich  enthält  das  Obige  verschiedene  bemeFkenswerthe  arithme- 
tische Sätze 9  von  denen  der  eine  von  'und  besonders  hervorgeho- 
ben worden  ist;  die  übrigen  vrird  der  «afmet^ksame  Leser  gewiss 
auch  ohne  besondere  Erinnerung  nicht  unbeachtet  gelassen  haben. 


ire;1ier  eiiiHire  Sätze  der  Zahlenieiire. 

-       Von 

V  dem  Herausgeber. 


Aus  den  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  bewiesenen  all- 
gemeinjen  arithmetischen  Theoremen  .lassen  sich  verschiedene  be- 
merkep4(wertlie.  8ä^ze  von  den  Zahlen  ableltei»,^  von  denen  ich 
einige  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  entwickeln  will ,  ohne  ledocb 
Ar  j^kU.4ie  Abskbl  vk  i^al^ep,  die«3en  Gegeo«(tand  m  ersonopfen. 

Wenn  wir  der  Kürze  wegen  jetzt  ' 

Hn  =  («a— «i)(«i-^)  («s-«*)  («*-«*) («2— «•)» 

IJn  =  («3— «l)(«3— «2)(*3-^4)  («8— «5)  ••..(«8—««)» 

Hn  =8  (««— «I )  («4—««)  («*r^«9)  («4.-*«») («4—^) » 

u.  s*  w. 

n 

IJn  =  («n— «1)  (a»— «J  (««—«3X0«— «»4) ....  («n  -^«»-i) 

setzen ;    «o  ist  in  der  in  der  vorhergehenden  Abhandhing  gebrauch- 
ten Bezeichnung 

um        Um        nm  Hn 

Wenn  nun  von  jetzt  an 

«1»  •«>  Ä»>  «4»  •'•• *  ** 
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famter  .(ponilke  oder  D«g»tiva).  giiaze-  Zahle»  bea^h^en»  und  (i+l 
eine  in  keiner  dieser  Zahlen  aufgehende  positive  PrimaaU  ist*  so 
ist  9  wenn 

*1  »    ^>    ^>    A4,  ....An 

f^ewisse  posittre  gSBat  Zahlen  beaeichnen»  nach  detti  Feitaat'sebon 
Satze 

«iM=;i^(^  +  l)  +  l, 

(V*=A«(^  +  I)  +  1, 

«3^  =  ^8(^  +  1)+ 1, 

u.  s.  w., 
also  nach  dem  Obigen : 

i3i.      ßi      Äi  U»  I     . 

d.  i.  in  der  eingeführten  Bezekhnung : 

(n)=(,»+l)  j4-  +  -^  +  -^+-.  +  -M  +(n). 

Weil  nun  aber«  wie  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  gezeigt 
worden  ist, 

•         ,       (n)=« 
ist,  so  Ist 

(  JI„      Hn      JT«  Ä„  ! 

und  folglich 

= (11 .+ 1)  l     A4  iln  Jli,  JT«  ..  ,•  n„ 

-t\iinnnnn....nn 

U.   8.    W. 

I        s       B  «-1 

f  4»i7»i7«i7m....  il» 


Digitized  by  V^OOQIC 


304 

tieften  wir  jetzt  (kmn'-l,  so  das»  also  n  eine  in  keiner  der 
ganeen  Zahlen 

**1»  •'2»   *8»  «4»«»«.«n 

atiibeiieiMle  Prinizahl  ist»  so   wird'  di6  Torhergeh^nde  Gleichung, 
wen  9    wie  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  gezeigt  worden  i^ 


ist: 


A= 

<i-i 

=  (»i)=l 

' 

nn  hn  An  JIn  .... 

n 

n. 

■  4 

Hn  Hn  ... 

+^n. 

Hn  An  ... 

n 

.n, 

+  l,iTi. 

•An  An  .. 

n 

u*  s.  w. 

1        «       n         «—1 

4-Ani7«i7i,i7fi..^ir» 

und  die  Primzahl  n  geht  also  hiernach  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen jederzeit  in  dem  Producte 

1     »      •    jt         « 

UnUnUnlln tti 

auf. 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

113  4« 

Unlln  i/«IJn....lf« 

X(««-«»)*(««-"«4)*....  (««—««)* 
X(«8-«4)*....(»8-«i.)* 
O,  8.    W. 

X(ff«-1  —  <«n)',.  . 

und  nach  dem  Satze   des  Euklides  von   den  Primzahlen  kann  die 
Primzahl  n  in  dem  Producte 

X(«8— «4)*— •  («»-««)* 
U.  8.  W. 

j  X(««-i-««)* 

nur  dann  aufgehen»  wenn- sie  in  dem  Producte 
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(«1— «l)(«l— «8)(«l-«4) («1— «•) 

X  (<'S""«4)  "••••  («8-  ••««) 

aufgeht;  also  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  unmittelbar  der  fol- 
geode  Satz: 

L 

Wenn  die  positive  oder  negative  Primzahl  n  in  kei- 
ner der  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

aufgeht,  wo  jetzt  (n)  den  absoluten  Werth  von  n  be- 
zeichnen soll;  so  geht  diese  Primzahl  n  jederzeit  in 
dem  Producte      I    '}  '    •  *  ^.  / 

(«1  — «a)  («1— «3)  («1  -«4)  •-  («!—«(•)) 
X  («»— «a)  (««—«4)  ••••  (««—«(«)) 
X  («3  —«4)  ••-  («3— «(■)) 
u.  s.  w. 

X(«(n)-i— a(n)) 

auf. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  sei  it=:5  und 

«i=+12,  i«a=-T6,  «8=5=— 9,  a^z=  +  8,  «5=  + 4. 

Dann  ist 

«,  — aj=+18,  «1— «8  =  +  21,  ««1— a4=  +  4,  aj— «5  =  +8; 
««— «8  =  +  3,  «a  — «4=— 14,  «a— «5=5:— 10; 
«5 ""«4= — 17,  as — 05=— 13; 
«4  — «5=+4; 

Woraus  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  des  Satzes  in  dem  vorlie- 
genden speciellen  Falle  erhellet,  da  5  in  — 10  aufgeht. 


Thcil  X.  90 
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Wenn  wir  in  d^r  vorher  g^fnudeuen  Cil^id^nog 

(n).fli.ir,i^*^i»..-^n 
=  (f*  +  l)l    XiA«Ä.i/«....jSi. 

U.  8.   W. 
1        •       S  »— l 

aber  fi=ft  setzen,  so  dass  also  jetzt  n+i  eine  in  keiner  der  po 
sitiTen  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

*i>  •'a»  •»>  «4 >•'••*'« 

aufgehende  Primzahl  ist>  so  wird  die  vorstehende  Gleichung,  weil, 
wie  in  der  vorhergebenden  Abhandlung  gezeigt  worden  ist, 

n 
(n)=;=«i  +  o«  +  «$+«4 +.-..  +  an 

ist: 


1^34  fl 


(«1  +  «4  +  *«3  +«4+  ••••  +  «")'''i«  ^^n  Hn  lln  ....  Hn 

=(«+1)1    AiJ7„/r„jy»....  5„ 
+  Aj/r»  iz«  ü« ....  iJ« 


U.  8«   W. 

1        «       i  «—1 

+  Knlln  Iln  r^n   ...  Jln 


und  die  Primzahl  n+1  ^eht  also  hiernach   unter  den  gemachten 

(«1  +ai+ee3  +«4  + -..+  «fi)-^«  7/ji  Hn  Hu  .»"Un 

auf. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  leitet  man  hieraus  mit 
Hülfe  des  Satzes  des  Euklides  von  den  Primzahlen  den  folgenden 
Satz  ab,  wobei  wir  jedoch,  was  übrigens,  —  wenigstens  hier  — , 
eigentlich  nicht  nöthig  wäre,  der  Kürze  wegen,  negative  Werthe 
der  Primzahlen  ausschliessen  wollen: 
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Wenn  die  positive  Pi'imzahl  n  +  l,  vrelche  grOsser 
als  2  ist,  in  keiner  der  positiven  oder  negativen  gan- 
zen Zahlen 

«i>  «a>  «8»  «4»— •"» 

aufgeht,  und  auch  deren  Summe  . 

«»l;  +  ««+«8  +  »4 +  -*•  +  «» 

durch  n  +  l  nicht  ohne  Rest  theilbar  ist;    so  geht  diese 
Primzahl  n  +  }  jederzeit  in  dem  Producte 

K— ««) («i-«b)  («1— «4)  ••••  («1  -««)        ;  ^       - 

u.  s.  w.  ^ 

X(*n-i— ««) 

auf. 

.Für  n+lt^i  und 

«i=-12,  ««=+6,  «8=:~^11,  a^  =  +  a 
also 

«i+««  +  «8  +  «4==-^2 
ist 

«a— «s  =  +  M*   Oa-«4=+   5 

,03::^^=:-.  14 

woraus  sogleich  die  Richtigkeit  des  Satzes  in  dem   vorliegenden 
speciellen  Falle  erhellet. 

Wäre  «  +  1  =  5  und 

«i=-9,  «a=  +  7,  «,=^11,  «^=-2 


also 
so  wäre 


«1  +«2 +  «8 +«4  =  —  15; 


«l— «a=— 16»  «l-«8  =  +9,     ai^a^=:-7 

*a-«8=  +  18,  «a— a^==  +  9 

«3  — 04  =  — 9 

und  n-f  1  würde  also  in  diesem  Falle,  wo  ä»  Summe 


20' 
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durch  II -1-1  ohne  liest  theilbar  Ua,  in  dem  Producte 

(«1—««)  («1  — «s)  («1— «4) 

>C(«»-«4) 

nicht  aufgehen. 

'Aus  dem  vorhergehenden  Satze  ergiebt  sich  nun  aber  auch 
unmittelbar  der  folgende  Satz: 


UI. 

Wenn  die  positive  Primzahl  n  +  l,  welche  grosser 
als  2  ist»  In  keiner,  der  positiven  oder  negativen  gan- 
zen Zahlen 

•*i»  *a»  "s»  «4»-"«« 

und  auch  in  keiner  der  Differenzen  aufgeht,  welche 
man  erhält,  wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  ein- 
ander subtrahirt;  so  gent  die  Primzahl  n-f-l  jederzeit 
in  der  Summe  < ^ 

I      VN 

auf. 

Ginge  nämlich  n-f-l  in  dieser  Summe  nicht  auf,  bo  mflsste 
es  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nach  dem  vorhergehen- 
den Satze  in  aem  Producte 


» 


(«1-^  K— «*)  («1  -«4) («1  -«•) 

X(«,-«s)(««-«4) («1-^) 

X(«8-«4) («8-««) 

u.  s.  w. 

und  folglich  nach  dem  Satze  des  Euklides  von  den  Primzahlen 
nothwendig  mindestens  In  einem  Factor  dieses  Products  aufgehen, 
was  der  gemachten  Voraussetzung  widerstreitet. 


Nach  einer  anderen  In  der  vorhergehenden  Abhandlung  ein- 
gefllhrten  Beneichnuig  Ist 
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-^j^_    ^(2,3,4,6 .«).a^f 

Jg(1.3,4,S,...., n).ag" 
+  s 

.  g(l,2,4,5 n).a,f 

/r. 

..XU.  8.  W. 

g(1.2.3,4,....,n-l).««^ 

bt  nun  fi-f  1  eine  in  keiner  dor  poeitiFen  oder  negativen  gansen 
Zahlen 

«l9  0^,  0(9  a«,.««.«« 

aufgehende  Primzalil,   so  erhalten  wir  ganz  auf  ähnliche  Art  wie. 
oben  mittelst  des  Fermat  sehen  Satzes  die  Gleichung 

.  a«.ga.3.4.5, n) 

ff» 

.  a,.ga.2,4,6, .n) 

+  ■ 

n.  8.  w. 
>,-^a,8,3.4,....,ii— 1) 

£<2,3,4,5 ,n) 

T  1 

.  g(i,3.4,S,....,n; 

.  gg. 2,4,5, ....,n) 
+ i 

ff» 

a.  8.  w. 

.  g(l,2,3.4 «^1) 

+ 5: ' 

ff. 
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d.  L,  wie  Idcht  erhellet: 


'  rw 


Um 

m 

Ag.Jg(l,3,4,5,»..,w) 
.  i,.g(l,2,4.5 ,w) 

"I  "■     i 


IT« 

1 

U.  8.    W. 

-1) 

WO 

•  wie  frfflier  X^,  X^, 
Setzen  wir  nun 

Is,.— An  gänxe  Zahlen  sind. 

so 

wird  die  vorstehende  Gl^chnng: 

'              n,  I 

.  <,!1((1.3,4.5. n)  1 

••       •  a  f 

//«  [ 

1  ^  a,!ga. 2,4,6,. ...,n)  p 

U.  8.  W.  l 

iU."g(lA3A n-1)  I 

also,  weil,  wie  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  gezeigt  wor- 
den ist, 

(«)=(— 1)»-*,     (»)  =  «1*1«8»4  .•••«« 

d.  i.,  weil  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung,  wenn  nur 
die  Primzahl  n-f-l  grosser  äs  2  ist,  jedenfalls  tt — 1  eine  unge- 
rade Zahl  ist,  V   • 

«—1,0  n— 1,0 
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(«1  aaoact«  ....«•  +  l)fln  -ön  //«  Hn  ....  Ufa 

«(n+l){  ii4il«iTi,-...//,i?Ä^(2,3,4,55....,n)) 
+Aa//«7/„A„....fl„!Ä(l,3,4,5,....,«)J 
+A8Ä„JIi./T«.-..fln."^a,2,4,5, ,n)/' 

+Ä«Ä„  ÄW  JTh  ....-crn.Ä(lÄ3,4,....,w-l)J 

woraus  sich  ergiebig   dass  unter  den  geittachten  Voratt^^f jungem 
die  Primzahl  n+1  jederzeit  in 

(«1  «208  <^4  ••••«»+ l)'iTii  -"n  •"«  ^Ai  ... .  An 

aufgeht  *  I 

Geht  nun  aber  die  Primttaht  n-f  1  in  keitier  der  Differenzen 

1X8—^4  ,*.*..,  «s--ffii ; 
n.  8.  w. 


auf,    80  geht  dieselbe  nach  dem   Satze   des   Euklides  von   dm 
Primzahlen  offeobar  auch  in  dem  Prodocte 


rf.lJnrfnii, ttf 


n 


nicht  auf,   und   miläs   folglich    nach   demselben  Satze  unter  d^n 
oben  gemachten  Voraussetzungen  jederzeit  in 

«l«2«8«4....«n+l 

aufgehen. 

Hierdurch    werden  wir   i|nmittelbar   zu  dem  folgenden  merk- 
i#A>digMi  S«tB6  geftbrt: 

IV. 

Wenn  die  positive  2  fibersteieende  Primzahl  tt-f  1 
in  keMer  der  n  positiven  odei'  ne^ativeti  ganzen  Zahld'n 

«i>  •«<  «a,  •45'"«  •" 

und  auch    in   keiner   der   Differenzen  aufgeht,    welche 
man  erhält,   wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  ein- 
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ander  subtrahirt;    so   geht    die   Primzahl  n  +  l  jeder- 
zeit   in 

auf,  oder  es  findet  unter  den  gemachten  Voranssetzun- 
geu  jederzeit  die  Congruenz 

1  «i«««5*4--«n=  —  l(Mod.  n  +  1) 

Statt  Auch  irt,  wenn  die  Primzahl  it-fl=2  ist  und  nur 
in  a|  nicht  aufgeht,  offenbar  immer 

«1  =  -1  (Mod.  2), 

wa$.  sich  Ton  selbst  versteht 

Um  ein  Beispiel  zu  diesem  Satze  zu  geben,  sei  n-f  ls=:5  und 

«j=+7,  «5i  =  -6,  «8=  +  ll,  «,=+  13;        - 

also 

«i  — as=:-f  13,    «1— ctg=— 4,     «1  — a4=— 6; 
««  — «5=  — 17,  ecjj— «4  =  — 19; 
«8  — »4=— 2; 

woraus  man  sieht,  dass  alle  bei  dem  vorhergehenden  Satze  ge- 
machten Voraussetzungen  in  diesem  Falle  erfüllt  sind.    Weil  nun 

«i«««3«4  =  +  7.— 6.  +  ll.-|rl3=— 6006, 

also 

ist,  so  sieht  man,  dass  der  Satz  im  vorliegenden  Falle  richtig  ist 
Wenn  man  für 

<*i»  •«>  "i*  •4»«-*>  *« 

die  positiven  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  4, ...,  n 

setzt,  so  sind  die  Voraussetzungen  dieses  Satzes,  wenn  nur  9H-1 
eine  Primzahl  ist,  offenbar  vollständig  erfüllt,  und  man  erhält  also 
aus  dem  Vorhergehenden  die  Congruenz 

1.2.3.4....»=—!  (Mod.  n  +  l), 

welche  den  bekannten  Wilson' sehen  Satz  ausspricht,  der  also 
unter  dem  vorhergehenden  weit  allgemeineren  Theoreme  als  ein 
specieller  Fall  enthalten  ist,  und  sich  mit  der  grossten  Leichtig- 
keit aus  demselben  ableiten  lässt. 
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Da  mir  die  Torbergehende  Erweiiterang  des  Wilson'schMi 
Satzes  bemerkeoswertb  za  sein  scheint,  so  habe  leb  mich  ver- 
anl&sst  gesehen,  nachzuforschen,  ob  nicht  vielleicht  der  Fer- 
mät'sche  Satz  einer  ähnlichen  Erweiterung  fthig  ist,  und  will  im 
Folgenden  das,  was  sich  mir  4n  dieser  Beziehung  bis  jetzt  durch 
ziemlich  einfache  Betrachtungen  dargeboten  hat,  mittheiien. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  n-f  1  eine  positive  Piimzahl  sei, 
und 

Oj,  9%f  as>  «4«***»aa 

sollen  ti  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen,  von  de- 
nen weniffstens  eine,  die  wir  durch  ak  bezeichnen  wollen,  durch 
R  -f  1  nicht  theilbar  ist.    Dagegen  sollen  die  Differenzen 

sämmtlich  durch  n  +  l  theilbar  sein^  woraus  dann  sehr  leicht  und 
ganz  von  selbst  (ölst,  dass  überhaupt  die  sämmtlichen  Differen- 
zen durch  n^-l  theilbar  sind,  welche  man  erhält,  wenn  man  je 
zwei  der  Zahlen 

«l»    «1»    «»»    ^4f'f    ff» 

von  einander  sobtrahirt,  so  dass  man  also  auch  bei  der  folgenden 
Betrachtung  von  der  Annahm^  ausgehen  kann,  dass  diese  letztere 
Bedingung  erfilUt  sei,  weil  ihre  Erfüllung  durch  die  Erfiillung  der 
ersteren  atlerdin^  einfacheren  Bedingung  unmittelbar  und  ganz 
von  selbst  herbeigeffihrt  wird. 

Setzen  wir  nun 

«k  —  ai=^, *.(»  +  !)» 
«*-«»=^,*. («  +  !), 

u.  s.  w. 
üffc  — e*_i  =  A*- i,jt.  (n  + 1), 
ak — tf*=Ak,*.(n  +  l), 
«*—cffc+i=Xtfi, *.(»  +  !), 

u.  s.  w. 
a*— «•=^,,k.(n+l); 
wo  nach  der  gemachten  Voraussetzung 

*!»*>   ^»*»   *8>*>   A4,lr,....Afi,k 

lauter  ganze  Zahlen  sind,  da  offenbar  auch  das  verschwindende 
kk,k  in  diese  SLategorie  gerechnet  werden  kann;  so  ist 

ai:=zak—li,k'{n  +  l). 
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U.    8.   W. 

und  w«Bn  man  nun  auf  beiden  Seitea  der  Gleichheitszeichen  fdul- 
tijiiicirt»  60  erhält  inaD  otfenbar  eine  GleichuDg»  welche»  wenn  L 
eine  ganze  Zahl  bezeichnet ,  im  Allgemeinen  von  der  Form 

a^  o^oa  «4 ....  a„  =  ajfc«  +  L  (to+ 1) 

i«t;    Also  ist  auch 

«1  «2  «3  «4  ••••«»  — !  =  «*"— i+i(«  +  l)> 

und  da  nun  nach  dem  Fermaf  sehen  Satze ,  weil  nach  der  Vor- 
«dsiletzung  dk  nicht  durch  die  Primzahl  n^t  th^ilbät  ist,  jeder- 
zdt  tnt^^l  durch  n^l  theiU>ar  ist,  so  ist  naoh  dem  Vörllerge- 
henden  unter  den  gemachten  .Voraussetzungen  offenbar  Jederzeit 
auch 

durch  die  Piimzahl  n^\  thetibar.  Wir  erbalteb  daher  d^n  fot- 
gettden  Satz: 


Wenn    die   ^>ositi¥e    Primzahl    it-^l  ^efiiestens    in 
einer  der  n  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

«1>    ft«>    «Ä*    04,*..««* 


ulee_-,    „_^_^-      _   -    

durch  n-\-x  ohne  Rest  theilbar  sind,  welche  man  erhält, 
^wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  einander  subtra- 
hirt;    so  geht  die  Primzahl  f»-f  1  jederzeit  in 


auf,  oder  es  findet  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen jederzeit  die  Congruenz 


nicht  aufgeht,   dagegen    die   sämmtlichen   Differenzen 
*^  ist  theilbar  sind, 
dieser  Zahlen  voi 
rimzahl  f»-f  1  jed 

ttj  fl^  fifj  a^  •  •  •  •  Oft  -—  1 

unter  den  gemach 
ongruenz 

Statt. 

Dass  unter  diesem  Satze  ^  wenA  maii  ihn  unabhängig  von  dem 
Fermaf  sehen  Satze  nach  seinem  (gewöhnlichen  AusdrucKe  bewei- 
sen konnte,  dieser  letztere  Sirtz  als  dln  besondeter  Fall  enthalten 
sein  würde,  levcbtet  atof  der  Stelle  ei«« 

Setzt  man  z.  B.  n-fl^S  und 

ai  =  +  12,  «it=*+7,  Äj=3+17,  «4=+2; 
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so  Mod  dl«  ¥imu8#0tBiiiigeii  des  Vork^fgeheDdieti  Sate^  offenbar 
votlstaadig  erMH,  tiiid  es  Ist 

d.  b.  doreb  6  ebne  ReA  tbeilhai »  wie  es  nach  dem  obigen  Sabe 
erforderlich  ist 

Ist  aber  z.  B.  n+ 1=5  umd 

«j  =  +  17,   ai=+7,    «8  =  +  2,    a4=+8; 

so  sind  die  Voraossetzangen  des  vorbergehenden  Satzes  offenbar 
niebt  vollständig  erfölk,  und  es  Ist 

doreb  5  nicht  theilbar. 


Verf^iadet  man  die  S&tae  V.andVI.  mit  einander«  und  beach- 
tet, als  skb  roA  selbst  verstehend,  dass»  wenn  mir  2  in  tfg  nicht 
aufgebt,  oflEenbar  immer 

oi5Tl(Mod.  2) 

ist,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

TL      . 

Wenn  die  positive  Primzahl  n-f-l  in  keiner  der  n 
positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 


^        "1»  ^9  *%>  C4,....  an 

und  auch  in  keiner  der  Differenzen  aufseht»  welche 
man  erhält»  wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  ein- 
ander subtraKirt;    so  gebt  die  Primzahl  n+l  jederzeit  In 

•  •  # 

asfyoder  0a  findet  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen jederselt  die  Gongruenz 

aia^a^€c^...,au^  —1  (Mod.  n  +  1) 

Statt. 

Wenn  dagegen  die  positive  Primzahl  n-f  1  wenig- 
stens in  einer  der  n  posiU.ven  oder  negativen  ganzen 
Zahlen 

«l,  <Xs»  «i,  04,....  On 

und  in  allen  den  Differenzen  aufgeht,   welche  man  er- 
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hSlt,    wenn  man  ie   zwei  dieser  Zahlen  von  einander 
enbtrahirt;    so  gent  die  Primzahl  it-fl  jederzeit  in. 

^  t%  C^  ^4  •  •  • «  0a  ""^  X 

auf»  oder  es  findet  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen jederzeit  die  Congruenz 

«ia^a^«4.**.au^+l  (Mod.  Ji-f-1) 
Statt. 


Indem  ich  wiederhole,  dass  es  nicht  meine  Absicht  ist,  die- 
sen  Gegenstand  in  der  vorliegenden  Ahhandlaog  zu  erschöpfen, 
will  ich  mir  nur  noch  erlauben,  dieselbe  mit  den  folgenden  allge- 
meinen Bemerkungen  zu  schltessen.  Es  hat  mir  nämlich  immer 
geschienen ,  dass  viele  der  bereits  entdeckten  höchst  merkwürdigen 
Cresetze  der  Zahlenlehre  noch  unter  einer  zu  speciellen  Ferm  aus- 
ffedrfickt  und  aufgefasst,  und  noch  nicht  auf  ihren  wahren  mOg- 
tichst  allgemeinen  Ausdruck  gebracht  worden  sind;  und  so  sehr 
ich  auch  die  vielen  trelHichen  Leistungen,  namentlich  der  neueren 
Zeit,  auf  diesem  Gebiete  anzuerkennen  bereit  bin,  so  scheint  mir 
doch  eine  immer  noch  grössere  Erweiterung  und  Verallgemeine- 
rung der  Gesichtspunkte,  unter  denen  die  Gesetze  dieser  herrlichen 
AVissenschaft  gegenwSrtig  aufeefasst  werden,  nSthig  zu  sein,  wenn 
dieselbe  noch  raschere  Fortschritte  als  bisher  machen  soll  Was  den 
obigen  allgemeinen  Satz  VI.  betrifft,  seist  es  mir  sehr  wahrschein- 
lich, dass  sich  derselbe  noch  mehr  verallgemeineren  lässt,  viel- 
leicht in  ähnlicher  Weise,  wie  schon  früher  der  Fermat'sche  und 
Wilson'sche  Satz  verallgemeinert  worden  sind ,  was  ich  hier,  ohne 
mich  darüber  weiter  zu  verbreiten ,  als  bekannt  voraussetzen  kann. 
Auch  werden  sich  gewiss  noch  ganz  andere  einfachere,  bessere, 
namentlich  mehr  als  meine  obige  Darstellung  der  wahren  Natur 
des  Gegenstandes  entsprechende  Wege  einschlagen  lassen,  um 
zu  dem  Beweise  desselben  zu  gelaneen,  wobei  zugleich  die  Ent- 
deckung noch  anderer  Gesetze  nicht  ausbleiben  wird,  wie  dies 
immer  bei  Untersuchungen  dieser  Art,  die  in  der  That  auch  eben 
dadurch  einen  eanz  besonderen  Reitz  erhalten,  der  Fall  zu  sein 
pflegt,  wobei  ich  nochmals  bemerke,  dass  ich  in  dem  Obigen 
Keineswegs  eine  v5llig  erschöpfende  Darstellung  der  betreffenden 
Sätze  mir  als  Zweck  vorgesetzt  hahe,  und  weitere  Untersuchun- 
gen über  dieselben  für  jetzt  anderen,  die  sich  etwa  f&r  diesen 
Gegenstand  interessiren  mochten ,  gern  fiberlasse  und  anheimstelle. 
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Heller  strenge  und  irelinde  ITinter. 

Auszug  aus  doem  Briefe  des 
Henm  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

ntronomitchen  Rechnen  an  der  Konigl.  Sternwarte  su  Berlin 
an  den  Herausgeber. 

(Mit  den  beiden  mit  k,  und  B.  bezeichneten  lithographirien  Tafeln.) 


Sie  wünschten  meine  Mittheiloneen  über  Temperatur- Curven 
Stt  erhalten,  ich  werde  sie  diesem  Briefe  beiftigen  und  die  Cur- 
yen  mitschiclcen.  Meine  Hypothese  findet»  wie  alles  Neiie, 
Widerspruch  9  doch  auch  zn  meiner  Freude  bereits  Anklans»  ich 
werde  mich  auch  künftig  so  lange  damit  beschäftigen »  als  ich  nicht 
▼on  der  Fruchtlosigkeit  dieser  Betrachtungen  überzeugt  werde. 
Die  anbei  erfolgenden  Zeichnungen  sind  übrigens  die  einzigen, 
welche  ich  besi&e,  daher  mein  Wunsch,  sie  nach  der  Benut- 
zung zurückzuerhalten.  •—  Fast  jeder  Winter,  welcher  sich  ent- 
weder durch  besonders  strenge  Kälte  oder  durch  gelinde  Witte- 
rnng  auszeichnet,  pflegt  in  den  öffentlichen  Blättern  mit  den  Wor- 
ten besprochen  zu  werden,  dass  die  ältesten  Leute  sich  keines 
ahnlichen  erinnern.  Dies  war  z.  B.  mit  dem  vorjährigen  (1845—1846) 
ziemlich  gelinden  Winter  der  Fall,  ^n  konnte  hierauf  kurz  ^ant- 
worten, dass  bei  alten  Leuten  das  Gedächtniss  in  der  Regel 
schwach  wird  und  sie  sich  deshalb  keiner  ähnlichen  Erscheinung 
erinnern.  Allein  aus  eigener  Erfahrung  weiss  ich,  wie  leicht  die 
Leiden  und  Freuden  einer  einzelnen  Jahreszeit  vergessen  werden, 
wenn  man  nicht  durch  besondere  Hülfsmittel  die  Erinnerung  daran 
festhält,  und  schon  deshalb  glaube  ich,  dass  es  nicht  ganz  unin- 
terressant  sein  mrd,  auf  den  vorliegenden  Blättern  den  Verlauf 
der  Temperatur  während  der  10  vorhergehenden  und  des  gegen- 
wärtigen Winters  (1846—47)  graphisch  vor  Augen  gestellt  zu  sehen. 
Bei  etwas  aufinerksamer  Betrachtung  dieser  verschiedenen  Cur- 
ven  wird  man  charakteristische  Unterschiede  derselben  wahrneh- 
men, jedoch  glaube  ich  im  Stande  zu  sein,  darzuthun^  dass  die 
entschieden  gelinden  Winter  sich  wesentlich  von  den  strengen 
unterscheiden,  und  dass  man  dies^  Unterschiede  schon  in  der 
Regel  an  emem  verhältnissmässig  kleinen  Theile  jeder  Curve 
wahrnehmen  künne.    Sollte  sich  dies,  Was  freilich  wegen  der  ge- 
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ringen  Ajizabl  der  zn  Grande  gelegten  Ciirven  immer  noeh  proble- 
matisch bleibt,  später  beständen;  so  würde  man  alsdann  im 
Stande  sein,  schon  beim  Begmnen  eines  jeden  Winters  seinen 
Charakter  zu  erlauschen. 

Ehe  ich  zu  diesen  Betrachtungen  übergehe »  lieet  es  mir  ob, 
Über  die  Beobachtungen  Rechenscnaft  zn  geben ,  auf  welche  diese 
Curven  begründet  sind.  Es  sind  dies  die  Temperaturen ,  welche 
im  wahren  Mittage  an  dem  Normal -Thermometer  der  hiesigen 
Sternwarte  abgelesen  und  welche  theils  bereits  durch  den  Druck 
ve]r(iffentlicht,  theils  durqh  Dorm  Dr.  Galle  mir  freundlichst  mit- 
getheilt  worden  sind.  In  den  ersten  bereits  erschienenen  Jahr- 
gängeni  wurde  aus  drei»  während  des  Talges  angesAeUten  Beob- 
achtungen die  jedesmalige  mittlere  Temperatur  abgeleitet  und  ich 
wurde  diese  zur  /ixist^  der  Cunrea  gevrählt  hallten,  wenn  nicht 
in  den  spätem  Jah^ängen  die  Temperatur  des  Mittaees  allein 
angegeben  wäre,  uer  Consaquena  w^en  wählte  ich  daher  von 
Anfang  an  diese  einzelne  Temperatur  >  welche  übrigems  im  Win- 
ter wenig  von  der  mittlem  Temperatur  des  Tages  verschieden  ist. 

Es  war  z.  B. 

am  15.  Jan.  1836  die  Mittagstemper.  =+2^77,  die  mittlere  =-h '20,60, 
„  15.    „    1837  „  „ 

„  15,,  „    1838  „  ,9 

„  15.  Febr.  „     „  ;, 

a,  15,  Mir z  „     .»  „ 

IMeee  Tage  habe  iqh  ohne  besondere  Auswiüil  apgesetzt  und 
die  einlielneniy  bis  P  aBsteigenden. Unterschiede  würd^  (reiUek 
ynm  Belanig  sein,  wenn  ich,  wie  es  bisher  meistens  geschehen, 
die  mittlem  Temperaturen  der  giansen  Winter  bestimmeu  und  aus 
dem  ReeuUat  den  Charakter  des  strengen  oder  gelinden  ableiten 
woHte.  Bier  werden  wir  ea  jedoch  mehr  mit  dem  Gange  der 
Temperatuyr  von  einem  Ta^e  zum  andern,  als  mit  der  absoluten 
Crosse  denselben  an  einzelnen  Ta^en  zu  tbnn  haben  und  daher 
worden  jeiie  Ueterschiede  von  keinem  besondereo  Belange  sein. 

In  der  Reget  erstrecken  sich  die  Curren  über  die  fiinf  Mo- 
nate yom  15.  November  bis  zuikn  ]5.  MSrz,  und  nur  in  Einem  Falle, 
im  Firahiahre  1845,  habe  ich  etn  kleines  Stuck  bis  zum  23.  Bilrz 
hinzugelü^,  weit  bis  zu  diesem  Tage  der  damaRge  strenge  Mach- 
winter anhielt  Die  starke  horizontale,  durch  jede  €urve  hindureh- 
gehende  Linie  bezeichnet  die  Temperatur  0^,  ledes  Intervall  in 
vertikaler  Richtung  entspricht  2^  R. ,  jede  vertikale  Linie  geh&rt 
einem  Tage  an  und  die  stark  ausgezogenen  verfikalen  Linien  be- 
zeidinen  den  Anfang  der  Monate.  In  den  Schaltjahren  1840  ond 
1844  gehört  £e  Linie  des  1.  Mirz  dem  39^.  Februar  an,  dieselbe 
^omalie  findet  bei  den  folgenden  Linien  bis  zum  15.  Mtcz  in 
diesen  Jahren  statt; 

Um  an»  ve»  elrengen  und  gelinden  Wiaterti  «preehe»  zu  kön- 
ne», schicke  ieh  folgeMe  SrUärung  voraus.  Unt^  einem  stren* 
9en  Winter   will  Ick  einen  «oleheft  versleben,  in   wekben  die 


-2,29,  „ 

M 

-2,24, 

-8^60.   .. 

i» 

-9,28, 

-3,06,   „ 

J>    ' 

-4,01, 

+6.26.    „ 

„ 

+&,«. 
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T««ip«ratar  dtui  bb  vier  Wocbtn  biodmch  gana  oder  ftst  rnmus- 
ffffietzt  iHlt«r  4om  GeMcrpunkte  bleibt,  obne  Rfiekniebt  ftof  dM 
ilJbKSoliit  tiefeo  iStaad  dea  Tbefmometers.  Unter  einem  ff  el  In  den 
Winter  Tefsteha  icb  einen  nolchea,  in  welchem  die  TempeMtur 
AB  mebrern  einaelnen  Tagen  audi  mebr  oder  weniger  tief  unter 
den  Gefrierpunkt  sinken  mag«    wo  aber  die  Daaer  dieser  ntedvi- 

§en  Temperatur  bescbrftnkt  ist  uad  die  letztere  mit  eintretender 
Qherer  Temperatur  von  längerer  Dauer  abwechselt.^  Diese  ErUi- 
Yunge^  stimmen  keinesweges  mit  denjenigen  überein«  welche  in 
d^n  meteerolo^lacbeB  Lehrnfichem  aulgestellt  zu  werden  pflegen, 
^  l!:Onneii  yielleioht  selbst  Fälle  Torkommen,  in  denen  ein  s^en 
ger  Winter  nach  meiner  Eiklämng  oinem  gelinden  nach  ^ener  ent- 
spricht und  umgekehrt  V  allein  loh  wollte  zunächst  kerne  neuen 
Bezeichnungen  emfOhren»  wie  etwa  wenn  ich  statt  eines  strengen 
Qhiei»  best&digen  oder  hartneckigen  Winter  aufgestellt  hätte. 
Uebrigeos  bitte  ich  meine  Erklärungen  nur  als  fiir  die  hier  anzu- 
stellenden Betrachtungen  aufgestellt  anzusehen,  nur  so  darf  ich 
«ioher  seia,  nicht  missverstanden  zu  werden. 

Betrachte^  wir  deragemiss  die  vorliegenden  tl  Cnnren |  so 
eetsprecben  unzweifelhaft  die  fSnf  folgenden  I,  III,  VU,  VIU  und 
X  ^Knden,  die  vier  II,  V.  IX  und  XI  strengen  Wintern;  die 
zwei  übrigen  IV  und  VI  weder  ganz  streogen  noch  ganz  geUnden 
Wmterp,  »le  .neigen  sich  jedoch  mehr  den  erstero  zu..  &e.  erst- 
benannten  fünf  Cutven  sind  von  den  vier  zweitgenanuteo  wesent- 
lich verschieden,  allein  man  wird  flir  jede  dieser  beiden  Klassen 
ein  gemeinschaftliches  Kennzeichen  herausfinden  iunnenji  welches 
Mch  bald  früher  bald  später  zeli^t  und  woiHach  man  den  weitem 
Verlauf  des  Winters  beurtbeilen  kann« 

V  IcJi  b«h3iipt0  demnach«  dsM  iR  den  gelinden  Wintern  sieh 
wfangs  eimi  kurae  Kittteporiode  caustollt»  welche  mit  einer,  län- 

f^re  Ij^eU  aphliU^oden,  wämem  Periode  abwechselt  In  de^ 
lu^e  h»  VQp  1836-**1S37,,  daMPte  die  erote  Periode  vom  23.  bis 
zum  27.  November  und  die  darauf  folgende  wärmere  Perlode  vom 
%,  Nqvember  bis  zum  23.  December.  In  der  Gurve  BI«,  von 
1^-1839,  fand  die  Kälte  vom  la  bia  zum  28.  November,,  die 
Wärme  tom  29.  November  bis  zum  IS,  Januar  statt.  In  der  Curvf 
yiL,  vpn  1842-1843,  herrschte  die  Kälte  nur  3-^  Tage  und  die 
darauf  folgende  Wärme  12  Tage  biodurch-  In  der  Curve  VIU- 
von  1843~j844,  stand  das  Thermometer  nur  Einen  Tag  unter  0  und 
es  ftdgte  eine  warme  Periode  von  26tägig€ir  Dauer,  Endlich  währte 
In  der  Gurve  X.,  von  1843 — 1846^  die  JK^lteperiode  etwa  ^,  die 
warme  18  Tage.  ^  {Heser  letztgenannte  Winter  wurde  als  ein  au& 
fhllend  gelinder  in  den  Zeitungen  besprochen ,»  allein  mit  einem 
Blick  auf  die  Curveu  siebt  man,  dass  er  bis  Ende  Febniftr  die 
beiden  Winter  von  1842-1843  und  1843-1844  in  dieser  Beatiehung 
kein^weges  ttbertraf.  Zieht  man  die  Ende  Februar  eingetretene 
K<yhe  Temperatur  in  Betracht  i,  so  mu9ste  hierdurch  freilich  die 
mittlere  Temperatur  des  ganzen  Winters  bedeutend  erhobt  w^rd^n 
und  unter  den  verzeichneten  Gurven  finden  wir  nur  in  der  von 
1941  — 184S1  ein  andere«  in  die«w  Beziehung  nahe  hemmendes 
ipteifiipiej. 

Von  d^n  strengen  Winlera  behaupte  Ich,  dass  naeh  dein  Fh- 
trMt  4«»  vatem  Kätte  i»  Tfaenometer  froher  oder  später  wohl 
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wieder  Ober  0  steigen  mag,  daee-  aber  dieee  wirmeTe  Periode, 
welche  ich  kun  die  Krisle  nennen  wUl^  nnr  von  karser  Daner 
sein  wird.  So  sehen  wir  in  der  Cnnre  IL,  von  1837—18%,  das 
Thermometer  zuerst  am  11.  Deeember  unter  0  sinken  und  bis  zum 
27.  in  Perioden  von  wenigen  Taeen  auf-  und  niedersteigen,  worauf 
am  letztgenannten  Tage  nie  Kälte  entschieden  das  Uehergewicfat 
erhält  und  wir  in  dem  folgenden  Theüe  der  Curve  das  wahre 
Ideal  eines  strengen  Winters  wahrnehmen.  In  derXurve  V.,  von 
1840—1841,  sinkt  das  Thermometer  am  9.  Deeember  unter  0  und 
es  tritt  sogleich  eine  anhaltende  Kälteperiode  bis  zum  1.  Januar 
ein.  Jetzt  findet  eine  Krisis  von  3  Tagen  statt,  wo  die  Wärme 
jedoch  nicht  voll  1^  erreicht  und  es  folgen  hierauf  im  Januar  und 
Februar  bis  Anfang  März  die  Kälteperioden  «o  überwiegend, 
dass  der  ganze  Winter  notbwendig  ein  sehr  strenger  genannt  wer- 
den muss.  Der  dritte  strenge  Winter  findet  sich  in  &t  Curve  X., 
von  1844^—1845.  Hier  tritt  die  erste  Kälte  bereits  am  2&  Novem- 
ber ein  und  währt  bis  zum  15.  Deeember.  Nun  folgt  eine  nur 
6  Tage  währende  Krisis,  hierauf  eine  achtt&^ige  Kälteperiode  und 
dann  während  des  ganzen  Januars  ^gelinde  Kälte«  Dass  aber  das 
Kennzeichen  des  strengen  Winters  richtig  war,  sehen  wir  an  der 
folgenden  Kälteperiode ,  welche  mit  sehr  Kurzen  und  geringen  Un- 
terbrechungen vom  7.  Februar  bis  zum  23.  März  fort£tuert.  Man 
konnte  diesen  Winter  als  die  Verbindung  zweier  strengen  ü^nter, 
eines  Frfih-  und  Spätwinters,  durch  einen  gelinden  Januar  bezeich- 
nen. Der  vierte  zu  betrachtende  strenge  Winter  ist  der  letzte 
von  1846 — 1847,  unter  XI.  verzeichnete.  Er  beginnt,  ähnlich  wie 
der  eben  besprochene,  am  letzten  November  und  lässt  sich  so- 
gleich als  ein  hartneckiger  an,  wenn  er  auch  in  den  ersten  zehn 
Tagen  sich  nicht  als  sehr  streng  darstellt.  Die  am  20.  Deeember 
eintretende  Krisis  währt  nur  vier  Tage  und  von  ^da  ab  tritt  der 
strenge  Winter  ganz  entschieden  ein,  indem  vom'  34.  Deeember 
bis  zum  24.  Januar  die  Temperatur  sich  nicht  tiber  den  Gefrier- 
punkt erhebt  Diese  vier  strengen  Winter  entspredken  demnach 
dem  oben  aufgestellten  Kennzeichen. 

Es  bleiben  nun  noch  zwei  Curven  zu  betrachten  übrig.  Die 
unter  IV.  verzeichnete,  von  1839 — 1840,  entspricht  in  ihrem  Lauf 
vom  2.  bis,  21:  Deeember  einem  strengen  Winter,  man  wird  den 
ganzen  Verlauf  bis  zum  16.  Januar  aucn  als  einen  solchen  betrach- 
ten kunnen,  dann  aber  treten  Wärmeperioden  überwiegend  ein 
und  es  kann  demnach  dieser  Winter  nur  als  ein  kurzer  und  streu* 

fer  Früh  Winter  bezeichnet  werden.  Aehnlich  stellt  uns  die  Curve 
1.,  von  1841 — 1842,  einen  kurzen  strengen  Winter  dar,  welcher 
vorzugsweise  in  den  Januar  fällt,  wo  me  Kälte  entschieden  vor- 
herrschend ist  und  16  kalte  Tage  ohne  Unterbrechung  vorliegen. 
Die  beiden  zuletzt  besprochenen  Winter  entsprechen  nun  zwar, 
wie  ich  eben  angedeutet  habe ,  dem  Charakter  eines  strensen,  lind 
können  als  solche  betrachtet  werden;  ich  halte  es  jedoch  fiir 
besser,  sie  bei  der  aufzustellenden  Analogie  als  Ausnahmeßill» 
auszuschliessen. 

Fassen  wir  nun  das  Resultat  der  neun  andern  Winter  zusam- 
men, von  denen  fünf  gelinde  und  vier  strenge  waren,  so  kann 
man  die  l>eiderseitigen  Kennzeichen  auf  folgende  Weise  mathema- 
tisch kurz  aussprechen.     Tritt  im  Anfange  ein  kurzes  minus  ein. 
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^««uC'ein  ftrufltoiies'plus  folgte  «o  wirdAd^r  Wihter  ein  if^eHnder 
werde».  Wir d  dafl  erste.»  iäagar«  oder  k#rz#re  minus  Biur  durch 
ein  kurzes  plus  unterbrochen,  so  wird  der  Winter  streng  snsfiil* 
len.  Dies  Ist  ein  schwacher  Y ersuch ,  um .  aus  .  ds^ni  An&ige  des 
Winters  auf  den  weitern  VtrlauC  zu  nchliessen ,  wiM«  misines  Wis- 
setis  bis  jetzt  auf  ähnliche  Weise  noch  nicht  gesdiehen  ist  Oh 
die  Erfahrung  künftig  die  Wahrheit  der  aafgesteUteu  Anaie^een 
bestätigen  wird  oder  nicht,  steht  dahin;:  im  ferdern  Falle  wurde 
ich  die  Resultate  elQähri^er  Erfahrung  auf  eine  bestimmte  und 
frMchtbringende  Weise  gedeutet  haben. 


m^^ 


MeiB  letztes  ^IV^ort  g^ea  Herrn  Hoctor 

Barfüss. 

VoB  dem 

Hem  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  ÜnlTersität  zu  Jena. 


„Sp4t  kpmmt  ihr , -iffkßh  Ihr  kommt ;   der  meiU  fF4g» 
Graf  l9olan\  eni9ohuldigt  Euer  Sdumen,** 

Ich  habe  mich  beim  Lesen  der  no^bm&ligcD  Einreden  des 
Herrn  Dr.  Barfuss  verschiedene  Male  gefragt,  ob  denn  eigent- 
lich meine  Wenigkeit  es  ist>  wogegen  dort  polemi^irt  wird,  denn 
tn  der  That  hätte  ich  es  kaum  für  der  Mühe  werth  gebauten,  auf 
solchen  Unsinn  zu  antworten,  wie  ihn  Herr  Dr.  Barfuss  (h<)chst 
siegteich  natürlich)  widerlegt  Der  Ghrund  dieser  Verwunderung, 
liegt  aber  sehr  einfaich  in  der  wirklich  ori^uelleu  Taktik,  die  der 
Herr  Doctor  gegenwärtig  anzunehmen  $ich  erlaubt  hat  und  die 
freilich  der  Art  ist,  dass  mit  ihr  auch  ein  Drieberg  über  einei^ 
Humboldf —  nicht  den  Sieg  davon  tragen.—  aber  wohl  m  schimpfen 
Gelegenheit  finden  würde.  Das  schlaue  Manovre  besteht  nänuich 
darin,  alles,  was  eines»  unbequem  wird,  mit  Tulligem  Stillschwei- 
gen zu  über^hen,  dafSr  aber  dein  Gegner  so  viel  Unsinn  als 
möglich  in  die  Sichuhe  zu  schieben,  je  toller,  desto  besser,  denn 
9xijt  Widirheit.  k^moifs  gar.  nicht  mehr  «m ,  und  nun  am  Ende  sich 
über  die  ungeheure  Bornirtheit  des.  puderen  lustig  zu  machen. 
Auf  -die  Dauer  wird  freilich;  diese  Kunst  nicht  vorhalten,  Aßnn  hat 
es  auch  der,  Eine  mit  noch  so  viel  Ql^ck  upd  Geschick  v^ersucht». 

Theil  X,  21  v 
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d«o  Attderen  licti«rli<ih  bu  raaehen,  eo  wif4  <toeb  eine  efaiftMriM 
Dar«leUiNig  do»  wahren  Sachbeslavdt«  hinreidien,  un  J^mtn  an 
den  yerdienten  Pranger  der  Offentliebeo  Metnung  zu  stellen.  Dieee 
Bemerkungen  sind  es  einsi^  «nd  allein,  weiche  mich  zur  Redak«^ 
tion  der  naehiolgenden  wenigen  Zeilen  bewogen  haben  ^  ich  will 
nur  mit  wenigen  Worten  auaeinandiBTsetzen,  was  leh  eigentileh 
gemeint  habe  und  was  Herr  Dr.  Bar f aas  aus  meinen  Werten 
gemacht  hat;  ^das  Uebrige  ergiebt  eich  dann  von  selbst 

Es  ist  eine  bekannte  Sache ^  dass  durch  mehrmaliges  Vor- 
kommen  einer  Erscheinung  nur  die  Mtiglichkeit,  aber  nie  die 
Nothwendigkeit  derselben  bewiesen  wird ;  100  Beispiele  für  eine 
,  Regel  (etwa  die  regula  falsi)  beweisen  nur ,  dass  dieselbe  richtige 
'  Resultate  liefern  kann;  ein  einziges  Beispiel  aber»  in  wel- 
chem die  Regel  nicht  trifft,  reicht  hin,  um  ihre  Unsicherheit  (Nicht- 
allgemeingiiltigkeit)  zu  begründen«  80  habe  ich  a  posteriori  aus 
den  Consequenzen ,  welche  sich  an  die  Gleichungen 

-^i=(^-i)+c^'-J«)+(-'^*-ii)+ 

0=(x  + 1)  +  (j;»  +  ^^  +  (o.»  +  i )  + .... 

knüpfen ,  die  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  divergirenden  Reihen 

dwgetHnt  ioh  habe  Ibro^  f^4^^^  ^»^  ^^  e|wSQ^Vtl8>  «^ 
aus  diesen  Irrthüdiern  des  Cafcüts  nor^^uszu kommen  und  sich  vor 
künftigen  zu  hüten,  darin  besieht,  die  Begriffe  der  arithmetischen 
Summe  und  der  syntaktischen  f^ntwickelung  durch  besondere  2ei- 
-  eben  auseinander  zu  halten^  das  Erste  war  eine  vollendete  That- 
SHche,  denn  nnr  ein  Blinder  konnte  die  Resoltate  der  mitgetheil- 
ten  Rechnung  leugnen  und  nur  ein  Wahnsinniger  sie  richtig  finden, 
das  Zweite  war  ein  Vorschlag,  und  gewiss  ein  beachtungswerther. 
Würde  nicht  der  Geometer  die  Hftode  über  dem  Kopfe  zusammen- 
schlagen ,  wenn  man  Gleichheit  mit  =  und  dann  Aehnlichkeit  auch 
mit  i=r  bezeichnen  wollte?  Nun  nennen  wir  aber  Summe  einer 
Reihe  die  GrSnze,  welcher  man  sich  nähert,  wenn  man  immer 
mehr  Glieder  einei^  Reihe  addirt  und  wir  h enteisen,  dass  man 
die  Summe  der  ins  Unendliche  verlängerten  Reihe  gleich  setzen 
darf.  Bei  einer  divergirenden  Reihe  wie  1— l-^i-^etc.  giebt  es 
keine  solche  Gränze,  also  keine  arithmetische  Summe  und  wer 
jetzt  dies  einer  bestimmten  GrOsse  gleich  setzt,  bringt  ein«  eben 
so  heillose  Confusion  in  die  Analyse,  wie  einer,  der  Gleichheit 
und  dann  auch  Aehnlichkeit  mit  sc  bezeichnet,  in  die  Geometrie. 
Was  erwidert  nun  Herr  Dr.  Barfuss  auf  alles  DIess  ?  Nichts!  •** 
Die  Thatsachen  Ignorirt  er,  auf  den  Vorschlag  findet  er  steh  nicht 
bewogen  einzugehen,  aber  halt,  er  bringt  ein  Beispiel,  worin  die 
Rechnung  mit  divergenten  Reihen  etwas  Richtiges  giebt  ^  Lacher- 
Kche  Polemik f  als  wenn  ich  je  geleugnet  hätte,  dass  unter  Um- 
ständen bei  solchen  Rechnungen  etwas  Richt^s  herauskommen 
konnte,  dann  nämlich,  wenn  die  Reihen  der  Art  sind,  dass  sie 
innerhalb  einest  «wenn  auch  kleinen  Intervall  eenvergiren.  t^^^Bs  ist 
in  des  Herrn  Doetors  Beis{)iele  der  Fall,  die  Reihen  1— ^-f^ar^  etc., 
1—- 2icr-|^3ir*  etc.  convergiren  för  a?<l,  und  da  das  unter  dieser 
Bedhigiing  gefVindene  Resultat  eine  blos  identische  Transibmialion 


Digitized  by  VjOOQIC 


>2S 

M,  m  gM  ihMelbft  »nabMogig  toa  aeimr  HeiMtitiigvwelM, 
aber  man  darf  diess  »ieht  «mkekren  (Unikebnmgen  mftwen  ja 
imioer  b«wieaeii  werden)  und  daran«  scbltesseo  woUeiv»  dasa 
1  —  1  -h  1 ....  =i ,  1  —  2^  -V ...;  sc  i  a^Utc.  Weit  entfernt  alao ,  dasa 
hier  Herr  Dr.  Barfuaa  etwas  gefren  mich  vorbringt,  beatätiet  er 
löiAAehr  eitlen  der  ¥oo  mir  anfgeatel^en  Slit^e  (dasa  aokbe  Kei- 
liea,  wiMcbe  innerhalbr  eioea  IvtervaJtie  ^fireiviren,  ricblige  Re- 
sultate geben),  den  Haaptsata  aber,  dasa  Reiben >  die  j^deraeft 
dirergiren,  wie 

auch  immer  falsche  Resultate  liefern ,  trifft  das  Alles  gar  nicht. 

Ich  will  hier  noch  eine  Bemerkung  einschalten,  welche  daa 
Phantom  einer  syntaktischen  Bedeutimg  der  Reihen  vMig  Ter- 
nlcbtet.    Man  konnte  sagen:    allerdinga  sind  a.  B. 

j— -  und  I  +  a:+ar*+ .... 

nur  Utf-x^l  einander  gleich,  aber  jenaett  dieser  Stelle  trit|  die 
syat^ktiache  Verwandt^haft  ein;  dem  gegenüber  will  ich  ze^n» 
dass  4ber  die  Stelle  hinaus,  wo  die  Reihe  oirergent  wird,  zwischen 
ihr  und  der  Funktion  links  durchaus  keine  Beziehung  mehr  statt 
findet.  Es  sei  ip(x)  eine  Funktion,  ivelche  von  x=^Q  hUi  xsza 
stetig  bleibt,  hier  aber  diskontinuirlich  wird.  Dieser  Beweis  be- 
ruht aüf'dner  Eigentbfimliohkelt  des  Ausdruckes: 

woi4ii  iKf  )  ^ino  fP^^*^  wiOkflhrliche  Funktion  bezeichnet.  Erinnert 
man  Mch,  dasa 

a   /^«sinatcosÄ.      ^..^^^ 
^  §       ■■■■    ■  ■■  tfe=l  ist  ftlr  ö<«, 

dagegen    ac  0       für  ^  >  er ; 

M  feigt  ni  der  SteUe 

f(a)=ßp(a:)  fiSr  x<a, 

dagegen /(a:)£=*(a')    „    «>a. 

Verwandelt  man  ^(ir)  in  «n«  Reibe  von  der  Form 

9(ä) =i<o +^i*  +  i<a«»+  A^x^  + (j)^ 


so  ist 


-^ö=^9W5  ifi^-j-*^,  ^=~i72  *•• 


w 
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.iin<l  die  €oefiitteiileiibestininiifi^  geHokiehl  also  mtüebit  de»  Wwr 
ithes  «=0;  daraus  folgt,  dass,  wenn  man 

^etet»  J&o^-^o»  ^1  =  -^!,....  «ein  miiss,  weil  fttr  ä<ö,  mithin 
auch  filr  :r=0,  die  Fvrnktionen  f(x)  und  (p{si)  zusammenfalleii. 
Gilt  diso  die  Gleichung  ^])V  so  gilt  auch  die  folgende:       '    * 


,     -2    Z'«  sinufcosa:«  -, ,.    ,  .2    /*•  sina:<cosa<^^] 


(©) 


,  Sollte  nun  die  Gleichung  /])^  Ober  x=a  hinaus  noch  {i-gend 

eine  Bedeutung  haben,  d.  b.  «oljte  die  Reihe  in  irgend  einec  fie 
.  Ziehung  zu  9(0:)  stehen,  so  miisste  diess  in  der  Gleichung  (0)  eben- 
so der  Fall  sein,  weil  hier  dieselbe  Reihe  vorkommt.  Für  x^  a 
reduzirt  sich  aber  die  linke  Seite  von  (00  auf  '^'(a?),  und  daher 
haben  wir  den  Satz:  wenn  för  a;>a  eine  Beziehung  zwischen 
'^o~f* ^i'^+^2^^+-*-  ^^^  ^^^  Funktion  fp{x)  statt  finden  soll,  «so 
•muss  dieselbe  Beziehung  zwischen  ^o+-^i^+elo* 'und  ^ae;)  vor- 
'  banden  sein.  Nun  ist  aber  if(a:)  eine  von  ip(ai^  verschiedene  nnld 
Tiillig'  wiltkiahrliche  Funktion  und  zwischen  einer  solchen  uild  ein^ 
•ganz-  bestimmten  Reihe  (d.  h.  einer  solchen,  deren  CoeffizieMen 
utjverftnderliche  WerAe  haben)  kann  überhaupt  gac  keiik^  Bezie- 
hung statt  finden,  ebeii  weil  durch  die  Willkünrlichkeit.VM»  ^(dr) 
jede  etwa  statuirte  Beziehung  s^leich  aufgehoben-  werden  kann. 
I)a  nun  zwischen  i^(j?)  und  aer  Keihe  kein  Zusammenhang  mög- 
lich ist,  \  so  giebt  es.  auch  keinen  zwischen  <p(ap)  und  der  Keihe, 
sobald  or  >  a  genommen  wird.  Dass  aber  gleichzeitig  die  Reihe 
divergirt,  weiss,  man  a  priori -ans  dem  CanchVschen  Satze,  denn 
der  Modulus  von  x  ist  hier  grösser  als  der  Modulus^  a  d^jenjgen 
Xt  für  welches  q>(x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet 

Wenn  sich  juttri  bei  dem  Streite  über  die  ZnlSssigkeit  diver- 
genter Reihen  Herr  Dr.  Barfuss  darauf  beschränkt,  die  Haupt- 
sachen unerörtert  zu  lassen  und  gegen  Dinge  zu  eifern,  die  ich 
von  allem  Anfange  her  zugegeben  habe,  so  tritt  dagegen  die  wirk-  ^ 
lieh  entsetzliche  fc)rbärmlicnkeit  seiner  Polemik  da  in  uurer  ganzen 
Glorie  auf,  wo  er  gegen  das  Resultat 


zu  Felde  ziehte  Bis  hiebet  hatte  der  Streit  von  seiner  Seite  doch 
noch  einigen  Schein  von  Ehrlichkeit,  hier  aber  fangt  er  an,  sich 
solcher  Waffen  zu  bedienet^,  niit  de^en  man,  um  einen  gelinden 
Andruck  zu  braueben,  seine  Moralität  in  ein  zweideutiges  Licht 
stellt.    Ich  bitte  zu  vergleichen.  —  Meine  Frage  war:   ist      •    .  ^ 


/ 


'^= fa  +  C  oder  =!/(««)  +  (?. 

X 
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und  ick  halle  darauf  geaDttvortott  sowabi  Iw  als  il(a^  befriedige 

die  DUTereiudalgleicbuDg  dy=z-;—,   aber   da    Lk  und  il(a:^)  ver- 

Mchiedene  Funktionen  sind,    so   mtisfl  man  aus  anderen  Eigen- 
schaften des  Integrales  jene  Frage  entscheiden.    Nun  ist  aber 


und  folelich  muss^  wenn  g>(x)  den  von  x  abhängigen  Theii  des 
Integrales  bezeichnet ,  q>(--x)^=^g>(x)aein.  Man  kann  daher  nicht 
9(x)=£r  setzen,  weil  AMiHlieiie  Jllgenschaft  nicht  statt  fände, 
sondern  muss  9(0:)  =  i/C^  "nehmen.  -^  Hier  behauptet  nun  Herr 
Dr.  BArfass»  ich.  fl«i;hte-d^  bnaginäre.  dadpf^b  ^^  verm^en, 
dass'fch  Äffte  /(-l)^|#^fi«±±a=0,  und  ffagt  mkrfr^  lia Aber, 
ob  ich  nicht  wflsste,  dass  log^— a)  und  }J( — a)^  verschiedene 
Funktionen  seien II  Wirklich,  icn  traute  meinen  Augen  kaum,  als 
ich  das  saht  Nachdem  ioh  ausdrikäclich  lo  meiner  algebraischen 
Ana.iysis  bemerkt  habe,  d^ss  Ix  und-  llix^)  zwei,  sebr  verschie- 
dene Funktionen  sind*),    nachdem    ich  ^ben  wegen  ihrer  Ver- 

/ilx 
— =te   oder  =J/(j?«)  sei,   aufge- 

wdtfen  Katte  fdenn  sonst  wäre  sie  dberfiOssIg  gewesen),  *  werde 
ibA'von  Herrn  Dr.  Barfttss  des  Unsinnes  bes<ihuidigt,  l{'^a)nvaii 
i/^-ia)*  nicht  unterscheiden  zu  kOnrten!  —  Nun  sindttbefnnrsWel 
Fale  j^OgKch : .  entweder  hat  Herr  Dr.  Barfuss  fn^itle  ExpositiOff 
aius 'Man|et  an  Fassungskraft  nicht  verstanden,  oder'er '<hät'l»ie 
nicht  verstc/hen  wollen.  Im  ersten  Falle  verbietet  es  Malr.Ai^  "Be- 
scfarinktheit  meiner  Zeit,  diese  Pojemik  zur  Belehrung, deä  H^rtn' 
Pr.  Barfuss  weiter  fortzusetzen,  im  zweiten  halte  i<ih  esiiotei' 
weiAer  Würde,  noch  ein  fernere^  Wort  an  ihn  zu  verschwenden. 


r  :  ^)  S.iie8.  bellst  ms  ,9/s  o4d  4/(««)  .sind  ^afas  .^Wi^ichi'itdrvÜii 
Vkikktifjntaihron  Jfv  die  vehl  fvk  pOtitite  s  übereinstimmt  i,  tUwt  tticAt 
fdr  negative  n.  t.  v.  Conatrnirt  man  beide  Funktionen  geometrisch ,  so 
hat  die  der  ersten  Funktion  entsprechende  Curve  nur  einen  Zweig,  die 
andere  svei  eongraente  Zweite.  Es  ist  daher  nicht  für  jedes  %,  /(«*) 
=2/3.''  Rann  man  ^ich  dentlicher  ^ber  die  Verschiedenheit  von  h  und 
4/(s*)  aussprechen? 
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Heber  einen  ftatz  rovk  VettMiüeT. 

Von 

Herrn  G«  Cl.  Flemmiag^ 

titohrer  am  Ctonradlnnm  ta  Jeukav  bet  DBiAlg. 


Lehrsatz.  Halbltt  ms^n  die  sechs  Kantoo  des  Te- 
IraederD  und  legt  durch  jeden  .Halhir«ng6puakt  eiiii; 
Ebene  »enkrecht  gegen  die  gegenüberlieg^ende  Kante» 
•p  eehneiden  «ich  diese  «echs  Ebenen  in  einem  Punktei 
weicher  mit  dem  Schwerpunkte  des  Tetraeder«  und  dem 
Mittelpunkte  der  um  das  Tetraeder  beschriebenen  Ku- 

f[el  Huf  einer  geraden  Linie  liegt«  und  der  Schwerpunkt 
iegt  in  der  Mitte  der  beiden  andern. 

L  Analytischer  Beweis.  Wenn  ein  Tetraeder  mit  einef 
Ecke  in  dem  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  liegt  und  die  Coordinaten  der  andern  drei  Eckpunkte  x'y'if, 
sry^:^,  arif-f  heissen,  so  sind,  wie  man  durch  Betrachtung 
ihnllcher  Dreiecke  leicht  sieht,  die  Coordinaten  der  Mitlelpuhkl» 
seiner  Kantens 

V.  sy.  \^'\  4^>  iv^.  i*'';   \P^»  isT,  t»*r 
l(^+^).  iCy'+y'),  W^r^\ 

\{Jc'^raP%  i(y'+3r),  4(i'+i^; 

Als  Gleichungen  für  die  Projectionen  der  Kanten  des  Tetraeders 
auLdie  xi  und  yz  Ebene  erhält  man  folgende: 

x'  ^ 


*^pf  ♦. 
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Die  eeobs  »rsten  dieser  6leicbuDgeii  gehlireii  xu  de*  Kattteo» 
welche  durch  den  Anfangspunkt  sehen,  die  a^chm  letzten  au  den 
drei  übrisen  Kanten.  Via  nun  die  Gleichungen  täi  die  Ebenen 
aufzusuchen,  von  denen  jede  düroh  den  Ulittelpinkt  ^in^  Kaiiite 
geht  und  «enkrecht  auf  der  gegenüberliegenden  Kante  steht,  mUss 
man  sich  erinnern,  da^s,  wenn  eine  Linie  avif  einer.  Ebene  senk- 
recht steht,  aueh  die  Projectioben  d^r  Linie  ^enkrethi  auf  den 
Schnitten  jener  Ebene  mit  den  Coordinatenebenen  sein  müssen. 
Ist  tluti  die  Gleichung  def  Ebene 

Ax  +  By+Cz+D—0, 
so  sind 

C       D 

CD 

die  Gleichungen  ftir  die  Schnitte  derselben  mit  der  j*:  und  yz  fiben^. 
Es  seien  ferner  x^=at+b  und  ysca'z^-^'  die  Gleichungen  für 
die  Projectionen  der  Linie  auf  diese  Coordinatenebenen,  so  müs- 
sen, wenn  diese  auf  jenen  isenki*0<di<  stehen  sollen,  die  Bedin- 
giingHgleichungen 

1      cic 

oder 

AznäC  mdB^ii'C 

statt  fipden.  Setzt  man  diese  Werthe  fQr  A  und  B  in  die  Glei- 
chung der  Ebene  hinein,  so  arBÜit;  raftn       . 

als  Gleichung  ßr  die  Ebene,,  welche,  auf  der  ge^beneu  Linie 
senkrecht  ist  Soll  sie  ausserdendr  noch  durch  einen  Punkt,  des- 
sen Coordinaten  p$  g,  r  sind,  gehen,  so  n\|issen  auch  diese  der 
gefundenen  €rteicbuog  giSlnfigen  und'dalt^ 

ap+a'q+r  +  ^^0 

isekok     IMi  trtaA  diMe  Gleichung  von  der  vorigen  ab,   so  erhält 
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a(x-p)  +  a'  ix-q)  +  (z--r)=30 

als  Gleichung  filir  die  Ebene,  welche  sowohl  senkrecht  auf  der  ge- 
gebenen Lime  wt  als  auch  durch  den  Punkt  pqr  geht. 

Setzen  wir  nun  für  pqr  die  ohen  angegebenen  Ausdrücke  für 
die  Coordioaten  der  Mittelpunkte  ,der  Kanten,  und  ffir  a  und  af 
die  Ausdrücke  aus  den  Gleidhdngen  der  entsprechenden  gegen- 
überliegenden Kante,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  für  die  in 
Red«  st^ettden  sechs  Ebeoen,  aachdem  wir  sie  aiwb  «iyx  .geord- 
net haben,  folgende:  ..  >  ■ . 

(2)  a:-x+yy+i"z=lta:"(a:'+y)+yV+/')+»"(^  ^»^'' 

(3)  a-aJ+y"y+«'*z=  i  {««'(ar'+a:")+y*(s'+»«)  +xr(z>+t")  \ ; 

(4)  (y-a:^i+(y'-3r)y+(*'--^)«=i{^C^-^+y*(y'-2r)j  ' 

(6)    (a;*-«*)dr+(»*-»*)y+(»'-J*)«=ita:'(ar"-a:")+y'C»"-y)j 

Um  den  Term  rechter  Hand  za  vereinfachen,  «Collen  wir  folgende 
Substitutionen  machen: 

Hiedurch  nehmen  jene  sechs  Gleichungen -eine  einfachere  Gestalt 
an,  nfimlich :  ' 

a)  x'x-f-y'3+tfz^^-^, 

(2)  j^a:^^ff  +  z''t=:^^. 

ß'  +  ß'' 

(3)  a:*'a;+y»y  +  :?'»=e-J^; 

(4)  (x'-a^+iy'^y^-ixf-^z^^-^. 

(6)  (x'-a:«)i+(y'^-y>  +  (»'-«^«=^^>         ' 


(«) 


(;i:»-:r")«+(y''-y">y.+(^-*'')*=^^. 


Man  sieht  nun  sogleich,  dass  die  drei  letzten  Gleiebmigen  von 
den  drei  ersten  abhSngen,  indem  man  diese  erhalt,  wenn  man  i 
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ceasive  di«1nr«ite  tob  der  erateb,  die  dritte  von  der  ersten  und 
die  dritte  von  der  swelten  abzieiit.  Da  wir  also  nur  drei  anal>- 
bingi^  Gleichungen  haben,  so  mnss  es  für  iede  der  Coordinaten 
jwz.eiDeo  Werth  tfelten,  welcher  alle seehe Gleichnng«fn1»efHedigt, 
oder  die  durch  diese  Gleichungen  ausgedrfickten  Ebe- 
nen mfissen  sich  in  einein  Punste  schneiden. 

Wir  wollen  nun  die  drei  ersten  Gleichungen  auflösen,  um  die 
Coordinaten  des  Schnittpunktes  jener  sechs  Ebenen,  zu  bestimmen. 
Damit  die  Rechnung  vereinfacht  werde',  werden  wir  setzen: 

und  uns  einiger  von  den  Relationen  bedienen,  welche  Lagrange 
zwischen  diesea^rSssen  aufgestellt  hat!,  nämlich: 

(1)  ij''r-rV=A^.  (3)    a:V +ar^<+a:-'i/"=sO, 

(2)  rr'-r'r  =  iy',  «    W    a:'£'  +  ^T+a:"r  =  0. 

(6)  ]  ,,^rr+«r+pr      ^    ^^rt+yf+ß'^. 

Durch  Elimination  uild  Anwenduns  der  (finf  ersten  Relationen 
erhalten  wir  för  die  Coordinaten  des  Sthnittpnnkts 

x=z : — -        ^  . 

(v'?'+ß'^'+(^r+ß'v'')+iv"ß''+ß''^ 


\ 
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Dies^  Ausdriicke  laflnen  dich  verlnlitelst  der  Reültlotieo  unter  (•)• 
(7)  und  (8)  noch  auf  eine  andere  Form,  bringen«  iii  welcher  eie  flir 
unseni  Zweck  brauchbarer  sein  werden,  nämliob: 

Wir  wollen  jetzt  zfif  Bestimmung  des  Mittelpunktes  der  um 
das  Tetraeder  beschriebenen  Kugel  flSergehen.  Dieser  Punkt  hat 
die  Eigenschaft«  dass  er  von  jedem  der  vier  Eckpunkte  des  Te- 
traeders gleich  weit  entfernt  ist.  Nennen  wir  diese  Entfernung  i, 
so  finden ,  wie  natt  sogleich  i^i^bt,  fol(^nde  Gleichutogeo  Statt, 
wenn  p^  die  gesuchten  Coordinaten  sind: 

p«  +9*  +^  =^. 

öder 

p*         +9*  +r«  =1«, 

p^+q^  +  r^—2px'  ^2f9f'  -2iV  =*«—«', 

p«  +  ^»  +  r^— 2par'*— Äjy*^  -2r»'^=««— «^ 

Zieht  man  nach  einander  jede  der  drei  letzten  Gleichungen  von 
der  ersten  ab|  so  erhält  man: 

^'p  -^Vl  +»'»•  =*^' 

Durch  fiKMiMttdli  iMd  AMr«ii)Jhi«k4«ir  tobigfri  Relationen  ergeben 
Mkh  für  die  gesuchten  Coordinaten  folgende  Wertile: 
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Um  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Tetraeders  »i  betttim- 
men,  ist  weiter  nichts  nOthig^  a]s  den  Schwerpunkt  einer  Seiten- 
ilSefae  aufzusuchen»  von  diesem  eine  Linie  nach  der  geg^itiüber- 
stehenden  Ecke  des  Tetraeders  au  ziehen  und  von  diesef  Eeke 
aus  auf  der  gezogeneo  Linie  drei  Viertel  derselben  a^n^chnel- 
den.  Wendet  man  diese  Methode  an.  So  findet  man  dun^h  elti* 
fache  Betrachtungen  ähnlicher  Dreiecke  fBr  die  CoordiMlt^  des 
Schwerpjönktes  Se  Ansdrtfcke 

t^Kx'  +  x^-j-ar), 

^  Betrachten  wir  nun  die  Aui*iltke  für  die  Coordinaten  aller 
drei  Punkte^  die  wir  bestimmt  haben,  so  sehen  wir,  dass  folgende 
drei  Gleichungen  zwischen  ihnen  Statt  finden: 

t*=J(9+.v), 
dofsb^w^die  der  obig«  Satz  bewiesen  ist 


IL  Geometrisdier  Beweis*  Legt  man  durch  den  Halbi- 
rungspnnkt  jeder  Kante  eine  Par»llele  mit  der  gegenüberliegenden 
Kante,  so  entsteht  ein  neues  Tetraeder*  'Von  diesem  gilt  Fol- 
gendes : 

1)  es  ist  dem  gegebenen  Tetraeder  congruent; 

2)  seine  Konten  werden  von  den  Kanten  des  andern  halbirt. 

Wegen  des  Parallelismus  der  entsprechenden  Kanten  und  also 
auch  der  Flächen  stehen  beide  Tetraeder  in  CoUineationsverwandt- 
schaft,  und  raiissen  daher  einen  Aehuliohkeitspunkt  haben,  d«  h* 
einen  Punkt,  der  zu  l>eiden  dieselbe  Beziehung  hat.  Dass  dies 
der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  ist,  ist  leicht  nachzuweisen. 
Man  erhfilt  den  Schwerpttnkt  eines  Tetraeders  unter  andern  auf 
folgende  Weise :  Man  schliesse  von  den  sechs  Kanten  des  Te- 
fraedet«  ewel  einander  gegenaberliesende  Kantte  susi  und  hal^ 
Mre  die  fibricen  vier.  Die  vier  HalbmngmviiBt«  liegen  ni  eiotr 
Wbem,  die  äas  ganae  Tetraeder  faalbirt  und  durch  den  Sehwet» 
fUMikt  geht.  Indem  man  immer  ein  ändere«  Paar  Kanten  ans- 
schll^sst«  kann  man  die  Operation  dreimal  wiedetbolen.  ;Mr 
Schnittpunkt  der  so  erhaltenen  drei  Ebenen  ist  also  der  Soltwer» 
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pnnkt.  Die  Ebenen  sind  äbcrr  bMen  Tetraedern  gemein,  folgllcb 
auch  der  Schwerpunlct,  der  mUhin  der  Aehnlichkeitspankt  ist  — 
Der  Schweniunkt  hat  hier  also  dje  Eigenschaft^  dass  er  in  jeder 

feraden  Linie  liegt  ^  die  einen  belielAgen  Punkt  des  einen  Tetrae- 
ers  mit  dem  entsprechenden  des  andern  verbindet  Da  beide 
Tetraeder  congruent  sind^  so  halbirt  er  den  .Abstand  zweier 
entsprechenden  Punkte. 

Unsere  «echs  Ebenen  haben  nun  zu  dem  neuen.  Tetraeder 
die  Beziehung,  dass  sie  die  Kanten  halbiren  iind  auf  diesen  Kan- 
ten selbst  senkrech^^  stehen.  Von  solchen  sechs  Ebenen  ist  es 
aber  bekannt»  dass  sie  sich  in  einem  Punkte:,  dem  Mittelpunkte 
der  um  das  Tetraeder  .beschriebenen  Kueel,  schneiden,  pie  Mit- 
telpunkte der  um  beide  Tetraeder  beschriebenen  Kuseln  müssen 
einander  entsprechende  Punkte  sein,  und  somit  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 


Bemerkmigr  illber  die  Iiambertlsehe 

Reilie. 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

PriTatdocenten  der  Mathematik  lu  Bern. 


Wenn  durch  die  Gleichung 

Weiefae  Inittelst  der  Substitution  ff^-f^i  die  Gestalt 

'« 

erUält^t  y  in  Function  y<mt  und;  jr -gegeben  isl,  tso  kann  man  «ut 
IMife  «Uis- Lttg  ran  gesehen  Salzes  jeide  beliebige  Pjotena  von-j; 
alse  auch  V<»n!;y.,  nabh' dlBÄ,l9tiig*bden  Potenaen  voft  .r  entwickeln. 
Setzt  man  dann  f^l,  so  lassen  sieh  die  gegebene  Gleicbwig: und 
die  aus  ihr  hervorgehende'  Reihe  fär  eine  beliebige  Potenz,  von  y 
so'dämtellön:  .        .     *  , 
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^Klu^els  Wörterbuch,  Artikel:   Lambertische  Reibe.)     Da- 
mit die  Reihe  in  (2)  convergire»  ist  nuthig  und  reicht  hin»  daiis 


<m^ 


$d.     Fdr  den   Fall  eines  unendlich  klein  u-erdenden  m  gebt  die 
Gleichung  (2)  über  in 


logjr^'^*t("-l)«^•/>][(»-2)«^+2fl...■[«^f(n-l)^]^^. 


3  . 


(3) 


Multjplicirt  man  die  Reihen  ßir  yv  und  y9  mit  einander^  so  muss 
das  Product  mit  der  Reihe  für  tfP^^  identisch  werden.  Indem  man 
betderseits  die  CoefDcienten  von  af^  gleich  setiBt, '  erhält  man  die 
endliche  Relation: 

.-.. [p+«+(n-»-l)i5]X  v[y+(i~l)a+fl[y+(i-2)a+2/3]....     [  (4) 

Wird  in  dieser  Formel  a=/3=0  gesetzt»  so  reducirt  sie  sich  aaf 

«fo — 1  .  2  .  .  .  .  t      /*      *  =(P+^)  > 

was  der  binomische  Sats  iilr  gan^e  Exponenten  ist:.  'Wird. hingen 
gen  nur  a=0  gesetzt^  so  geht  jene  Formel  in  den  analogen  Sats 
»r  Fadnltäten  Aber.  Setzt  man  endlich  a=/3=l»  so  verwandelt 
sich  die  Formel  (4)  in 

.     .<^0   \*/         X'.        •\    ,        [       , 

WO  r  .  \  den  binomischen  Cdefficienten  von'J^'  In  der  Entwickelung 

von  (l4-^)*  bezeichnet.  Diese  spe/idle  Former  (5)  lITsst  sich  auf 
elementarem  Wege  beweisen.  /B^  «rglebt  sieh  nfimllch »  wenn  man 
nach  Potbdzeo^voii  q  entwickelt^  laui  •CoeflScIent  von  ^'«aufder 
linken  Seite 
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«nd  auf  der  rechten 

(j^yp  +  rnXp  +  nyn-^i. 

Beide  Ausdrücke  sind  aber  vermöge  der  Formel  (5)  einander  gleich» 
weun  die^e  bereits  für  alle  kleiperu  Exponenten  aU  n  bewiesen 
ist:  lind  Kit  7it=0  fallen  sie  ohnehin  zusammen.  Da  nun  die  For- 
mel (5)  sich  fyt  die  Werthe  1,  2  des  Exponenten  n  sogleich  veri- 
ficirt,  so  ist  sie  allgemein  für  jeden  ganzen  und  positiven  Werth 
Ton  n  gültig. 

Die  aus  der  Lambertisc^en  Reihe  hervorgehende  Formel  (4) 
lasst  sich  demnach  als  die  Vermittlung  des  binomischen  Satzes 
fQr  Facuitäten  und  der  Formel  (5)  ansehen «  von  welcher  diese  bei- 
den letzten  Formeln  nur  spezielle  Fälle  sind. 

Der  Formel  (4)  lässt  sich  übrigens  noch  eine  andere  zur  Seite 
stellen«  welche  sich  aus  der  Gleichung 

ergiebt,  wenn  man  darin  Rir  ^,  yi^  jff\H  die  entstehenden  Reihen 

S2)  substituirt  und    die   beiderseitigen  CoefGcienteo .  von  ai^  einan- 
1er  gleich  setzt;    sie  ist  aber  unsymmetrisch. 

Für  den  besondern  Fall,  wo  a=/?=l,  (wje  man  sogleich«  un- 
beschadet der  Altgemeinheit,  statt  bloss  a;r=/},  setzen  darf)  gehen 
die  Formeln  (1),  (2)  über  in  .  v 

log  y=a?y,  (6) 

-  .  "=*  i»(w  +  »)«-*  ^ 

*"=»  + J,      l.S.aJn    ^-  ^ 

Die  Reihe  (7)  ist  convergent«  wenn  4:<—  ist,   und    findet   daher 

ihre  Anwendung  ohne  Ausnahme  für  alle. Systeme  positiver  Werthe 
von  X  und  v,  welche  der  Gleichung  (6)  genügen;  denn  einmal, 
wenn' ,i 'reell  bleiben  seil,    sokaim^y  nur  positiv  sein;  mm  hat 

iib>er  der  Quotieot  ~^  für  positive   eixdUche  Werthe  vw  $  ein 

einziges  Maximum,  nämlich—,  welches  dem  Werthe  y=^€  ent- 
spricht; dah^r  sind  diejenigen  reellen  Werth^  von.  io;,  welche 
reellen  Werthen  von  y  entsprechen,    zwischen  den  beiden« Grän- 

zen  —  (X  und  —   enthalten*  —  Die  Formeln  (6)  und  (7)  hiüigdn  mit 

folgender  Aufgabe  zusammen:  ^ 

Man  soll  eine  Function  /  von  jrvnd  h  finden,  welche, 
worin  h  %\b  conatant  v^oiÄusgesetst  wird,  de^r  GUIchtong 

genügt.  ^ 
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Mit  WeglassuDg  der  arbitrfiren  IntegrationscoMtanle»  die  «li 
Factor  der  gesuchten  Function  erscheint,  kann  man  f(x)z=ze^* 
setzen»  so  erhält  man  für  die  Coostante  k  die  Bedingung 

A-  =  e**,  oder  \ofk=^hk, 

eine  Gleichung,  die  in  der  Form  mit  (6)  fibereinstinuftt.  Setzt 
man  nuo  in  der  Reihe  für  e^'  die  aus  der  Formel  (7)  für  die  ein- 
zehien  Potenzen  von  k  sieb  ergebenden  Werthe,.  so  erhält  man 
folgenden  nach, den  steigenden  Potenzen  von  h  geordneten  Aus- 
druck för  f(x): 

n=«  //ii=«  m  U»i  4. 11)11—1         \        An 

'^  '  ji=:i  Vm=i     l.a,3*.o/w        /1.2....n         ^' 

Hier  Ist  nun  der  Coeffieient  von  v^. das  Product  von   e^  mit 

einer  ganzen  rationalen  Function  von  x^  die  mit  dem  Term 
(n+l)*~*a:  anfangt  und  mit  dem  Term  +^  endigt.  Denn  wenn 
man  die  beiden  noendtichen  Reihen 


X  ,    x^  X 


8 


.  ^■"l  +  l.2""1.2.3  +  1.2.3.4     ■•   ' 

1         ""^        1.2       "^  +      1,2.3     "^  + 

mit  einander  mulj^pliciri,  -so  bekommt  in  der  Entwicklung  .des  Pro- 
ducts di^  Potenz  ^a?f  den  Coefficienten 


st     i\i.J?2±2Z:S!lL 


welcbe  Summe  bekanntlich  verschnindet,.  wenn  n — l<ni— 1  ist, 
und  für  n  — t=:i?t  — 1  den  Werth  -f  i  erhält.  Demnach  gestaltet 
sich  nun  die  Oleichung  (8)  so : 


Man  kann  ftuch  auf  folgendem  analytischen  Wege  zu  der  Lo« 
sung  (9)  der  Gleichung  -g—=A^  +  *)  gelangen.  Es  sei  zunächst 


so  folgt 


A;r)=  f  «HA",  (10) 
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also  durch  Substitution  der  Reihen  ßlr  die  einzelnen  Differential 
coefficieiiten  ven  f(a:) 

also,  wenn  man  den  Coeffiqienten  von  A"  in  dieser  Reihe  demje- 
nigen  in  der  Reil^  fiir  -^    gleich  setzt, 

dfl£a 

Mao  suche  nun  -g— durch  die  uräprfingUchen  Fuoctioneo  u^Ui9".Un 
auszudrücken.    Die  Formel  (11)  giebt  nach  und  nack:    ' 

dii  d^u  . 

So  gelaugt  man  durch  Inductibn  zu  der  Formel: 

\    •      ,  „      ^^=4  i.2,3....(>»-;^)  ^-  /^^ 

Gesetzt  nun,  diese  Formel  sei  fiir  alle  Differentialcoeflicienten  der 
Functionen  Ui,  iu,...,Un-'i  und  für  die  Function  Un  bis  zum  mteo 
Differentialcoefficienten. inclusive  beTriei^en,;  ^o  subkituire  jman  die 

Werthe,  welche  dieselbe  lur  r^  ,^_f  giebt,  in  der  aus  (11)  her- 
fliessenden  Gleichung 

8ar'»+ 1.  ~  fc=(>  1 . 2 .,..  (n— «)  8:c'"i«-<  ' 
dann  wird 

8a:«+i~«=o;i~o         JI(n-0 .  JI(t«X)        "^• 

Für  ein  constantes  l  ^eht  t  von  iL  bis  ti;,  wenn  man  daher  die 
Ordnung  der  Summationei^  vertauscht  un«  dann  i=zX+(i  setzt, 
so  wird 
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-Afo  JI(n-.A)  "^• 

Somtt  wfire  die  Richtigkeit  dtf r  Formel  (IS^  auc(i  für  den  (m4-l)ten 
DÜerentialcoefBcienten  ton  un  bewiesen.  Da  die  gemachten 
Schiflsse  auch  für  m  =  0  ihre  Geltung  behalten,  nnd  da  die  For- 
mel (12)  fttr  n=l,  2  bereit»  verificirt  i»t^  sq  ist  ihre  aUgemeine 
Richtigkeit  als  bewiesen  anzusehen. 

Wenn  man  nun  die  drei  ersten  der  Gleichungen  (12)  vollstän- 
dig integrirt»  so  erhält  man 

i«j=Ce'(|j:  + i«^ +/;  ef  .4?  +  C^fi*; 

durch  jede  neue  Integration  wird  auch  eine  neue  arbiträre  Con-. 
staute  Cm  eingefährt^  welche  in  allen  Jol&epden  Integralgleichun- 
gen erscheint.  Ma*  kann  aber  abci  doittt^ilren^  dass  t^ ,  u^  etc. 
gleichzeitig  mit  x  verschwinden,  was  so  viel  ist,  als  wenn  man 
alle  übrigen  arbiträren  Constanten  ausser  C  gleich  Null  setzt. 
Man  kann  ferner  n  =  if|  =  tia...,  =  t«rr~i=s::0  setzen  und  daAft  die 

Gleichung  fär  -k-  und  alle  folgenden  so  tn^egriren,  dd^s  iär  xz=0 

nur  ur  nicht  versdiwjiidet»  sondern  ri^iCr  fntA,  während  alle  fol- 
genden Functionen  Ur+i,  Ur^^y  etc.  zugleich  mit  x  verschwinden, 
was  so  viel  ist,  ato  wenn  man  alle  dbrlgen  arbiträren  Gonstanten 
«imer  Cr  gleioh  Nitt  setzt,  tm  letztemT^lle  braHchl  itian  dur  in 
der  Fonnel  (Ü)  n  und  k  i»  n  +  r  und  A-f  t*  übergehen  zu  lassen, 
um  einzusehen,  dass  die  Folge  der  Functionen 

abgesehen  vom  arbiträren  Factor  -Cr,  genau  mit  der  Folge  der 
Functionen 

u,ui,u^,  Mj,  etc. 

Obetebistimmt^  \retin  diese  unter  der.  frfihehi  V<nr&ussetzüng,  daiss 
«i>  tta»«-*-  «ndeldhiiiit  ^  verschwinden >  berecboet  siiid.  Weto 
nun  F  den  Werth  bezekhnet,  welchen  /(or)  in  der  Formel  (10) 
unter  der  Annahme,  'dass  Ar  i;=^0;'li=siy  tf|:^K2^«i:^....s:=0 
werden  erhält^  so  ist  nach  dem.  VorigoA  der  allgemeine  Ausdruck 
rar/(*):   ' 

/(jr)=F(C+QÄ  +  CiA^+€fcÄHet<J.),.    ... 

woraus  folgt,  di^s  man,  ohne  der.  AUgienielnheit;  zu  lKikad«D^i 
flAmnUM^  lutfffrationea  vqp  ui  m  miii^^tO  anfangen  Ia4s«i 
kann,  wodurch  die^Constantien  Cj,  C^,..,.  als  überflüssig  wegfallen. 

Aus  (12)  folgt  für  iii  =  t 

Theil  X.  22 
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SeXii  man  hienn  Uii=u.2it5  8o  wird  die  Gleichong  durch  u  theilbar 
und  redacirt  sich  auf 

WO  flir  2o  immer  1  zu  setzen  ist;   also  /     ' 

dz,     2« 


aa:""  1 


.1=1, 


ä5^-^+i:2'«+i-2.3^>+i.2,a.4/ 

u.  s.   f.  .      '  . 

Man  integrire  diese  Gleichungen  von  ac^ß  an  und  sübsütuire  die 
Resultate  in  (10),  so  wird  * 

.  A^)  =  Cc»{I+«iA+zaÄ«+;»iÄ*+etc4,' 

wo  In  eine  i^anze  rationale  Function  nten  Gnadesvioiiia-lisi  Wenn 
man  nun  allgemeine  Formeln  ffir  die  CoefBci^^teH  der  Potenaen 
von  X  in  dieser  Function  zn  sucht,  so  sieht  mau  sich  zur  Gleit 
chung  (8)  zurückgeführt 

Schliesslich  möge  erwähnt  werden,  dass  die  Gleichung 

§#■=«'+■*)    ■    ... .^ 

der  eeometrischen  Aufgalie  entspricht,  .eine  ihrer  Evolute 
ähnuche  Curve  zu  finden,  aber  so,  dass  diejenigen 
Punkte  der  Evolute,  welche  bestiaimi^n.  Punktein  ^^er 
Evolvente  vermöge. der  Aehniicbkeit  entsprechen,,  die^ 
sen  nicht  zugleich  als  Krümmungsmittelp.unkte  zugphiS^.* 
ren,  sondern  um  einien  5;:on stauten  i>rehiii,ng8winMI  ii^>9in 

HC 

diesen  letztern  entfernt  sind.     Bezeichnet  nämlich—   den 

Winkel,  den  die  Tangente  der  Evolvente  mit  einer  festeil  Rich- 
tung bildet,  und  f(afi  den  zu.  diesem  Wink^  gehörenden  Bogen 
derselben  Curve,  so  arückt  obige  Gleichung  aus,  dass  der  Krüm- 
mungshalbmesseT  der  Evolvente,  d.  i.  der 'Bogen  der  Evolute, 
omalso  gross  sei  als  derjenige  Bogen  der  Evolvente^   welcher  zu 

,  dem  um  den  constanten  Unterschied  ~    vermehrten   Winkel    der 
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Taneente  gehdrt  Da  «Ue  loffarithiiiische  Spirafo  stets  ilA' 
ähnlich  und  ähnlich  lieeeDd  bleibt,  wenn  sie  um  ihren  Pol  gedreht 
wird,  so  ist  ihr  auch  ihre  Evolute  in  dem  oben  ausgesprochenen 
Sinne  ähnUch.  —  lodess  scheint  doch  dre  Gleichung  f(x)  =  Ce*'> 
wo  e'^^k»  keine  ganz  allgemeine  Losung  der  Aufgabe  zu  enthal- 
ten, weim'nu]'  der  reelle  Werth  Tön  ib  beracksichtigt  wird.  Die 
transcendente  Gleichung  ^^=k  hat  nfimlich  ausser  der  betrach- 
teten reellen  noch  unzänlige  imaginäre  Wurzeln,  so  dass 

gesetzt  werden  darf.  Man  braucht  nur  zu  zweien  conjugirten  ima- 
ginären Werthen  von  k  auch  fOr  die  zugehörigen  arbiträren  Con- 
stanten stets  conjugirte  imaginäre  Werthe  zu  nehmen,  um  fiSr 
f(x)  einen  reellen  Ausdruck  zu  erhalten.  Da  bei  dieser  LSsung 
eine  unendliche  Menge  arbiträrer  Constanten  auftreten,  so  liegt 
die  Vermuthung  nahe,  die  ganz  allgemeine  Losung  der  Aufgabe 
mochte  eine  arbiträre  Function  impliciren. 

Sucht  man  die  Curve,  welche  ihrer  orten  Evolute  in  dem  obi- 
gen Sinne  ähnlich  ist,  so  wird  man  auf  die  Gleichung 

geßihrt,  welche  durch  das  System  der  Gleichungen 


f(x)  =  2eP'(Acoaqa!+Ba\ugx) 


befriedigt  wird,  wo  das  Zeicheta  H  eine  doppelte  Summe  bezeich- 
net, die  sich  einestheils  aul  den  Fortschritt  der  ganzen  positiven 

Zahl  n  von  0  "bis  ^  oder  -^  (je  nachdem  er  gerade  oder  unge- 
rade ist),  andemtheils  auf  die^  unendliche  Anzahl  von  zusammen- 
gehörigen Werthen  bezieht,  welche  p  und  q  vermöge  der  beiden 
ersten  Gleichungen  haben  kCnnen,  und  wo  A,  B  die  zu  Jedem 
eftfzelnen' Systeme  von  Werthen  fOr  n,  p,  g^eh^tenäen  arbiträren 
Constanten  bezeichnen.  Wenn  aber  die  l^nction  f(x)  'för  ein 
verschwindendes  A  continuirlich  bleiben  äoll ,  so  muss  die  Doppel- 
summe auf  eine  endliche  einfache  Summe  beschränkt  werden,  die 
sich  nur  auf  den  Fortsehritt  von  n  bezieht.    Es  muss  nämlich 


Wurzel  der 
hung 

log  k     rh 


Sesetzt  werden,  wo  r  eine  Wurzel  der  Gleichung  r<<^l=0  und  k 
iejeiiige  Losung  der  Gleichung 


22* 
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Wtriehaet,  filr  welche  zugleich  «ach 

*^    *^i^i  1.2.3...JI  «»•'^       .: 

ist,    uad  wo  das  SmnmeiaeidieB  «ich  auf  dia  «  Syetcew  -von  r, 

itiv  ' 

von  Ä,    einw  zvgeborigeD  Func^ioD  von  — ,  und  von  der  arbiträ- 
ren Constante  C  bezieht 


Velmngrsaiifgralien  für  filcliftler. 


Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch  . 

an  der  Universität  sa  Jena. 
Man  8oii  beweisen«  «htsd    >  / 

ist,  wo  nun  das  Integral  rechts 

imm^riach  berßdmrt  werden  Jcaoo,  da  belcaimtlicb  »cboyi  Kri^Qip 
me  Tafol  ftr 


t/  o 

aufgestellt  hat. 


-/•' 


Es  bezeichne  Ci  die  Summe  der 'Zahlen  1^  2,  Sy....^;»  ^^'^ 
Summe  der  in  denselben  liogenden  Amben,  jede  Ambe  als  Pro- 
dukt betrachtet^  C^  die  Teroensumme  u.  s.  f.>  überhaupt  G  die 
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Summe  der  Combbiationfm  itar  Cha^e  jOhne  Wiaderb9ltiPff«n  ans 
den  Elementen  1,  2,,„.k,  wobei  jede  CombinaäoD  als  Produkt 
gilt,  ferner  sei  m  ehe  positive  gaftse  Zahlt >*1;  man  soll  nun 
zeigen ,  dass  sich  di^  fleihe  . 

±  .  J. .  1 .  JL. 

auf  folgende  Gestalt  bringen  Ifisst: 

1  p    1  1  »-»  1  •»  , 

1  '"A*         "1 

+  iii(m+l)(in+2)*  ^  ■•■"' J' 

deren  allgemeines  Glied 

m(m  +  l)...,(TO+#-l)(»i+*)«   ^'^^ 

ist  Für  iit=2  erhält  man  wegen  Cff.i=1.2...(«'f  1)  eine  blosse 
Identität,  f&r  in>2  dagpg^eqr  Mh^l^  JN  zweite  Reibe  rascher 
SU  convereiren  als  die  erste-^ira^Mhire  die  Transformation  selbst 
nicht  nntku>s  zn  sein.  „    ^ 


Tön  dem 
^' '  'Herifil  Öoctor  J.  Bieiiger, 

Lehrer  der  Mathematllc  mid  Pbydlk  an  der  höheren  Bnrgerschule  s« 
Sincheim  bei  Heidelberg. 


Es  IsH 


:  /7t  ''tf^v' 


sm 
fBr'a>0  und  <4. 


•i      ?  ..  -      •;  i         ....    •   X 

Es  ist- 


Jo* 


(2j?*— g^— ft«)8j? 
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Wenn  F(a?+«y)=  V+iV,  so  Ist  i 

Sßü      yp   8»F      yy 


Es  ist 


/' 


CO«  (fr  tg  9)  3^=5  2  ^-^ 


Hiscellen. 


Von  dem 

Uerm  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

^  an  der  Univeraität  xn  Jena. 

Die  Summe  der  Reihe  l"4-2>*-|-3»-|-....-f  1«  iSsst  sich  bekannt- 
lich in  Gestalt  einer  nach  Potenzen  von  r  verlaufenden  Reihe  dar- 
stellen, und  man  zeigt  diess  gewohnlich  mit  Hülfe  einer  der  tpver- 
sen  Differenzenrechnufig  angeböri^en  Formel ;  es~  scheint  dagegen 
noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein^  dass  man  zu  demselben  Re- 
sultate auf  einem  ungleich  einfacheren  Wege  gelai^en  kann.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  mit  f(x)  die  Summe  der  Reine 

«*  +  «*' +<^'* +  ..  +  «'*,  .(1) 

so  ist  durch  nmalige  Differenziation  nach  x 

\  •  ■    '..t 
und  folglich  für  :r=0 

/^(«)(0)=:l«-^»^.»•+...-^f*.  y  (2) 

Hieraus  geht  hervor,  dass  es  nur  darauf  ankommen  würde,  den 
nten  Diflterenzialquotienten  der  Funktion  f{x)  zu  entwickeln,  was 
auf  folgende  sehr  leichte  Welse  bewerkstelligt  werden  kann. 
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Bringt  man  die  bekannte  Formel  ftlr  die  Sumtniniig  def  geo- 
metrischen Progression  in  Anwendung,  indem  man  die  Exponen- 
tial&T«isse  e*  an  die  Stelle  des  Progresslobsexponenten  setzt,  so 
fin&t  man  leicht 


woßlr  wir  ^schreiben  wollen 

A-)  =  ^'t:^x.  ,,„,(3) 

was  offenbar  mit  dem  Vofhergehenden  znsammenfiillt.    Wenn  nun 
überhaupt  f(x)^=(p(x)il/(a:)  ist,  so  gilt  bekanntlich  die  Formel 

+*»ag><«-«)(.r)Vi''(^)  +  .... 
.undr  ßr  ar=0  -         . 

•      /t«)(Ö)=no9>^»K0)*(0)  +  Jfi9^«-i)(Ö)if;'(0)         |        '['^ 

+  «,g)^'^)(0)t''(0)+....j 

Diess  iSsst  sich  leicht  auf  unseren  Fall  anwenden ,  indem-  man 

nimmt»  und  man  erh&lt  dann  Folgendes. 

1.  Vermuge  der  bekannten  Reihe  fSr  ^*  ist 

und  folglich  i&r  ein  ganzes  positives  p 

9<'>(P)=^-  (6) 

2.  Nimmt  man  in  der  bekannten,  fllr2»>z> — 2»  geltenden 
Reihe: 

jcotjz  —  ^  ~1.2  ~1.2.3.4"""' 

worin  BiyB^i  iSft,...  die  Bernoullischen  Zahlen  bedeuten,  2=;a?V— 1, 
so  wird 

.ei'  +  e-** 


•el'-e-** 


_1      i?ia?        i?»3:»     .     Ä^a:« 
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stellt  Man  Ae  liDk^  9eitd  tn  dt«  Fbnu 

nittltipllcirt  damaf  mit  x  .Qod  tramftponlrt  ^5-»  so  ergiebt  sich 

^*^-l-e-'-*  +  2  +T2  ~1.2.3.4  +  — ' 
und  hieraus  findet  man  der  Reihe  nach 

^(0)=1,  •.p'(0)=s;; 

■  I 

^«)(0;=r(— l)4«+*Ä,-i  far  jedes  gerade  ^>0, 

^(f)(0)s=0   für  jedes  angerade  f  >  1. 

Sabstituiren  wir  jetzt  in  die  Gleichung  (5)  das,  was  die  Formel 
(6)  für  p=ity  n  —  1,  n  — 2,....  und  die  vorstehende  fiir  9=2,3,4,.... 
giebt,  so  gelangt  man  zu  dei*  Gleichui^ 

l»+2«+»»+....+i-i 
und  diese  enthält  die  vptlstftndige  Losnng  unserer  Aufgabe. 

.  .     j      •     •  :    .1;.  . 


1    •     '.'.'. 


1  \  .  , 
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lieber  die  AufUtoimer  reiner  Oleichnn- 

sen,  insbesonaere  solcher  des  dritten 

Orades  dnrcli  KettenJbriLclie. 

Von  dem 
Herrn  Doctör  ^.  W.  Grebe, 

GyrnnMiallehrer  sa  CiisseL 


In  der  Gleichung  a^^^D  wollen  wir  nicht  allein  n»  sondern 
auch  D  als  eine  positive  ganze  Zahl  voraussetzen»  und  nun  die 
reelle  positive  Wurzel  dieser  Gleichung»  die  wir  uns  jedoch  nur 
als  irrational  denken  und  mit  scq  bezeichnen  wollen,  durch  den 
gemeinen  Kettenbruch 


[IJ     aro=fl'i  .J. 

^i^2+ ...  1 


•+„+.... 

ausdrücken,  zugleich  aber  auch  die  Mäherungswerthe  dieses  Ket- 
tenbruchs durch 

Bezeichnen  wir  den  auf  ^i  noch  folgenden  Kettenbruch  durch  —9 
SO  ist  für  t  ^  ft 

[2]     j    •  1 

Daher  ist  insbesondere 
Theil  \.  93 
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Der  allgemeinere  Satz 

[3]  x.  =  **-^^o7^^-s 

welcher  hiernach  filr  t=2,  und,  wenn  man^  wie  zu  geschehen 
pflegt,  a-.|=0,  6-1  =  1,  00=1»  6o=0  setzt»  auch  fiir  1=0  und 
1  =  1  richtig  ist»  lässt  sich  leicht  durch  den  Schluss  von  i  auf 
t  -f  t  heweisen.  Setzt .  in^  oAmHch  in  die  zweite  Formel  [2]  den 
Werth  [3]  und  reducirt»  so  erhält  man 

woraus '  das  zu  Beweisende  durch  Anwendung  der  bekannten 
Formeln  \ 

sogleich  folgt  Fast  noch  einfacher  hätte  man  sich  von  der  Rich- 
tigkeit der  Formel  [3]  fiberzeugen  können»  wenn  man  von 

Ä<+i"~  6(^1+1 +Äi-i 
zu 


a?o= 


biXi  +  bi. 


fibergegangen  wäre»  und  non  diese  letzte  Gleichung  nach  xt  auf- 
gelöst nätte. 

In  [3]  lässt  sich  nun  der  Bruch  rechts  vom  Gieichheitszeieben 
mit 

erweitern.    Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

[4]    <i<--6^/>  =  (-l)'*f, 
[5]    6i»~'6£-i/>— tff«-ia*-i  =  (— l)'Äf; 

so  erbalten  wir  durch  die  angedeutete  Erweiterung,  bei  deren 
Ausfahrung  in  Be,ziehung  auf  den  Zähler  vnt  poch  den  bekannten 
Satz  aj6j~i— qf.]6/=( — 1)'  herficksichtigeb  mfldsen, 

[6]    ari= j^ . 
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Mao  kum  j^oeh  »nph  den  Brucb  ia  £3]  mit 

erweitern.  Alsdann  ergibt  sicll  imf  jUinlicbe  Weise»  wenn  man 
noch 

setst» 

Jetzt  huiacw  melk  ile  Fornnetn.    ., :  '        . 
at^-^sz  kibi^i  T-ft+i  Ä<> 

leicht  beweisen»  wenn  man  in  jeder  derselben  aäf  der  rechten 
2;^ette  das  den  Gleichungen  \4],  [5]  und  [7]  Entsprechende  setzt 
und  dann  reducirt. 

Weil  f&r  ein  m^gerades  {  t-<^o  Qnd.fiSr  ein  gerades  t  t->^> 

so  ist  ii  immer  positiv.  Von  ht  und  li  soll  in  dieser  Beziehung 
bald  nacbheir  ditf  Rede  «einL 

Setzt  man  in  [6}  statt  ^  überall  den  Näbening^wertii  ^f  «o 

setzt  man,  wenn  i  ungerade  ist,  zu  wenig,  dagegen,  wenn  i  se- 
rade  ist,  zu  vwl;  Bezeichnen  wir  den  begangenen  Fehler  absolut 
genommen  durch  ov^  so  erhalten  wir  statt  [6]    ' 

[10]    ;rfÄ— ^^  -    ' — - 

Benutzen  wir  auf  ähnliche  Weise  den  Näherungswerth  ^^  bei 
[8],  so  ergibt  sich 


[Jl]  xi^ 


Man  hatte  aber  auch  in  [6]  sowohl,  als  m  [8],  zuerst  ar^ss    ,_^» 

V=äiÄ=^rf  ^a"-*-^*  '^""^.^ib'  ""*  ^»^  «t»tt  ie#^  i»eu 

«8« 
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aufgetretenen  oto  den  Nfiherungswerth/dort   vj,  hier  x~»  setcea 

konnenr.    Heissen  die  8o  begangenen  absoluten  Fehlet  ßi  und  ßt^i, 
so  hat  man 

[12]    :r<= "  ^^ — 

ri3]    «,= .Li   **"' . 

Wenden  wir  bei  den  Gleichaneen  [lOX,  [111,  [12}  und  [13] 
die  Formeln  in  [9]  der  Reihe  nach  zu  Sfmstittitiönen  an,  so  er^ 
halten  wir 


[14J 


nht  .  (n^l)6»-i     (>-l)'g< 

*'=  IT  + Fi — ÄTT' 

t_(n-l)&f       nk    .(^lyat^ 
xt         bt-i         it-i  "*"       *t_i     ' 

f    l_(n-t)at       n/<       (-l)<<?f-, 
arj  <n_,  ^-,  «-1 


ationale) 


nAf     (n-l)ftr,t     ^^  nji      (i»-l)a^ 


n  — 1 
ftllt.    Diese  Grenzen,  deren  Abstand   — -r--  ist>   rücken  mit  dem 

aiOi 

Wachsen  von  i  immer  nfiber  an  einander.     Wir  wollen  dieselben 

indessen  noch  auf  andere  Weise  ausdrücken.    Da 

so  ist 

und 

«t-i  1 


Durdi  Wiederholte  Anwendung  de9 letzten  Gesetzes  bekommt  man 
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und  mit  Hälfe  äbnlicber  Schlfisse 


^^1       I 

5^*-l  X T  — . 


Bezeicboen  wir  diese  eben  erbalteaeaKetteobrücbe  einmal  durcb 
-und ,  80  füllt  X 

Istiiiui  t^3,  so  bat  man 


.J_u„d  _1—    ao  füllt  :r*  awiscben  "^+^1— i  md  ?^+?.-'* 


Diese  Formeln  setzen  uns  in  den  Stande  sobald  die  Recbnung 
einmal  Im  Gange  ist,  die  ffrOsste  in  Xi  entbaltene  ganze  ZabI  gt^i 
aus  gi,  ki  VLna  ki  mit  Sicherheit  zu  ermitteln. 

Zu  einer  andern  Grenzbestimniunff  fährt  auch  die  Vergleicbung 
der  zweiten  und  vierten  Formel  in  [14] ,  welche  wir  jedoch  fiber- 
geben, da  die  Ausdrücke  minder  oraucbbar  ftlr  die  Anwendung 
werden. 

Eine  einfache  zwischen  gj  k,  h  und  /  stattfindende  Relation 
ergibt  sich  durch  die  Verbindung  von  [6J  und  [8].  Erhöbt  man 
in  der  zuletzt  angefahrten  Formel  alle  Indices  um  eine  Einheit,  so 
stimmen  die  irrationalen  Glieder  beider  Formeln  flberein.  Drückt 
man  dieselben  auf  doppelte  Weise  aus»  so  ist 

Macht  man  nun  eine  Substitution  aus   der  ersten  Formel  [2] ,   so 
erhält  man 

[lö]  gi+iki'-hi^li^^.       \    '    ■    : 

Es  Usst  sich  nun  auch  die  Frage  über  den  posiÜTen  oder  ne- 
gativen  Werth  von  h  und  hi  entscheiden.  Nach  FU]  i«t,  w^n 
wir  unter  gt,,..  gewisse  zwischen  gi....i  und  ^....^  tollende  Wertbe 
verstehen, 

nhi     «  —  1 

-=(„_i)^,....-^. 
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[17] 


390 


nhi  n — 1 

tili    ,    -.         1 


Der  letztere  der  beiden  Ausdrücke  in  ^l?]  ist  nmi,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  stets  positiv,  daher  hat  Jauch  h  diese  Eigen- 
schaft;   der  erstere  aber  Kann  positiv,  negativ  und  auch  null  sein. 


A|i=0,  jeiiachdem  Xiffi„^.=n  —  1. 

Für  it=2  ist  die  Bedingung  xigi....'>n*^i  ImlneF  etfföHt»  AcaUa. 
'         -  iv.     Fü 

i^ohl  ^i  I 

poüsitive 
möglich. 

Für  n  =  2  wird  auch  hi  =3s  li,   "wie  aus.  [S]  und  [7]  sofort  er 
hellt,  und  aus  [6]  und  [8]  ergibt  sich  idsdahn 


weiter  durch  Verbindung 


^ 


Jizs. 


ood  daan  durch  Reduction  und  EinliliiruDg  vOA  D 

[18]   I>^Ki*+kikt.i 

folgt 

Für  n=3  erhält  man  ans  [6]  and  [9| 


fl*-i  ^+  **-i  a^*— & ' 

Setzt  man  auch  Mer  die  beiden  Werthe  r^hler  Hand  gleich  tmd 
reducirt,  so  erhält  man 

0=     aibi^iD  +  ai^ihiXo  +  aiUi-^Xo^  i 

•f  a^  biD  -f  hibi^  Dxq  +  6,-1  hiXo* 
—hih  —  af  &:ro  —  bdix^^* 
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f^ril|is  /^egen  der  Irrationalität  vona?o  ^'*®  ^^^^  Gleichungen  folgen : 

i     /    .  ' 

'     '  6f  ft  =  «f  ai-i  +  4f-i  Af. 

FQr  höhere  Wertbe  von  n  kann  man  zwar  fihnliche  Formeln 
ableitfen«  tkch  feekhneii  sieb  tlieaelbea  nidit  durch  be«ooder«  Ein'- 
fashlieit  a«B. 

Wir  Wollen  jetzt  eine  allgemeinere  Bezeichnung  einfllhren ,  in 
Beziehung  auf  welche  die  bisher  mit  k,  h  und  /bezeichneten  Zah- 
len nur  besondere  Fälle  sind.     Es  soll  nämlich  jettt  debi  Symbol 


(n\  die  Bedeutung  beigelegt  werden ,  dass 

V  [41]  (- 1)'0 :^i^&;::^/>-^  ^^^iz ' ' 

wyb^k  r  null  und  Jede  positive  ganze  Zahl»'  £e  "Tn  ist,  bedeu- 
ten kann. 


Es  ist  aisdano 


Substituirt  man  otin  anCder  rechten  Seitfe  von  ^31^  unter  An- 
wendung des  buiomischen  Lehrsatzes  atatt^^A;  una  4H  bezüglich 
f>i-\Si\roi^%  und  i^^^t^di.^,  ordnet  äann^  das  •Oran)ke  nach  Po- 
tenzen V(Ai  gi^  reducirt  und.nebt  mit  (-AI)'  Auf,  sd.eifaält  man 

[23]  -G)=C»>^'  *^f  (3^H}r?GD^''-'+ • 

Diese  Gifeichung  heisst,  wann  man  statt  «r  übcp^aü  n  schreibt, 
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Benutzt  man  die  Formel  [23],  um  nach  und  nach  (  **)'  l'^)' 

\^jf  u.  s.  w.  bis  zu  (  n  K   dessen  negatiyeD  Werth  man  in  [24] 

hat,  auszudrücken,  multiplicirt  dann  den  ersten  dieser  Ausdrücke 

mjt  +gi^,  den  zweiten  mit  —  -j ^i"~*,  den  dritten  mit  H — >  ^  y<*^^ 

u.  s.  w.,  den^  vorletzten  mit  ( — l)*^^9iy  den  Fetzten  endlich  mit 
X—  1)"»  und  addirt  diese  Producte  sfimmtlich;  so  hebt  sich  rechts 
vom  Gleichheitszeichen,  wo  man  die  Entwiokelung  von  (1^1)" 
zu   beachten    hat.    Alles    mit   Ausnahme    des    letzten    Gliedes 

(—  1)"—*  (  *  )  ^9  ""^  ™****  hat  also 

"\ 

m  (-•>-'(,y=(7)».-r(?)»"^'+'T^*(7>-'- 
■ +  (-■)-"4r'(?)»''+  <-'A"rr?'>+(-'K;)- 

Für   die  speciellen  Werthe  2,   3  und  4  von  n  ergeben  sii^h 
noch  folgende  Formelgruppen,  die  \nT  bemerken  wollen^    Aus  [23] 

;(?)=-a>-(i<) 

'">  1  (f)p-(i>"-<i.>-(io  • 
0=-(i>-(i.) 

„^  ,  (0=-(i>-(i>-(i.) 

e)=-«>--»ü>"-<i>.-(A) 

Ferner  ans  [25] 
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Durch  Verbindung  der  zweiten  Gleichung  in  [26]  mit  der  ersten 
29]  durch  Additioh  und  Subtraction  leitet  man  unter  Berfick- 
itigung  des  sich  aus  [22]  ergebenden  Satzes 


[31J 


[30]  CD=-GO 

noch  ab  ' 

Ebenso  folgt  aus  der  Verbitidung  von  [27]  und  [29] 

aJ<9=CCD-CiO> 

so^  wie  endlich  aus  der  Verbindung  Yon  [28]  und  [29] 

iCD-ÜD=<CO-C0V 

Potenanrt  man  die  oben  in   dem  Beweise  für  [3]  ber^itsr  er- 
wähnte Gieichmig 

f 

.    Digitizedby  VjOOQIC 


SM 

mit  n  und  redudrt,  so  erhält  man 

[041  o=(«)*<" + j  C?')^'"'+nrr^T)*'"^"+ - 

I 

Es  ist  also  insbesondere  auch 

Wenden  wir  uns  nach  diesen  Ergehungen  anf  allgemeinem  Ge- 
biete zu  der  Verwandlung  der  Cubikwurzeln  aus  ganzen  Irrational- 
zahlen In  Kettenbrfiche,  so  werden  wir  auch  wieder  der  Bezeich- 
nung der  hier  in  Betracht  kommenden  Zahlen  durch  k,  h  und  / 
als  der  bequemeren  den  Vorzug  geben. 

Die  grOsste  in  VJO  stectcefide  ganze  ZaU  idrd  oflenbal'  gi. 

Da  Aun  der  erste  Nfiheningsbnich  V-   Ist,   so   hat   man   Oi^gi, 

bizs:l   und  weiter   in  Gemässheit  der  Formeln  [T\,   [51  und  [4] 
4=^1,  hi^gi*9  *!=/>— ^1*.   Nach  der  Folgerung  aus  .[14]  buss 

nun  Xi  zwischen  -j^  und  y^ -i —    liegen,   und  g^,   wehAes  die  ^ 

^*  — 3A 

grosste  in  xx  eathalteae  ganze  Zahl  ist»  ist  ^  -A^  jedeoMs  aber 

3Äi      2  ' 

<  -j-^  H —  sein.   Es  bleibt  hier«  namentlich  bei  kleinen  Werthen  von 

^      9^  • 

gi  9  oh  die  Wahl  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  als  Bewerbern  um 

S,  ein  Fall,  der  sich  auch  bei  einem  grosseren  Index  ereignen 
Ain.  Kao  probire  alsdann,  h^lte  aber  bei  allen  Proben  zur  Be- 
stimmung eines  ^i  bei  Kettenbrüdien  fblgetide  Regel  fest:  war 
gi  zu  gross,  so  ergibt  sich  sp&ter  gt^i  oe§»tiy;  war  ^i  zu  klein, 
8o  ergibt  sich  gt^i  als  Nall.  Aas  g^  und  den  früher  tefixndenen 
Zahlen  folgt  4  ^^ch  [16]  od^r  der  ersten  Formel  in  [271,  h^  und 

Öl  48t  d«rch  -die  zweite  und  dritte  Formel  in  [27]  bestimmt 
lUle<lii(uill  kann  nun  immer  Anß  neue  gt  mit  BülTe  TOn  [15],  das 
neue  li,  ht  und  tu  durch  [27]  gefunden  werden.  Jedes  weitere  Oj 
und  6;  wird  nach  den  Formeln  ^j^ai-iOj-h  <>i*-a  und  bi^=zbi^igi 
4>*fii  iiei^chnet  Ffir  den  practiscfaen  Gebmuch  haben  sidi  mir 
die  aus  [27]  leicht  abzuleitenden  Formeln 
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IM 

Af  =  (/|  —  Äf-J  ji  —  6-1 , 
Ui=(hi^igi  —  Äi  +  2/i^)^i  +  Ai-s 


da  die  beqiMflMteii  bew&birt 

Die  hier  folgende  Tabelle  eötbält  für  alle  ganzen  Zahlen,  die 
kleiner  ab  64  und  Ar  die  CnbikfviirzeF  irrational  elnd,  eine  Zn- 
iammenstellaog  der  Werthe  Ton  gt,  U,  hi,  ki,  tu  und  6i,  t  von  1 
his  10  genommen.  Ich  behalte  mir  vor,  über  die  Zahlen  dieser 
l'abelle,  welche  ich  nach  der  soi^fölti^en  Controle,  der  ich  die- 
selben unterworfen  habe,  als  ganc  frei  von  Rechnungsfehlern  be- 
trachten darf,  später  noch  weitere  Bemerkungen  zu  machen.  Hier 
eei  nur  mit  Riicksiclit  auf  die  Anmerkung  4)  des  Herrn  Seeling 
ün  VlII.  Theile  des  Archivs,  Seite  80.  unten,  aufdenWerth 

4»  =3  0  bei  V49  aufmerksam  gemacht 
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Belrachl; uns  der  Coefttcienten  in  der 
Entwickeluni:  des  Products 


nacli  stelfpenden  Potenzen  von  sc. 

^      Herrn  L.  Schläfli, 

PrivatdocMiteB  der  Matlieimitik  mn  Ben. 


Wenn  ivir  dieses  aus  n  Factpren  zusammengesetzte  Prodact 
der  Kürze  wegen  mit  P^^^  bezeichnen,  so  haben  wir 

P(»+i)=(l+na:).P(»). 

Setzen  wir  nun  fest«  dass  P^^h^l  und  n  eine  ganze  (positive  oder 
negative)  Zahl  sein  mfisse,  so  ist  die  Matur  dieses  Products  hin- 
reichend .  bestimmt    Aus  dieser  Definition  folgt  nun 

P(-J)  =  :i-i~  ,  P(-^  =J  >  '     ,,  ,  ,  etc., 

1— .r  !  (1— ar)(l-2j:) 


iberhaupt 


^  "^~a-^)ri^2a:)..,a-n^)'  ^*^ 


Die  ^ntwickelung  deet  Products  i^")  besteht  aus  einer  endlichen 
Zahl  voü  Gliedern,  wenn  n  positiv  ist,  verwandelt  sich  aber  » 
eine  unendliche  Reihe,  sobakl  n   negativ  wird.    In  diesem  Platte 

nmss  a:  absolut  kleiner  als  -   angenommen    werden ,    damit    die 

n 
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Reihe  coDvergire.   Dienkt  man  stell  nftifilieh  in  (t)  die  Brüche  r , 

1  1 

___,... ^j nach  den.  steigenden  Potenzen  ven  x  in  Rei- 
hen entwickelt  und  Aese*  Reihen  In  Einander  ttitfltiplicirty  so 
werden  im  Prodoete  <  Sf|iiunitliche  Oopfficienten,  wie  man  aus  ih- 
re^ Formaflon  ersieht,  kfetner  iverden«  nis  wenn  man  die  Reihe 

filr  ,  ■■  ,  «  2iir  nten  PotßD2  erhoben  hätte.    Da   nun  die  Conver- 

I  -^nx 

genz  der  Bntwickelung  von  (1— «ar)^»  fär  na:<l  als  bewiesen  an- 
erkannt ist,  so  ist  um  so  mehr  aucl^  jene  Reihe  fär  P^-^)  conver- 
gent,  sobald  nx  numerisch  kleiner  als  1  ist 

Wenn  wir  jetzt  den  Coefflci^nten  von  a^  in  der  Entwickelung 

n 

von  P^*)  mit  Ci  bezeichnen,  so  dass 

/>(?)=  n  (i+ix)=z£t:kx^  (2) 

fc=o  .      <     .         j 

n 

;fsU  «o  kfio^eii  iw4r  bemerken,  d^tss  fär  tfn  positives  n  d  w- 
schwindet.  Sobald  i>n— ^1  wird,   und  dass  lur  n=zO  nur  der  <Do- 

elBcient   Q=l  übrig  bleibt;  ferner  ist  immer,  welche  ganze  Zahl 

n 

auch  91  sein  mag,  Co=l.  Wird  nun  dieGleicfaung  (2)  mit  l+nx 
roultiplicirt,  so  erlitt  man 

I  » 

woraus  sich  durch  fVergleichung  der  entsprechenden  Coefficienten 
folgende  Relationeta  ergeben: 


114:1         *  n, 


fiM  n  II      • 


(3) 


.  Dvteh.Suinmation  arithmetiscbei' Reihen  gelangt  man  nun  vermit- 
tels^ ^eser  ^elatlMen  nach  liivi  niok  fett  fotgenden.  allgemeinen 

Ausdrücken,  in  denen  der  Kürze  wegen  ^^^ V  <>    ^^~^ 

=  C^^  gesetzt  Ist: 
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Cn  ^  15«»— 30»« +  5«+2 
sj 48  ' 

U«   8.   f. 

Es  bietet  sich  also  ffir  die  fraglichen  CoefScienten  die  Form 

i  i 

dar,  wo  die  GrCssen  Bi,  B^,  etc.  vennSge  der  .Formeln  (3)  durch 
folgende  Relationen  bestimmt  sind: 


Ä,=3ff,+(f+3)2?i, 


'^^*=^(H-1)  ^+(i+f.+l)4i-i  .1 


s;= 


( 


(2<+l)Ä»^'. 


fiHhl  <t  n 

Wenn  man  nfimlich  iti  der  Formel  G^-i^  CIt+i  -|-  nC^  die  Reihen 
(4)  substituirt»  so  ist  zu  beachten^  dass 

und 

Ans  den  Relationen  (5)  erhält  man  nach  und  nach: 
Ä.=2*fi-(t+3). 
fli=0  {*•+*- (]^)  .(»  +  5).2'<-»  +  (i+4)(i+3)+l|, 
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•    -[(«+6)(t  +  4)(»+3)+3(i+4)+l]}, 

-"  (3)[(»+7)(i  +  6)(»+6)+6(i+6)+2]2'+i 

+;[(H«)(*'+5)(»+4)(E+3)+6(£  +  5)rt-  +  4)  +  4(J+4) 

*   ^  a.  8,  f.  .■.•■•• 

In  diesen  FormelD  wurde  der  CoeiBcieDt  ies  ersten  Gliedes 
nach  Berechnung  aller  übrigen  CoefBcienten   aus   der  Bedingung 

Ä-  =  0  hergeleitet,  wobei  es  bemerkenswerth   ist^  dass  in  allen 
▼ter  speciellen  Fällen  derselbe  innerhafb  der  Klammem  s=  1  sich 

ergab.     Man   kann  sie  überdiess   noch  an  der   Gleichung  &  = 
3.o.7...(2i-f  1)  prüfen.  Um,  wenn  es  raSglich  ist,  über  das  Bildungsge- 

setzder  GrOssen  Bi,  B^j  etc.   etwas  Allgemeines  zo  erfahren, 
wollen  wir 

a 

setzen  und  den  Zuwaehs,  den  A^  erhilt,.  wenn,  darin  i  in  f-fl 

a 

Übergebt«  durch  4d*Au.  bezeichnen.    Substituirt  man   diesen  Ans- 

I  "^  i+i  < 

,  druck  für  Bu  und  die  analogen  für  Ba^  und  Ba-x  in  der  aus  (5) 
gezogenen  Gleichung: 

'i«  =  (a  +  l)Ä«  +  (t+a  +  l)Äa^> 

und  ordnet  nach  den  Grundzahlen  derjenigen  Potenzen,  in  deren 
Exponenten  i  vorkommt ,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

,  -(a+l)^/.io=:0,  .    '  ^-       ' 


a  a  ee— 1 


a  a  a — t 


(7) 
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aus  denen. Dach  und  nach  geschlossen  ivarde: 

o 

i.  =  (i  +  2«)(i+2a-lj+a-l, 

i4=(t+2«— 2)(t+2a— 3)(t+2te-J-4)(i+2a— 6) 

+<«-3)[6(t  +  a<«-3)(i  +  2«-4)+4<i+2Ä-4)+3«--7J, 

ii=(i+2a  — 3)rt+.2av-4)(i  +  2«-5)Ci+2a-.6)(i+2a— 7) 
+ (aH^4)  [10(i+2tf-4)  «+2«-6)<t +2a —6)  +  10(f +2«-5)(i+2a-6) 

+5(3a— 10)(i  +  2a-6)+26c— 94], 
o»  s*  f* 

Es  eilieUet  sogleich,  nach  welchem  Gesetz  die  eisten  Glieder 
dieser  Ausdrücke  gebildet  sind.  In  Betreff  derjenigen  Ag^gate, 
die  der  Reihe  nacn  mit  a  —  1,  «-^2,  a — 3»  a  —  4  multiplicirt  sind« 
ist  zu  bemerken,  dass  die  CoefBcienten  der  ersten  Glieder,  näm- 
lich 1,  3,  6,  10,  eine  arithmetische  Reihe  «vteiler  Ordnung  bil- 
den und  daher  dur^h  C^y  CiD'  ^<^^  ^.J^  dargestellt 
werden  können.  Die  Coefficienten  der  zweiten  Glieder  1,  4,  10 
bilden  teioe  arithmetische  Reihe  dritter.  Ordotangimd  sind  daher  C^  J , 

/^  "),  \\\  zu  schreibenu     Schwieriger  wird   die  Betrachtung 

der  CoefBcienten  der  dritten  Glieder ,  welche  nun  schon  a  enthal- 
ten; diese  lassen  sich  so  darstellen: 

(J3[3(«-4)+8]  ,  (2)[3(a-ß)+8]. 

SO  dass  {  ^  j  [3(o  —  f^)+^l  ihr  allgemeiner  Ausdruck  ist. 

Durch  diese  Induction  werden  wir  darauf  geführt,  folgende 
Formel  zu  versuchfsn: 

i;=,.»...,|0+V*') 

WO  der  zu  bestimmende  CoefBcient  Ki  eine  Function  von  a — ^ 
bezeichnet,  die  sich  nicht  verändert,  wenn  a  und  ^  zugleich  in 
a  —  1  und  \L^\  übergeben.  *  um'  mm  die  betreffend^  Formel  aus 
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3»l 

(7)  hierauf  anweDden  zu  können «  muss  man  dieselbe  nach  dem  iinte^ 
aem  Zeichen  2  in  (8)  enthaltenen  binomischen  Coefficienten  ordnen, 
welche  säaimt)ic|i  im  Zähler  ^hres  Ausdrucks  i-{2a — 2ft-|-4  als 


letzten  Factor  haben.     Thpt  man  dieses,-  so  ist  man  berechtigt, 

jeden  besondern  Factor    eines  die 
Zahl   (  implicirenden   binomiicben    Coefficienten   gleich  Kuli   zu 


setzen^  woraius  die  zur  Bestimmung  i^n  A^»,X^,  a^,...  nothieen 
Bedingungen  sich  ergeben  werden.  —  Man  erhält  nun  zunächst, 
indem  man  (8)  nach  i  differeneiirt, 

^.3.,.,,..,i(;'+»;-f+^      .  \ 

Da  aber  die  unter  dem  Summenzeichen  enthaltenen  binomischen 
Coefficienten  als  letzten  Factor  ihres  Zählers  i  +  2a  —  2(i+6  ha- 
ben, so  müssen  sie  in  Summen  sokher  verwandelt  werden,  wie 
sie  in  (8)  vorkommen.    Nun  ist 

Da  nun  für  ein  bestimmtes  B  die  andere  laufende  Zahl  c  von  0 
bis  S^^i  geht,  so  Ist  jetzt 

..i=i.,...,iC*';zr^ 

Ferner  bekömmt  man  aus  (8) 

(i+.+i)'5i.,=i.2...(,.-i).j«+.+i)(:^+*j;ij'+i) 

Hier  ist  nun  ' 
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abö'ist''  ■■.....;■. 

+    ^x    <«-'*-*  +  *>(.%-.- 2      Ji.2...(.  +  1)J1- 
Nach  diesen  Vorbereitungen  giebt  die  Substitution  der  Ausdrucke 
für  J^,^/.  J/c,  Jfi-i  in  der  Formel  (7)  folgende  Gleichung: 

a  a  '  a—i 

ft^i  w+2«-i»— fl+w  r     *^»     —  i»    ^»-1 

-(«-'*+»>  17 rr2:^2)]|-'>-  ^> 

Setzt  man  hier  die  Factofen  der  eihzeloen  binomischen  Coeffici- 
enten  der  Null  gleich,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen,  m 
deneo  d^r  Kürze  wegen  d— 'fi+l=/J  gesetit  ist: 

Aj  =  l  .  Kq  9 

JI!,=3Är,+^(4Äi+4.3Jto), 
JSj=5Ä4+/J(61if,+6.5Äi  +  6.6.4iri +6.&.4.3*ro) , 

U.  8.  t 

Führt  man  die  Rechnung  wirklich  aus,  so  findet  man 
Ko=l. 

*,=3|S+2, 

JSr,=25j5+6, 

Ä4=15iJ«+19p/J  +  84.   .  , 

.  V.  8.   C' 
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.     II Wenn  Bjr^\  /^ — •  gesetzt  wird,  00  hat  man  xftt  Bestim- 
niiiiig  der  Grössen  H  in  Function  von  ß  folgende  Recursionsformel : 

Die Entwickelung v^n,  JY«  nach  den  steigeiiden  Potenzen  von ß  sei: 

Äi=6o  +  M+«^ß*— +  *"1^'*+ (11) 

Aus  der  Recursionsformel  (10)  folgt  sogleich 

^0=1.  (12) 

und  wenn  wir  abkürzend 

g>(«  +  l)— g?(n)=^/9(n)  und  .g?(l)  +  9(2)  J+g>(«)=:/9(n) 

setzen,  wo  dann  /9(0)=0  zu  nehmen  Ist,  so  folgt  aus  (10)  flir 
fi>0  die  Differenzengleichung:   • 

in  weichet  Ou^ii,  dbit=fi  za  nehmen  ist,  deren   Integral  8<nnit 
durch  die  Gleichung 

dargestellt 't8t    Vollzieht  man  die  Integration  ftlr  ft:=:l,  so  er- 
h&lt  man, 

•_n(n+l)_   ri^  . 

*,  =  — 2 Jn  ^^^^ 

Für  fi=2,  fi=3  liefert  die  Integration  ebenfalls: 

+  C  2  jy  nj  jT-i  ""7  n  y  ;my  ;j=2- 

Setzen  wir  nun  der  Abkürzung  wegen 

Theil  X.  26 
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so  dass 

(i+O('+l)0+l)  c+o 

wird  9  und 

80  haben 'wir  die  Gleichungen 

«        fli   m 

n        M   •        »    » 

■         ■    «         n    fi         «    fli 


we^shalb  die  Vermntfaung  entsteht ,  es  mochte  überhaupt 

Ä^=^0-.iy--'is^<,   '  (16) 

WO  oi  eine  ganze  Function  (t-t-l)teii  Grades  von  n  bezeichnet, 
die  für  •>!  durch  9i(]i-f])(n  +  2)   theilbar  ist,    die  allgemeine 

ii 
Form  der  Grossen  6^  sein.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Vermnthung 
zu  prüfen,  müssen  wir  nachsehen«  ob  die  Gleichung  (13),  wenn 
bis  SU  einem  gewissen  Werthe  von  u  die  Gleichung  (16)  v^rifi- 
cirt  worden  ist,  för  den  unmittelbar  folgenden  Werth  von  fi  wie- 
derum einen  Ausdruck   von  der  Form  (16)   als  Aequi?alent  der 

* 
Grosse  b^  gebe.    Zu  diesem  Zwecke  substituiren  wir  die  Formel 

(16)  in  der   Differenzengleichung    (13)  und    ordnen    das  Ganze 

n  fi 

nach  den    transcendenten  Functionen  Sfx^.     Da  nun    dSfi^i  = 

1       " 
-VT-  Ä^— f-1 1  und  daher 

d.uiS^^i^  ^"Tl  *M-^-i  +-^0'-  Sß-^ 
ist,  so  wird 
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ngd  die  Gleichung  (13)  erhSit  di«  GeAtalt: 

i        •         1    H-i  »f  1  1     — 

r Ji+ä "  Mhl  •         '   nT3 (  *"-* 

n 

Da    hier   itfd   6ntsprdh«iid«d  C^efBcieoten  der  FulictioDen  tf 
gleich  sein  müssen^  so  folgt: 

«  M-i  flH-t  » 

^  n+2""     («+l)(n+2)  "^  (n+l)(nl3)  "^  («+l)(n+2) 

(«+I)(n+2)1JHT)-  ^"^ 

fl  ■ 

Uehef  dib  AnCfcngswerthe  der  FUnctioBeii  «i  und.  ^oi  ist  Folgec 

des  zn  bemerken^  Da.iS^^sl  oder  0  wfard,  jenachdem  f&=0  oder 

>Oist,  und  da  ^p±rl  oAef  0  wird,  jenachdem  fi=:0^  1  oder  >1 

ist^  8^  Ist  auch  überhaupt  bu^au  und   far  ii.>0  insbesoi&dere 

/*3ea^--aju^.     fär  ft>0  ist  aber  i^ x=  6/«  £=: 0 ,  dagegen  ist  b^ 

=  1;  folglich  ist  aach  ao=l    und,  wenn   fA>0  ist^  0^  =  0»  a^ 

r=:a^u-i=^Oo^^9  <^^o  ^8^  1^'  jedes  ganze  und  positive  (von  NüH 
Terschiedene)  fi 

0  o 

aß  =::  0«  Jaß  =  L 

Wenn  also  in  der  Gleichung  (17)  t>0  ist,  so  hat  die  Funistion 

« 

-~^  bei  n=0  den  Anfatigswerth  ^»  denselben ,    den  auch  die 

Function  .    ,^7}  .  gw  l^^t.    Man  darf  daher  als  erstes  Int<A^al  der 

(«+l)(n+2)  ^ 

Gleichung  (17) 

\  m  »fl 

^ai a/-t 

n  +  2       (n+I)(n  +  2) 

26* 
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setzen,  wo  q>(ß)z=:0  sein  eoll.    Aus  dieser  Gleichung  folgt 

0 

und  da  ai  verschwindet,  so  bat  man  als  sweiteM  Integral ; 

a<=/*(-^+(»+l)9(«-l)).  (19) 


Nun  denke  man  sieb  die  ganze  Function  ai  Jn  Beziehung  auf  die 
in  ihr  enthaltene  Variable  n  nach  binomischen  CoefBcienten  von 

der  Form  f^^^'^^^  eotwickelt,  und  setze  daher 

wo  r  '  I  einen  von  n  unabhängigen  Factor  bezeichnet     Da  in 

den  Gleicbvngen  (18)  .und  (19)  die  Grossen  ai,  a<.i,   at^^,  q>  ia 
linearer  Form  enthalten  sind,  so  können  wir  untersuchen,  welche 

Bestandtbeile  der  Function  «<  ihre  Entstehung  irgend  einem  ein 

.  «  .  .  »*♦ 

zelnen  in  at— i  oder  cr;-^  vorkommenden  binomischen  CoefScienten 
t^erdanlccn;  und  wenn  dieses  gescbebea  ist,  durch  .eine  auf  alle 

n  n 

Glieder  von  ai^i  und  /r;-^  ausgedehnte  Sutnmation  den  voilstfin- 
digeii  Werth  von*  ai  berechnen,  in  welchem  dann  1       1  als  llne* 

are  und  homogene  Function  der  Factoren  j  *  ^    I  »  I  *"i     |»  ••• 

r'"7^,  r*"2     j,...  erscheinen  wird.    Die  Berechnung   kann 
unter  anderm  auf  folgende  Art  geführt  werden : 

.  Es  ist  ^ 


n  n  «— 1 

.    a^i       i         jdai^i       ^^    ^oi-^i 

""n(n+:l)  ^  (ii+l)(n+2)       n(«  +  l) 

B— l  n— 2  «—3 

+  ;n(n  +  l)(n  +  2) 

Wenn  daher  f  Ji  einen  in  at^^  vorkommenden  binomi- 

schen Coefficienten,  bezeic|inet,  so. entspringen  aus  demselben  in 
zfg)(n-l)  die  Glieder V'  ' 
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1  •     iTn+w— l-v    .  1  fM  +  m—l-\ 

(»»— l)iiiV.   w— 2    J  '*'(ffi— l)(Mr-2)V.    m— 3    J 

1       j^  r-n+m—'2r\ 

■     (»»— 2)(}i»*-l)V.   m— 3   J 

-      .  ^       . .       äS,  (i-2)(a-i)i^  t-a,.  >f  t  n 

Durch  Integration  ergiebt-sich  als Bestandtheil  von >(«)  der  Aus- 
druck -•  •     .   ,  ^        • 

1        Cn-^tn~\   ,  1  ryt  +  m—l'\ 

Ott  —  1)  m,Vj»  -  ij  '*'  (m-1)  (»B— 2)  V.    n»  -  3   _/ 

(^-2)(i-l)AV.A-^2_/       f       ifi-1      2j  m-3 


4-       » 


1  " 


und  bieraiia  eis  Bestandtheil  vod  (n-f  l)9(n--l)-t-^^    das  Ag; 
gregat 


m— 1  V.   m— 1    ->'       m—l  V.       m       J  "^  m-1  V.  m— 2)  ^ 

i  ?    -     ^  .:  .  -  ■  .         ^       . 

durch  dessen  Integration'  als  Bestandtheil  von  ai  sich  ergiehh 

1     /-n+m+lS  ._l_i^n+m-lS     ' 
m^V.   m  +  1   ^  •  m— IV.   m— 1   J 

_l>«+lV-i_      4     4.1    /*    i      .«(n-F3)«       ^,. 
2L  1  J-t  2      Sf::! + üj  Si=2  +: -T~  *M    ^*^ 

WO  die  binomischen  CoefBcieoten  mif  Fleiss  nicht  anf  die  Form 
r**+J""^^,  sondern  auf  die  I^onn  jr*  +  ^^  gebracht  sind.  .  . 

Auf  äbnBcbem  Wege  erhält  man  fär  den  Bestandtheil  von  ai, 

n 

der  ans  dem  beliebigen  in  af—^  vorkommenden  binomischen  Coef- 
ifietenten  (^^^'^  herffiesst,  den  Ansdnicb: 
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Die  Glelchmig  (90),  wenn  darin  die  BsoomialooefficieDteo  anf 
die  Form  T   'T    J  gebracht  werden»  yerwaodelt  sieb  in 

+CD]-DI>Ct')-[OCr> 

Vergleicht  man  die  von  n  unabhängigen  Factoren  in  dieser  Glei- 
chong  mit  denen»  welche  sich  io  dem  aus  den  Formeio  (21)  und 

n 

(22)  here^eiteten  Ausdrucke  för  Oi  eingeben  *  ae  ariiUl  naa  <bl* 
gende  Gleichungen: 

+o;a  -^["T'i-m-DTa -[tat  <»> 

wofür  k  der  Reihe  nach  /— 1»  t— 2»....4»  3  zu  setzen  ist, 

■  -l'2;'/ir;*l- «> 

im  Ganzen  drei  Glekteogen  mehr  als  zuf  Besämmunf  dei»  t^i 
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Factoren  |  .  !  -  | » •  •  To\  «rfotdert  werdem  SoM  daher  die  For- 
mel (16)  sich  halten  köonen,  so  mGssen  die  Gleichungen  (%)>  (37) 
^SBi)i  als  notbwendige  Folgen  der  übrigen  Gleichungen  (23),  (24), 
m)  sich  nachweisen  lassen.  Yorher  aber  wollen  wir  die  durch 
die  Gleichung  (25)  festgesetzten  Relationen  rouglichst  vereinfachen. 
Wird  nämUGh  der  Kttrae  wegen  [Mt  A=s4/5,.,.0 

und  mi  Besondern 

gesetzt»  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (25)  in 

*(i,*).=  ^-l*(s-M  +  l)-K(i-l,  k  +  2)...  +  ni-'hi»  C»»*) 

und  die  Gleicbuqgen  (23)  und  (24)  in 

also  verschwinden  In  obiger  Summe  sogleich  die  zwei  letzten  GU»* 
der  ^(t — 1,  i)  und  T(;(i— 1,  i— 1);  folglich  werden  auch  ^(t,i— 1) 
und  ^(t,  i  — 2)  verschwinden.  Wenn  aber  dem  so  ist,  so  müssen 
auch  ^(i — 1,  t  — 2)  und  i/;Ct-^l,  t^3)  verschwinden;  folglich  ver- 
schwinden wegen  (25*")  auch  -^(t,  t— 3)  und  t/;(i,  t— 4).  Setzt 
man  dieses  Verfahren  weit  genug  fort,  ao  folgt  überhaupt,  dass 

J(t,ft)verschwindet,  we^ehe  der  Zahfen  3,4,...j-fl  man  auch  für 
substituiren  mag.    I^ir  haben  also  statt  der  Gl^chuiigfia  (23), 
(24),  (25)  folgende  einfachereii  Relationen: 


ans  denen  ilch  durch  Addition  sogleich  die  Fonnel 


(29) 
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C]  ~  r^C-i] + F=i  CT  ]  +  ff  0 +i] 

ergiebt.    Jetzt  sind  wir  Im  Stande»  die  Akb«igk^l  der  GleicNfi^ 

gen  (26),  (27)  und  (28)  zu  prüfen.    Wenn  wir  nämlich  in  der  vor- 
egenden.Gleichuns  (30)  für  k  nach  und  nach  3,  4>  5,...t,  t-f  1 
setzen  and  dann  addireo,  so  erhalten  wir 

wodurch  diÄ  Gleichanc  (27)  verificirt  ist    In  der  Gleichung  (28) 
lassen  wir  t  in  t-f  1  üoergehea  und  multipliciren  mit  2>  so  ergiebt 


sich: 


■  den  äuis  (30)  sich  ergebenden  Werth 

substituiren,  so  erhSlt  die  Grösse  ,      ^  F^T     ■  als   Factor    die 

Ä— IL  *  J 
Summe 

deren  Werth =(A-1)  Q+  |.;...+^  +  ^"Ji8t  Die linkeSeite 
obiger  Gleidiung  wird  daher 


l/iCi']. 


und  ist  somit  mit  der  rechten  Seite  identisch.  Hiedurch  ist  die 
Richtigkeit  der  Gleichung  (28)  bewiesen.  Uro  endlich  noch  die 
Gleichung  (26)  zu  verificiren,  addiren  wir  zu  derselben  die  Glei- 
chung (SS)  und  erhalten: 

Wenn  wir  nun  hiezu  noch  die  Gleichungen 
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und 

adAreiiy  ao  e^iebt  sich  mit  Wegiassung  des  Factors  i: 

vm— 2      n^lj  L  wi  Jj         m  L  «»  J  ' 

.  '^  i       '^  .     ■    . 

oder  auch  '  f  ? 

»f,  *L*J' 

oder,  da  wegen  (29)  '        ' 

L*+iJ~  L+2j = iT-i  L  *  J 

•  •  •      ^ 

und  fiberdiess 

1       ^  1  _     1  .     . 


A(A_1)  •   A      k~l 
ist,  80  ist 

welche  Gleichung  mit  (30)  übereinstimmt.  Somit  sind  alle  drei 
fiberzäUigen  G&eicbungea  (2^^  (27)  und  (28)  pothwendige  Folgen 
der  übrigen,  diesen  unmittelbar  voihergebenaen  Gleickung^n.  Von' 
nun  an  tritt  die  Gleichung  (16)  sammt  allen  ihren  Consequenzen 
in  voUe  Kraft.  .     , 

Um  einen  üidependentenAusdruclc  für  die  GiMSsel       I    zu    be- 
kom'inen,  geben  wir  der  allgemeinen  Gieichmigin  ^29)  die  Gestalt: 

Integrirt  man  diese  Gleichung  Anter  der  Annahme,  dass  der 
I^oterscliied  \  —  k  constliint  sei,  so-ergiebt  sich: 
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Für  A=ss-f  1  ist  di^ife  Formet  nicht  anwendbar.    Es  ist  aber 

nw-.,.[4,]=ii(^».['-/]=in  ß]  =  u 

rolglicb 

CtT        1  1        1  1  I-* 

«    r  i  T     1  «      1  »      1  *  1    t:*    'i;;* 

11.   8./, 

Wenn  Ciberhaopt 
gesetzt  vrirdj  so  ist 

Die  Gleichung  (90)  kann  nanmehr  durch 

n      m=4^l  1        «»;;«  ^-^  +  111—1^ 

'''^•ia    BÖii^    *^'^'V      »«       ^ 

ersetzt  werden.  ^  ^^         ^   ,  .,.«,. 

Die  Gleichungen  (30)  und  01)  enthalten  zwei  die  Functionen 
T  betreffende  Sätze,  die  ich  hier  noch  emmal  beweisen  und  mit 
zwei  andern  vermehren  will.  Aus  der  Definition  der  Funcfionen 
T  ergiebt  sich  nämlich  unmittelber  die  Gleichung 

Dividirl  man  diese  Gicikhimg  AaA  JtX^  so.  entsteht: 
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wofür,  weno  A  =  it  «vird, 

m  ettten  Ut.  W«niA  11190  na»  4i«Mt  Cmksimpg  v«ni  i^i»  bis 
1:=»  integrirt,  so  erhält  man 

was  der  Gleichung  (30)  entspri<^t  Der  kleinste  Werth,  den  hier 
m  haben  kann ,  ist  mz;;i\.  Integrirt  maa  diese  Gleichung  von  iit= I 
bis  iit=n,  so  erhält  man 

Also  ändert  sich  der  Werth  der  Summe     JS   Y=r  f"»^  nicht,  wenn 

auch  darin  n — 1  för  n  gesetzt  wird;  folglich  behält  diese  Summe 
immer  denselben  Werth,  welche  ganze  positive  Zahl  für  n  auch 
ftubstituirt  wird«    Nun  wird  fitr  n=;l  der  Werth  dieser  Summo 

*=^  Tq  3s  1 ;  folglich    ist  überhaupt  fiir  jeden  ganaoR  p^itiveti 

Werth  vqa,  ft  mit  Einscbiuss  der  Null  i 


A=o 


fo^=*-  ^"> 


Plesei^  stimmt  überehi  mit  der  Formel  (31).  Zwei  neiie  Formehi, 
welche  gelten,  wenna,  tn,  n  ganze/und  positive  JSahten 9ind ,  sind 
folgende : 

A  x-i  X  A-i 

d.  —m d.      m    '      ^"*^ 

wekhe  leigi»  dass  der  irorUegende  Ausdruck  seinen  Werdi  nicht 
tedert,  li^enn  darin  m  und  n  vertauscht  werden;  und 

welche  Formel  zeigt,  das»  ihr<  Ausdrack  Hoks  seinen  Wertik nicht 
Sndert,  wenn  tn  +  n  e^astant  Ueibt.  Um  dSf  Foimel  (IH)  au  vet 
riitiren,  setze  idi  aal  der  rechten  Seilse  devselben 
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X 
ordne  nach  den  Functionen  Tm-^-i,  setze  dann 

und  schaffe  den  einzigen  negativen  Term  huf  die  linkts  Seite  hin* 
über;  auf  diese  Weise  erbalte  ich    -  i         .  .   . 

A=a4-m    1        A  A— l  A=a— l-f«  ^        A         A— i 

Diese  Gleichung»  die  sich  von  (III)  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  a  um  1  kleiner  und  m  um  1  grösser  gevrorden  ist,  ist  mit 
jener  zugleich  gesetzt.  Wenn  daher  eine  Formel  von  der  Form 
(III)  wahr  ist,'  so  sind  alle  andern  Formeln  von  derselben 
Form,  in  denen  die  Zahlen  a-\-m  und  n  dieselben  Wcrthe  haben, 
auch  wahr.  Wenn  vvfr  aber  in  (III)  respective  a+m,  0,  n  für 
tt,  m,  n  setzen,  so  veirviandelt  sich  jene  Formel  in 

j  a4-iii     .A=a4-m4-fft   1    A— i 

yv^a  mit  (I)  uhereinistimmt,  wenn  dort  a  i-m+n,  a  -{-m  respective 
för  n,  m  gesetzt  wird. .  Hiedurch  ist  die  Richtigkeit  der  Formel 
(lil)  bewiesen.  --  Was  nun  die  Formel  (IV)  betrifft,  so  leuchtet 
ihre  Richtigkeit  iiir  m=l  sogleich  ein.  Wenn  m>l  ist,  so  lässt 
sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin  zunächst  zeigen ,  dass 

A=m    \     A  A— t  A=in~i     J      A        A^i 

ist,  wo  die  rechte  Seite  von  der  linken  sich-  nur  dadurch  unter- 
scheidet,  dass  n  um  1  grösser  und  m  um  1  kleiner  geworden-  ist. 
Folglich  bleibt  der  Ausdruck  zugleich  mit  m  +  n  constant  Setzt 
man  aber  darin  ßbr  nt,  n  respective  1,  m  +  n — 1,  so  verwandelt 

er  sich  in  Tm^^-i* 

Mittelst  der  Gleichungen  (4),  (6),  (8),  (II),  (16),  (35)  ist  nun 
fi 
Ale  Summe   Ct  aller  t fachen  Prodoctev  welche  ohne  WiedeAo^ 

lungen  aus  den  Elementen  i,  2,  3»  4,...n  — 1   gebildet  werden 

— fi 
können,  wie  auch  die  Summe  €{  aller  t fachen  Producte,  welche 
mit  Wiederholungen  aps  den  Elementen  1,  2,  3,  ...n  gebildet 
werden  können,  zwar  als  eine  rationale  ganze  Function  von  n, 
vom  2tten  Grade,  aber  in  Beziehung  auf  t  unter  der  Form  einer 
ipedisfachen  Summe  dargestellt,  welche  die  transcendenten'Pnn^ 
ctionen  iS  unfd  rimplicirt..  Indessen  könnte  Ks  oder  Ht,  dak  in 
der  gegebenen  Entwickelung  als  dreifache  Summe  erschehit, 
unter  der  Voraussetzuns,  dass  der  absolute  Werth  von  ß  kleiner 
als  1  sei,  auf  eine  zweifache  Summe  zurückgebracht  werden :  denn 
aus  der  Natur  der  Glenchung  (16)  erhellt  sogleich,  dass  Hi  das 
Product  der  beiden  Reihen 
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•■  ^   ••••■'  '•  i-4jä+4/J*-'i/J»+etc.,  .,    .;•  [''■'., 

1  +  «i  +  ^  +  «»/J«  +  «3  (J»  +  «te. 

ist,  von  denen  die  erste  dem  Producte  (  *  ~  r  }  {  *  ~ §)  (^~S  ) 
.  .'.■(•l  —  ^j  gleich   ist.     Da  iinta  Äi  in  Beziehung  auf  ,(J.  Vomi 

Grad^  s-  oder  — g—  ist,  je  nachdem  i  gerade  oder  ungerade  ist, 

also  jedenfalls  den  Grad  «  de^  so  eben  gefiäi)nten  Products  nicht 
erreicht,  so  kann  die  andere  Reihe  unter  die  Form 


i.'-«"-'GO^*' 


X 
gebracht  werden,  aus  welcher  etogleich  erhellt,  dass  diese  Reihe 

M-.  '.    .  1+4/5 +4Ä*+«»/^^+e*e.  in  int   .  ,. 

(&r  .5<.l  convergirt:*   Durch  Vertauschung  der  Folgei  der; Summa-, 
tionen  erhält  aber  dieselbe  Reihe  die- Gestalt 

ans  welcher  bei  dem    gänzlichen  Mangel   negativer  Glieder   mit 
IVothwendigkeit  folgt,  dass  auch  die  Reihe  , 

conFerj|;irt,  sobald  x  absolut  kleiner,  als  1  jst,  ein  Ergebniss,  von 
dem  ein  diireetpr  Beweis  noch  zu  wünschen  ist.    Denn  folgen^ 

Versuch  (Ährt  nicht  zum  Ziele. 

I 
Die  Zähl  der  in   dem  Aggregat  Ti  enthaltenen  t  fachen  Pror. 
ducte  beträgt  ^  (m +2i-l)  (m  4.2.-2)...(^.f.-.flj      ^^^    -^., 

1.2. ^....t 

l  *" 

Werth  des  grussten  Pr«iducts  ist  .y^;    toighch  ist  7V « kleiner  als 

miin-t  »^  ;...(m-n-t^  ;  ^  j,.^^  Reihe  aber,  die  diesen  Aus- 

druck  zum  CoefBciehüpn ' deb  Potenz  ar'  hätte;  würde  convergiren, 
sobald  X  '^  i   wäre.     Um  so  .mehr  wird  also  obige    Reihe   CO^t... 
yergiren,  \yenn  ar<i  ist.   — «    Die  Sache  ist  jedoch  leichter  als 

m 

es  anfangs  schien.    Aus  der'Potmel  (11)  folgt  nSmü^h   7*t<i7m. 

Also  ist  die    Reihe  (a)  för  a:<l  convergeiit,'un^  ihr  Werth  klei* 

,      Jim 
ner  als  = .  »    .       i        , 
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Wenn^man  den  Ansdnick  (1)  flir  P(r^)  in  Parttalbrifche  ler* 
legt»  00  erhält  man 

l^nkt  fban  sich  nun  diesA  Partialbruche  in  geometrische  Reihen 
nach  den  steigenden  Potenzen  von  x  entwiclält,  so  e^ebt  .sich 
sogleich 

wo  die  Summe  rechts  bekanntlich  verschwindet»  wenn  f&r  n-f' 
ein  positiver  und  ganzer  Exponent«  der  Icieiner  ist  als  n,  gesetzt 
wird. 

Bei  dieser  Gelegenheit  ml^e  erwfthnt  werden»  dass  die  Samme 

gleich  ist  der  Summe  aller  t  fachen  Prodncte  mit  Wiederholungen» 
die  aus  den  Elementen  r>  o  >  ^y*—   gebildet  werden   kOnnen» 

fli 
ein  Satz»  der  Qbrigens»  wenn  dieses  Aggregat  mit  Ui  bezeichnet 
whrd»  leicht  mittelst  der  tlelation 

verificirt  werden  kann.  Wenn  i  ohne  Ende  wächst»  so  nähert  sieb 
Vi  ohne  Aufhören  der  Chränze  n.  —    Die  Sache  kann  noch  all* 


« 


gemeiner  gemacht  werden.     Es  bezeichne    Vi   die  Summe  aller 

t fachen   Prodncte  mit  Wiederholuniren»  die  aus  den  Elementen 

11  1 "  ' 

—T** ,  —rrr , ,..  — r—  gebildet  werden  kOnnen^  oder  mit  andern  Wor- 
a  +  1    a-\-i       a-f-n 

ten»  es  sei 

0-4i)C-.i)  _  ('-zfö 

=  1+  Fi  «  +  Fa*»  +  F,3r»  +  etc.. 
Ans  dieser  Gleichung  fo^  nun: 
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1        l  +  Fia+rta*...+  ri-iat-^ 


man  so 


Die  Reihe  (a)  ist  eioer  Verwandlung  tÜng,  aus  der  mi 
gleich  sieht ,  dass  sie  flir  o?  <  1  convergirt.    Es  ist  nämlich 

BeriM  ergiebt  «Ich  dircfa  yertanschimg  der  Fdge  Mt  Sumuii^ 
tfofiefi  «id  indem  man  fiBr  die  Bethm»  weiche  &«Qtbatten>  ilmi 
endlichen  Werthe  setzt: 

a*=sQO    ■  1 

m=0 


0-f)('-f)  ••  (»-s)(>-4.) 


'-Ä     ('"4ji)(''45) 


™ 


0-4ä)('-4j)('-;SO 


ft      1  n       i      m 


n+1  m  n+2  JT!i  ♦    •   •  <•  f  ^t. 

Wenn  man  den  ersten  der  beiden  hier  gegebenen  Ansdrücke 
in  der  Formel  (K)  substitiilrl  «nd  die  Folge  der  Smumationen 
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umkehrt,  so    erhSlt   man    unter   Berflckaichtigung  der  Relation 

chuDgen  (11),  (16) >  (35)  folgende  endliche  Formel: 


Allgremeine  I<ehrsätze  fiber  Systeme 

VAU  Kräften  und  Ihrer  momente.  üTaeli 

CTliasles  In  XiKmTUIe'iä  Journal,   mal  et 

Juln  184V. 

.     -  V      Von  ^dem   .  \   ■     " 

y  l^errn  Ijfoctor^^J.    P^ehgör), 

Lehrer  an  der  höheren  Bär^erschule  sa  Sinthcim  bei  Heidelberg« 


x^^  1)  Zwei  Systeme  von  Kräften ,  die  in  beliebiger  Anzahl  vor-' 
oanden  sein  ni5gen ,  heissen  ae  q  n  i v  a  I  e  n  t ^  wenn  man  ein  System 
aiif  das  andere,  durch  Zusammensetzung  *  oder  Zerlegung  der 
Kräfte 9  zurückführen  kann;  ^der,  was  das  Nämliche  ist,  wenn 
^e  Kräfte  beider  Systeme,  parallel  mit  sich  selbst  in  einem 
Punkte  ans^^bracht,  dort  die  gleiche  Resultante  geben  und  dadurch 
das  nämliche  resuläi'^nde  Kräftd|iQar  (couple)  hervorbringen. 

2)  1.  Lehrsatz.  Wenn  man  zwei  beliebige  Systeme  von 
Kräften  hat  und  multiplicirt  ^jede  Kraft  des  ersten  Systems  mit 
jeder  des  zweiten  und  Mnit  dem  Cosinus  de», Winkels  der  Rich- 
tungen beider  Kräfte,  -s^  hat  lie  tslutnme  aller*' dieser  Produkte  in 
Bezu^  auf  die  genannten  zweVSysteihe  den'  nämlichen  Werth, 
als  die  Summe  oer  ähnlichen  Produkte  in  Bezug  auf  zwei  Systeme 
von  Kräften,  die  den  ersten  zwei  aequivalent  smt). 

Seien  a,  a',....  die  Kräfte  des  einen,  6,  V,....  die  des  abd^q 
der  zwei  Systeme;  'A^  ^4',.... ;^  B,  ^,....'die  Kräfte  der  aequiva- 
lenten  Systeme;  bezeichnen  wir  den  Winkel  der  «Richtungen  der 
Kräfte  a,  6  mit  (a,  6),  so  muss 

£S§AtM^{a,b)t^.£SABcxm{A,B) 
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«ein,  wo  da»  eine  Ziaielien  eich  auf  alle  kjthRe  6,  B,  <|ae  andere 
aaf  die  e»  ^  erstreckt.  Betrachte»  wir  sunächst  das  Glied 
£abcos(a,b),  wenn  das  ^-Zeichen  sieb  bloss  auf  die  6  erstreckt, 
so  ist  offenbar  ^ 

Hab  cos  (a ,  b) 

=  a[6cos(a,6)  +  6'co8(a,A0+A''cos(fl,Ä'0+- •]; 

d.  h.  dieses  Glied  ist  =a/  multiplizirt  mit  der  Summe  der  Pro- 
jektionen aller  KrSfte  b  auf  a.  Nun  ist  aber  das  System  der 
Kräfte  B  mit  dem  der  6  aequivalent«  somit  ist 

£6cos(ci,6)  =  ZBcoH{a,B), 
also  auch 

a2%  cos  (a ,  6)  =:  a^^  cos  (a ,  ^. 

Ganz  eben  so  findet  sich : 

B£aco»  (a,  B)  =  B£A  cos  {A ,  B). 

Hieraus  aber  folgt  leicht 

Sabcos(a,b)=2SaBeo%{a,B), 
££aBcos{a,  B)=  ££ABco6iA,  B); 

¥%oraus  endlich 

££ab  cos  (a ,  6)^  ££  AB  cos  (AyB), 

was  den  zu  beweisenden  Lehrsatz  ausspricht. 

Anmerkung.  Cm  die  Gleichung  £bcos(a,b)=£Bcos{a,B) 
zu  beweisen,  darf  man  sich  die  Kräfte  b  parallel  mit  sich  selbst 
in  einen  Punkt  der  Richtung  der  Kraft  a  versetzt  denken,  und 
iTird  sie  dort  ih  eine  einzige  Kraft  zusammensetzen  können,  deren 
Projektion  auf  a  gleich  £o cos (a,b)  ist;  sei  diese  Kraft  =/?,  so 
ist  alse  ^cos(«,/^='£6cos(a,6).  Verföhrt  man  eben  so  mit  den 
Kräften  jS,  so  muss  man  die  gleiche  Resultante  ß  erhalten,  und 
es  ist  folglich  auch  ßcos(a,ß)z=i£Bcos(a,B),  woraus  nun  die 
Gleichung  folgt. 

3)  Nehmen  wir  an,  es  haben  die  Kräfte  a,  a',....  eine  ein- 
zige Resultante  A;  die  Kräfte  b,  b',.,..  eine  einzige  Resultante 
B;  so  wird  man  die  Kräfte  A,  B  statt  der  zwei  Systeme 
A,  A',....;  B,  jff',....  setzen  können,  und  also  aus  Lehrsatz  I. 
($.  2.)  erhalten: 

^Äcos  (il ,  J?)  =  ££ab  cos  (a ,  b). 

4)  Seien  femer  die  Kräfte  6,  6',....  durchaus  die  nämli- 
chen wie  a,  a',....,  so  ist  A=:B,  (il,A)  =  0  und  es  zerftillt 
££abcoB(a,b)  in  £a*  und  i££aa' cos (a,af);  folglich  ist 

A^  =  £a^  +  2££aa'  cos(a,a'), 

d.  h.  wenn  mehrere  Kräfte  eine  einzige  Resultante  haben,   so  ist 

V    ThcH  X.  27 
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t4aa  Quadrat  derftelben  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  «io- 
««Ineo  Kräfte,  vermehrt  um  dae  Dopoette  der  Summe  A^  Pre- 
dnkte  dieser  Kräfte,  jedes  eiiizelne  Produkt  gebildet  aus  swei 
verschiedenen  Kräften,  roultiplizirt  mit  dem  Cosinus  des  Winkels 
ihrer  Richtungen;    oder  in  Zeichen: 

+  2aa'  cos  (a,  a')  +  2aa"co8  (c,  a")  +  'laaf'  cos  (a ,  O + ••• 
+  2a' a"  cos  (a' ,  oT)  +  2a' (^  cos  (o' ,  oT')  + . ... 
+  2aV"co8(a'',a''0  +  .... 

5)  IL  Lehrsatz.  Wenn  man  zwei  Systeme  von  KrSfte- 
paaren  hat,  und  das  Produkt  des  Momentes  jedes  Paars  des 
ersten  Systems  mit  dem  Momente  jedes  Paars  des  ZH-eiten 
Systems  und  mit  dem  Cosinus  des  Winkeis  der  Ebenen  beider 
Systeme  bildet,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte  von  gleichem 
Werthe  mit  der  Summe  von  ähnlichen  Produkten  in  Bezug  .auf  zwei 
aequivalente  Systeme  von  Kräftepaaren. 

Um  Kräftepaare  zusammenzusetzen  oder  zu  zerlegen,  errich- 
tet man  bekanntlich  auf  ihren  Elbenen  Senkrechte,  gleich  den 
Momenten  der  resp.  Paare,  betrachtet  diese  Senkrechten  als 
Kräfte  und  setzt  sie  dann  zusammen  oder  zerlegt  sie.  Diese  Be- 
trachtungen, verbunden  mit  Lehrsatz  L ,  führen  unmittelbar  zu 
Lehrsatz  U.  ^ 

6)  Ein  System  von  Paaren  m,  m',....  kann  immer  zu  einem 
einzigen  Paare  M,  ein  anderes  System  n,  n' ,...,  zu  einem  einzi 
gen  rf  zusammengesetzt  werden;  demnach  ist,  nach  §.  5.,  ana- 
rog§.  3.: 

MN  cos  (M,  N)  ±1  £Efnn  cos  (m,  n). 

7)  Sind  711,  rn^....  identisch  das  Nämliche  wie  n,  n',...., 
so  ergiebt  sich,  wie  $.4: 

j!f«=  l^m«  +  22:-Smm' cos  (m,  7/i'). 

8)  Da  das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  festen 
Punkt  nichts  Anderes  ist  als  das  Moment  eines  Kräftepaares, 
dessen  Hebelarm  die  Senkrechte  von  jenem  Punkte  auf  die  Kraft 
ist  und  dessen  beide  Kräfte  einzeln  gleich  der  gegebenen  Kraft 
sind,  so  folgt  aus  Lehrsatz  IL: 

IIL  Lehrsatz.  Man  habe  zwei  beliebige  Systeme  von  Kräf- 
ten, bilde  die  Momente  der  Kräfte  des  ersten  Systems  in  Be^ug 
aufweinen  festen  Punkt,  die  Momente  der  Kräfte  des  zweiten 
Systems  in  Bezug  auf  einen  andern  festen  Punkt,  muttipllzhre 
jedes  Moment  des  ersten  Systems  mit  jedem  des  zweiten  und 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  Ebenen  der  betreffenden  zwei 
Momente:  so  behält  die  Summe  aller  dieser  Produkte  den  näm- 
lichen Werth,  wenn  man  die  zwei  Systeme,  von  Kräften  durch 
zwei  aequivalente  Systeme  ersetzt,  und  die.  Momente  in  Bezug 
auf  die  nämlichen  festen  resp.  Punkte  nimmt. 

Alle  Kräfte  des  ersten  System^  können  durch  zwei  Kräfte 
ersolzt  werden,  von  denen  die  eine  durch  den, ersten  festen  Pankt 
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ffebt  Das  Momefit  der  zwdlen  ist  aequiTalent  den  MomenteD  des  gan- 
zen Systems  und  bildet  das  resultirende  Moment  oder  das  flatipSiio- 
ment  desselben.  Es  ist  gleich  der  8umme.der  Projektionen  aller  Mo- 
mente der  Kräfte  auf  seine  Ebene,  welche  letztere  diejenige 
Ebene  ist>'  für  welche  die  Siinune  der  OrthosonalprojektioDen 
aller  Momente /ein  Maximum  ist  8ei  M  dieses  Hauptmoment  der 
Momente  m^  m',....  des  ersten  Systems,  ebenso  A  das  Hattpt- 
moment  der  Momente  n,  n',.,.,  des  zweiten  Systems;    so  ist 

MN  cos  (My  N)  =  ZZmn  cos  (tu ,  n). 

Sind  die  zwei  Systeme  identisch»  so  ergiebt  sich: 

m  =  £m*  +  2S2mm'  cos  (m^m'). 

9)  Es  wirke  ein  System  von  n  Kräften  a,  a^....  auf  einen 
Kurper,  oder  mehrere  mit  einander  verbundene  Körper,  und  man 
bringe  in  ii^end  einem  Punkte  n  Paare  gerade  entgegengesetzt 
wirkender  Kräfte  an,  von  denen  jedes  Paar  gleich  und  parallel 
einer  der  Kräfte  a,  a',...rist;  so'  kann  man  sich  bekanntlich 
statt  der  n  gegebenen  Kräfte,  hi  verschiedenen  Punkten  wirkend, 
dieselben*  n  Kräfte  an  dem  einen  Punkte  wirkend  denken,  verbun- 
den mit  n  Kräftepaaren,  deren  resp.  Momente  (Intensitäten)  gleich 
sind  dem  Momente  jeder  der  n  Kräfte  in  Bezug  auf  den  ange- 
nommenen Punkt.  Zwischen  den  n  Kräften  wird  Gleichgewicht 
sein,  wenn  die  Resultante  derselben,  sowie  das  resultirende  Paar, 
Kall  ist,  4.  h.  nach  §.  4l  und  §.  7.,  wenn 

£a^  +  2JS2aa'cos(a,a')=0, 
£m^  +  22£mm' cos  (mmf):=tO; 

wo  m,  tn' , —  die  Momente  der  Paare  ausdrücken. 

Diese  beiden  Gleichungen  ersetzen  die  bekannten  sechs  Glei- 
chnngen  des  Gleichgewichts.  Denn  seien  Ox  >  ay,  Uz  die  drei  Kom- 
posanten  von  a,  paralM  mit  drei  auf  einander  senkrecht  stehen- 
den Koordinatenaxen,  und  zerlegt  manschen  so  die  Kräfte  a',..«., 
80  }8t  offenbar  die  erste  dieser  zwei  Gleichungen  öbereinstim- 
mend  mit 

(a*  +  a/  +  ....)*  +  (as,  +  V+....)*+(a.+a.'  +  ....)2=0, 

d.  h.  mit 

• 

fl*+ö*'+    .=0,  aj,+fl/  +  ....=0,  a»+a,'+....=0. 

Ersetzt  man  eben  so  das  'Paar  m  durch  seine  drei  Projektionen 
auf  die  drei  Kooidinatenebenen ,  mx,  my,  m»,  so  ist  die  zweite 
Gleichung  übereinstimmend  mit    ^ 

{mx  +  mx'  +  ....)•  +  (wy +  1%'  +  -...)«  +  (»1,+W  +  ....)^=0, 
d.  h.  mit 

welches  die  bekannten  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichts  sind. 

2T' 
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10)  IV..  Lehrsatz.  Man  habe  zwei  Systeme  von  KiMen, 
nehme  das  Moment  eioer  jeden  Kraft  d^  ersten  Systems  io  Be- 
zug auf  einen  festen  PuuKt»  multipllzire  jedes  dieser  Moroeoite 
mit  jeder  Kraft^  des  zweiten  Systems  una  mit  dem  Sinus  des 
Winkels^  den  die  Richtung  der  Kraft  mit  der  Ebene  des  Moraen 
tes  macht;  so  wird  die  Summe  aller  dieser  Produkte  den  gieichen 
Werth  behalten,  wenn  man  die  zwei  Systeme  von  Kräften  durch 
zwei  ihnen  resp.  aequivalente  ersetzt 

Seien  a,  a',....  die  Kräfte  des  ersten  Systems;  m,  m',.... 
ihre  Momente  in  Bezug  auf  einen  festen  Punkt;  b,  b* ,....  die 
Kräfte  des  zweiten  Systems.  Seien  ferner  A,  A* ,..„  die  Kräfte 
des  dem  ersten  aequivalenten  Systems;  M,M',,.„  ihre  Momente 
in  Bezug  auf  denselben  festen  Punkt;  B,  B' ,....  die  Kräfte  des 
dem  zweiten  aequivalenten  Systems :  so  muss 

£Zbms\o(b,m)  =  i:£BMsiTi(B,m) 

sein.  Denn  man  ziehe  durch  den  festen  Punkt  Gerade,  welche  Kräfte 
in,  fi',....;  f(|,  fh^'***  vorstellen,  gleich  den  Momenten  m,  m',.... 
und  M,  ]lf ,,»,,,  und  senkrecht  sind  auf  den  Ebenen  dieser  Mo- 
mente, so  werden  diese  Kräfte  zwei  aequivalente  Systeme  dar- 
stellen.   Demnach  hat  man  nach  Lehrsatz  L:  # 

-    Z2:Äficos(6,fi)=X2»f*iCos(B,fii;. 

Aber  es  ist  fi==:m,  cos(6,ft)  =  sin(6,m);  ju^sif,  C08(jff,ffti) 
=  sin(^,ill),  woraus  nun  der  Lehrsatz  folgt 

11)    Das    Vorzeichen    eines    jeden    Gliedes-   der    Summe 
S£bm8\n{b,fn)  hängt  von  dem  WinKel  ab,  den  die  Richtung  von 
b  mit  der  Axe  des  Moments  m  (d.  h.   mit    der   Senkrechten    auf 
der  Ebene  des  Momentes)  macht;    die  Richtung  dieser  Axe,  über 
oder  unter  der  Ebene  des  Moments,  hängt  von  der  Richtung  der 
Kraft  a  ab.     Denkt  man  sich  diese.  Ebene  unter  dem  Auge,   so 
wird  die  Axe  nach  dem  obern  Theile  des  Himmels  gerichtet  sein, 
wenn  die  Kraft  a  nach  einer  bestimmten  Richtung  hin  zu  drehen 
sucht;    dagegen  nach  dem    untern   Theile   des  HtmmelgewAlbes» 
wenn  sie  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  drehen  strebt    Man 
kann  aber  das  Vorzeichen  noch  auf  eine  direktere  Art  bestimmen. 
Denken  wir  uns  nämlich  zuerst  die  Axe  des  Moments  m  nach 
oben  gerichtet,    so  wird  siu(6,7ii)  das  4*  oder  —  Zeichen  haben, 
je  nachdem  6,  welche  Kraft  ihren  Angriffspunkt  in  der  Ebene  des 
Moments  haben  möge,  über  oder  unter  derselben  ist.    Im  erstem 
Falle  wird   ein  Au8:e,    das   an  dem  einen  Ende  der  Kraft  b  sich 
befindet  und  nach  dem  Ang;riffspimkte  hinsieht,  die  Kraft  a  nach 
einer  bestimmten  Richtung  hin  zu  drehen  suchen  sehen;    im  an- 
dern Falle  in  entgegengesetzter  Richtung.    (Im  einen  Falle  z.  B. 
wie  die  Zeiger  einer  Uhr,  im  andern  entgegengesetzt)    Dua  Zei- 
chen von  bm  sin  (6,m)  wird  also  bestimmt  nach  dem  Sinne,  in  welchem 
ein  Auge,  das  sich  am  Ende  der  Kraft  b  befindet  und  nach  ihrem 
Angriffspunkte  hinsieht,  die  Kraft  a  drehen  siebt.    Man  überzeugt 
sich  leicht,    dass    es  eben   so   ist,    wenn   die  Axe  des  Moments 
unter  der  Ebene  des  Momentes  ist    Wir  sagen  also:    Das  Glied 
bm»\n(b,m)  hat  das  Zeichen  +  oder  — ,  je  üachdem  die  Kraft  a, 
eesehen  von  dem  Ende  der  Kraft  b  (nach  ihrem  Angriffspunkte  hin), 
in  einem  bestimmten  Sinne  zu  drehen  sucht   (z.  B.  in  dem  Sinne 


Digitized  by  VjOOQIC 


413 

der  Bewegung  der  Zmger  eines  zugleich  angesehenen  Zifferblattes 
einer  Uhr),  oder  im  entgegengesetzten  Sinne. 

12)  Uas  Volumen  eines  Tetraeders,  welches  zu  entgegenge- 
setzten Kanten  die  Geraden  a,  6,   deren  Iciirzeste  Entfernung  r 

•-^    1.  A    •  X    I  I  L  a6rsin(a,Ä) 
ist,  hat,  ist  gleich 6^       ' 

Es  ist  zuerst  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  man  eine  Kante  eines 
Tetraeders  in  ihrer  eigenen  Richtung  sich  bewegen  läset,  dadurch 
das  Volumen  desselben  nicht  geändert  wird.  Diess  vorausgesetzt, 
fässt  sich  nun  der  Lehrsatz  in  folgender  Art  beweisen«  Seien 
in  Taf.  V.  Fig.  1.  um! ,  ßß'   die   zwei  entgegengesetzten   Kanten. 


Durch  «lege  man  eine  Ebene,  senkrecht  auf  ßß' 9  von  der  wir 
voraussetzen,  sie  gehe  durch  den  Anfangspunkt  p  (da  man  im  an- 
dern Falle  ßß'  in  seiner  Richtung  fortbewegen  kann).  Sei  at/' 
die  Projektion  von  ac^  auf  diese  Ebene,  ßp  eine  Senkrechte 
von  ß  auf  ac^;  diese  Senkrechte  ist  gleich  der  kürzesten  Ent- 
fernung r  der  beiden  Kanten.  Das  Tetraeder,  welches  wir 
lietrachten,  ist  seinem  Volumen  nach  gleich  dem  über  den  Kanten 
ßß'  und  and'  (als  enteegengetzten  Kanten),  weil  beide  Tetraeder 
die  drei  Spitzen  j?,  p' ,a  gemeinschaftlich  haben  und  die  Spitzen 
af ,  a^  auf  einer  Linie  liegen,  die  parallel  Ist  zur  Ebene  der  Punkte 
ß,  ß',  a.    Nun  hat  das  letzte  Tetraeder  zum  Volumen: 

??!^.^==l«a''.j3/S'.r==:Jaa'.cosa'aa^./?^'.r=iciÄrsin(a,Ä), 

wenn  aa'  =  a,  ßß'^zb.  Dieser  Ausdruck  ist  also  auch  das  Volu- 
men des  in  Frage  stehenden  Tetraeders,  was  den  Lehrsatz  beweist. 

13)  Das  Tetraeder,  weiches  über  zwei  Kräften,  als  entgegen- 
gesetzte  Kanten  desselben  betrachtet,   errichtet  wird,  hat  ein  Vo- 
lumen gleich  dem' sechsten  Theile  des  Produktes  einer  der  Kräfte^ 
mit  dem  Momente  der  andern,  in  Bezug  auf  die  erste  genommen. 

Denn  das  Tetraeder  Aber  ««'.  ßß'  ist  ««''ßß''r'f^(''»''m. 

Nun  versteht  man  unter  dem  Momente  der  Kraft  aa'  in  Bezug 
auf  die  Kraft  ßß'  das  Moment  der  Komponente  dieser  Kraft  in 
einer  auf  ßß'  senkrechten  Ebene ,  genommen  in  Bezug  auf  den 
Punkt,  wo  diese  Ebene  die  ßß'  triflrL  Dasselbe  ist  also  txcd'.ßp 
z=:ac^'.r=aa'  .r, Bin (aaf  yßB'),  was  nun  den  Satz  beweist 

Das  Moment  der  Kraft  aa' in  Bezug  auf  flj5'  ist  ac/'.ßp,  gleich 
der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks  apc^,  ijieses  Dreieck  selbst 
ist  die  Projektion  eines  Dreiecks,  dessen  Grundlinie  acc'  ist  und 
dessen  Spitze  in  ßß^  sich  befindet.  Das  Doppelte  dieses  Drei- 
ecks aber  ist  das  Moment  der  Kraft  aa'  in  Bezug  auf  jenen  Punkt 
in  ßß'.    Man  kann  diso  auch  sag^n: 

Das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Gerade  ist  die 
Projektion  des  Momentes  der  Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der 
Geraden,  wenn  die  Projektion  auf.  eine  Ebene  geschieht,  welche 
settkrecht  auf  der  gegebenen  Geraden  steht 

14)  V.  Lehrsatz.  Man  habe  zwei  Systeme  von  Kräften, 
bilde  über  jeder  Kraft   des  ersten  Systems  in  Verbindung  mit 
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je  einer  des  zweiten,  als  entgegengeeetiteii  Kanten,  Tetiaeder, 
80  wird  die  Summe  der  Inhalte  dler  dieser  Tetraeder  onirerSndert 
bleiben ,  wenn  man  statt  der  zwei  betrachteten  Systeme  zwei  ihnen 
resp.  aequivalente  wählt 

Bezeichnen  wir  die  Systeme,  wie  in  §.  2.,  so  ist 

i:z  Tetr.  (a,Ä)  =  X2r  Tetr.  (A,B), 

worin  jedes  Glied  das  Zeichen  -|-  oder  —  hat,  je  nachdem  die 
eine  baft,  gesehen  Ton  dem  Ende  der  andern,  in  einem  hestimn- 
ten  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne  zn  drehen  strebt. 

Beachtet  man  das  in  §.  13.  Gesagte,  so  ist  der  Beweis  ganz 
der  gleiche,  wie  in  {.  2.  Denn  es  ist,  wenn  das  Zeichen  2  sich 
bloss  auf  6  bezieht, 

^^etr.  (a,b)=^S  (der  Momente  von  6,6',....  in  Bezog  aufa) 

^^^ ä" -"  ( >»  »         »  £j,/^,...  „      „       „    ,,/ 

=  2rretr.  (a,B). 

Eben  so 

-STetr.  (a,  Ä)  =  -STetr.  (A,B), 

wenn  das  Zeichen  Ji^^sich  auf  a^A  bezieht.     Also 

£Z  Tetr.  (0,6)=  ££  Tetr.  (ö,B)=2;2: Tetr.  (A^B). 

Was  die  Regel  der  Vorzeichen  anbelangt,  so  ist  zu  merken,  dass 
man   in 

J&(der  Momente  von  6,  6',....  in  Bezug  auf  a) 

den  einzelnen  Gliedern  das  +  oder  —  Zeichen  geben  muss,  je 
nachdem  die  betreflfende  Kraft,  gesehen  vom  Endpunkte  von  a 
aus ,  In  einem  bestimmten  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne  zu 
drehen  strebt  (§.  10.). 

15)  Gesetzt  6,  6',....  seien  identisch  die  nämlichen  wie 
a,  a',...«  und  eben  so  £,^,....  wie  J,  2^',....,  so  schllesst man : 

Man  habe  zwei  aequivalente  Systeme  von  Kräften,  so  ist  die 
Summe  der  Tetraeder,  die  man  auf  je  zwei  Kräften  des  ersten 
Systems,  als  entgegengesetzte  Kanten  betrachtet,  bilden  kann, 
gleich  der  Summe  der  Tetraeder,  die  man  auf  ähnliche  Weise 
mit   den  Kräften  des  zweiten  Systemes  zu  bilden  im  Stande  ist. 

Begreiflicher  Weise  gilt  Alles,  was  von  zwei  aequivalenten 
Systemen  gesagt  ist,  von  zwei  Systemen,  die  sich  gegenseitig 
das  Gleichgewicht  halten. 

16)  Daraus  folgt: 

Wie  man  auch  immer  die  Kräfte  eines  Systems  vun  Kräften 
durch  zwei  Kräfte  ersetze,  so  ist  immer  das  Tetraeder  über  die- 
sen zwei  Kräften  von  gleichem  Volumen. 
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17).  Siod  diese  zwti  Kräfte  in  einer  Ebene,  bilden  also  ^in 
Paar  oder  redusiren  sich  auf  eine  eio%ifft,  sq  i«t  diese«  Volumen 
NulL    AUo: 

Di^  ^eometrifiche  Bedingung^  das«»  ein  Sysitem  von  Kräften 
eine  einziffe  Reeultante  hab^  oder,  steh  i^nf  ein  Paar  (couple)  redu- 
zife,iat,  aas4(  die  Su(iime  der  IiyhaUe  der  Tetraeder^  die  man  auf 
je  zwei  Kräften  des  Systems  entgegengesetzter  Kanten  errichten 
Kann,  Null  sei. 

18)  Wenn.  Kräfte  mit  einander  im  Gleichgewichte  sind  und 
man  tfaeilt  sie  in  zwei  Gruppen,  so  sind  die  Kräfte  der  einen 
Gruppe  Im  Gleichgewichte  mit  denen  der  andern.    Also  nach  §.  15.  :^ 

Wenn  Kräfte  mit  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  ist  die 
Summe  der  Tetraeder,  die  man  über  mehreren  derselben  dadurch 
bilden  kann ,  dass  man  je  zwei  als  entgegengesetzte  Kanten  ^  be- 
trachtet, gleich  der  Summe  der  Tetraeder,  die  man  auf  gleiche 
Weise  über  den  übrigen  Kräften  bilden  kann. 

19)  Man  scMiesst  hieraus: 

Wenn  vier  Kräße  im  Gleichgewichte  sind«  so  Jst  das  Volumen 
des  Tetr^eders^  das  auf  die  genannte  Art  über  zwe7en  derselben 
errichtet  wird^  gleich  dem  Volumen  des  Tetraeders  übe^  den  an- 
dern izwei. 

20)  VI.  Lehrsatz.  Wenn  zwei  aequivalente  Systeme  von 
Kräften  an  demselben  festen  Korper  angebracht  sind  und  man 
giebt  diesem  Korper  eine  unendlicn  kleine  Bewegung,  bildet  so- 
dann das  Produkt  einer  jeden  Kraft  mit  dem  Wege,  den  ihr  An- 
griffspunkt im  Sinne  der  Richtung  der  Kraft  durcnlaufen  hat,  so 
ist  die  Summe  aller  dieser  Produkte  für  das  eine  System  gleich 
der  Summe  derselben  für  das  andere  System. 

Sei  mm'  der  Weg  des  Angriffspunktes  m  von  a,  so  ist 
ä,mm' .€oa(a*mm')  das  Glied  In  Bezug  auf  diese  Kraft,  4as  in 
£0 .  mm' ,  cos  (a,  mm')  eintritt.  Man  muss  also  beweisen ,  dass  diese 
Summe  unverändert  bleibt,  wenn  man  o,  o',....  durch  ein  aequiva« 
Ißntes  System  ersetzt. 

Jede  unendlich  kleine  Bewegung  eines  freien  festen  Körpers 
kann  als  aus  zwei  gleichzeitigen  Bewegungen  entstanden  gedacht 
werden,  von  denen  die  eine  eine  Umdrehuogsbewegung  um  eine 
bestimmte  Gerade,  die  andere  eine  fortschreitende  Bewegung  ist 
Seien. ma,  ma'  die  zwei  Komposaoten  der  Bewegung  von  m,  so 
ist  mu -für  jeden  Pmikt  des  KOrpers  verschieden,  jnii*  {är  alle 
gleich;   femer  ist  bekanntlich 

mm' .  cos  (a ,  mm')  =  mfi  cos  (a ,  m^)  -|-  m^i'  cos  (a ,  mfi') , 
woraus  folgt: 
2a . mm' . cos (a , mm')  =:  Za.mii, cos (a , mfi)  +  m(i' .  2a . cos (a ,  fiift')- 

Da  £a,cos(a,mii')  ungeändert  bleibt,  wenn  ^,  a',....  durch  ein 
aequivalentes  System  ersetzt  wird,   indem    dieses   Glied  nur  die 
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Summe  der  Projektionen  jroo  a,  a'»....  auf  mu'  aosdrflckt,  so  hat 
man  diese  Unveränderlichkeit  nar  von  dem  Glieae  2a  .m(i  .coe(a,mii) 
zu  beweisen. 

mit  ist  der  Weg  von  m,  hervorgebracht  durch  eine  Umdrehung 
um  eine  bestimmte  Gerade.  Sei  nun  r  die  Senkrechte  von  m  auf 
diese  Gerade^.  ^  die  Drehung,  so  ist  miiL^^r.6,  Nehmen  wir  an, 
eine  Kraft,  ausgedrückt  durch  $,  wirke  nach  jener  Geraden,  so 
ist  ihr  Moment  in  Bezug  auf  m  gleich  rß;   also  ist  a.f}ifi.cos(a,fiifi) 

=  a  X  (dem  Moment  von  0  in  Bezug  auf  m)  X  cosfa,iitfi), 
=  aX(der  Projektion  dieses  Momentes  auf  eine  Ebene, 

senlorecht  auf  a), 
=irX(dem  Moment  der  Kraft  6  in  Bezug  auf  a)  (§.  13.) 

=  6  Tetr.  (c,(9). 

Demnach 

2;a.m^.cos(a,titft)  =  6i?  Tetr.  (a,B). 

Das  letzte  Glied  ändert  sich  nicht,  wenn  man  a,  a' ,.,..  durch 
ein  aequivalenies  System  ersetzt  (§.  15.),  indem,  wenn  a,'a',—*; 
A,  A',,...  uequivalent  sind,  es  auch  ß,  a,  a',..\.;  ß,  A,  A',.... 
sein  werden,  und  die  Summen  X2?Tetr«  (a,a'),  2£Tetc,(A,A') 
ohnehin  gleich  sind;  also  ist  diess  auch  für  das  erste  der  Fall 
was  den  Satz  beweist 

21)  Man  kann  auch  sagen: 

a. (Moment  von  ß  in  Bezug  auf  a) 
=  9. (Moment  von  a  in  Bezug  auf  ß), 

was  aus  6.  13.  usmitteibar  folgt;  und  da  die  Summe  der  Momente 
von  a,  a  ,....  in  Bezu^  auf  eine  Gerade  ß  konstant  bleibt  (üi 
jedes  mit  diesem  aeauivalente  System,  so  folgt  das  so  eben 
Bewiesene  auch  aus  aieser  Betrachtung. 

22)  Wenn  die  Kräfte  a,  a',....  im  Gleichgewichte  stehen,  so 
kann  man  sie  durch  zwei  gleiche  und  geradezu  entgegengesetzte 
Kräfte  ersetzen,  woraus  folgt,  dass  ais&nn 

27a .  mm' •  cos  (a ,  mm')  =  0 

ist.  Diess  ist  das  bekannte  Princip  der  virtuellen  Geschwin* 
digkeiten. 
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Veber  die  Traosformatloii  der  unali- 

büniTlffen  Verllnderliclieii  in  TieifiBcbeii 

iDifferentläleii  und  Inteipralen. 

Von  dem 

Herrn  Doetor  J,  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bnrgerachnle  %n  Sinaheim  bei  Heidelberg. 


Selen XifX^,x^,,..uiCm  n  onabhäogige  VeräDderliche,  ^>^ «^ 

n  andere  unabhängige  Veränderliche,    verbunden   mit    den  ersten 
durch  die  n  Gldcnungen: 

fl  (Xi  9  X^f'»»  Xu$  «1  9  02»  ••••  ««)  =  0,  j 

f%{Xl  ,  X%9  ....  ^«9    »1  »    «2»  ••••   *^)  =0,  y  Qv 

i  .         \ 

welche,   der  Kürze  wegen,   durch  /i=0,  /2=09.«../«=:0  darge- 
stellt werden  mögen. 

Man  stellt  nun   die  Aufgabe,  aus  dem  bekannten  DiiTerential 

Oft  o 

R — g g — ,   WO  5  eine  Funktion   von  Xi,  x^,,...Xn  ist,    das 

Differential  g — g g—  abzuleiten,  worin  a^i,  a7a,....j:n  durch  ihre 

Werthe  in  «i,  og,....«!!,  wie  man  sie  aus  (1)  ableitet,  ausgedrückt 
werden. 


Sei 

8«S 


dxidx^»:.dXi 


■=^ü. 


80  iat  U,  der  Annahme  nach,  eine  bekannte  Funktion  von  Xi ,  s%,,. 
....«■.    Non  ist: 

9a?|&l^.«o«dj^  "  fij?!    0X%  Ml OXm      Bxi 
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9 — § S — =:F=/  t73a:i  gesetzt  wird.     Um  die  Grosse 

^r—  ZU  erhalten,   muss  man   aber  in  V  bloss  Xi  als  Teränderlich 

ansehen  9  und  alle  andern  Grossen  a:^,  ^^s»*— ^«  ^''^  konstant  be- 
trachten. Unter  dieser  Voraussetzung  enthalten  die  Gleichungen 
(1)  n  +  1  Veränderliche  Xi,  a. ,  oj»....«;».  Obwohl  nämlich 
j^a,  x^y-'^n  auch  Funktionen  der  Veränderlichen  ai,  029'*--ffn 
sind 9  so  roQssen  diese  Funktionen  nun  so  beschaffen  sein,  dass 
sie  sich  nicht  ändern,  wenn  a^,  a^,....an  dert^estalt  sich  ändern, 
wie  es  die  Aenderungsart  von  Xi  verlangt ,  d.  h.  mit  anderen  Wor- 
ten, die  einer  Aenderung  der  Grosse  Xi  korrespondirenden  Aen» 
deningen  der  «1,....^»  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  dadurch 
keine  Aentlerang  in  den  Werthen  von  x^,.'.^,Xn  Tor  sich  gebt. 
Da  die  Anzahl  der  Gleichungen  (1)  n  ist,  so  kann  man  also  jetzt 
eine  der  n  +  l  Veränderlichen  Xi,  or« , ....  an  als  die  unabhängige 
Veränderliche  betrachten,  z.  B.  «i,  und  die  andern  n,  also  Xi,  oj,.— <vn» 
vermöge  der  Gleichungen  (1)  durch  diese  ausdrücken,  so  dass 
z.  B.  Xi  als  blosse,  Funktion  von  oj  erecheiot  Demnach  ist,  nach 
bekannten  Sätzen: 

SJ^^SVdxi 
8«!  ~~dxi.dcii  ' 

vXt 

und  es  handelt  sich  bloss  um  die  Bestimmung  von  -k-*.  Nun  folgt 
aber,  unter  den  so  eben  gemachten  Voraussetzungen  aus  (1) 

^8ari  '  8A8a4     a/;a^  .  ?A?5! ?A. 

8:r,5ä^"*'8«a5ä;^'*'8«3  8<^i      *"       öttaSAi"^      8«i' 

aus  welchen  Gleichungen  sich  ergiebt 

dxi         Ml 

Beachtet  man  aber  das,  was  in  Klügeis  Worterbuche,  Supple- 
mente, Art.  Elimination,  hinsichtlich  der  Bestimmung  einer 
Grosse  aus  n  linearen  Gleichungen  gesagt  ist,  so  wird  man  leicht 
,  einsehen,  dass  Ni  der  gemeinschaftliche  Nenner  ist,  der  den  GrCs 
sen  kl,  Ära,.... An  zukommt,  wenn  sie  aus  folgenden  Gleichungen 
bestimmt  werden: 

4*»  +  fc*^+/i^*'»+-+Si*"=*' 
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während  Mi  der  gemeiDschaftiiche  MeoDer  der  Grössen  ki,,^.,kt 
sein  wilrde^  wenn  sie  bestimmt  würden  aus: 


1  0 


Demnach  bat  man 

3oi— 8a,8ar,8ar,....8x,~3*,aa:a....ax«^V     ^ly-     l^'  ^^^ 

In  dieser  Gleichung  mnss  man  in ^^— *  sich  Xi  durch  a|,....aii^ 

und  sodann  o^,....«;»  durch  ffi«  ^«»••••^'^  ausgedrückt  denken»  was  durch 

die  Gleichungen  (1 )  ermöglicht  ist  Sonach  enthält  die  Grösse -^ 

jetzt  die  n  unabhängigen  Teränderlichen  ai,  x^,  x^^.,».Xn* 
Nun  ist 

»S    > d_        d^-^S %f\  ■ 

8«! dx^ .... dxn *"" 8^a  ooidx^Z^dxn      8^^ 
wenn 

8aia^3 exn^^'-J"  A,  '''^ 

gesetzt  wird. 

Jetzt  hat  man  also  bloss  x^  als  veränderlich  anzusehen,  wäh- 
rend «1,  x^y,.,.Xn  als  konstant  zu  betrachten  sind.  Demnach  ent- 
halten die  Gleichungen  (1)  jetzt  die  n-^1  Veränderlichen  Xi,  x^ 
«29  €%,.... Ol,  und  man  kann  n  derselben  als  Funktionen  einer  von 
ihnen ,  z.  B.  a^,  betrachten.    Daher  ist 

8ri_8Fiaya 
da^       dx^  Ba^' 

Durch  die  gleichen  Betrachtungen,  wie  so  eben,  ergiebtsich: 

dx^  __     üf j 

worin  N^  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Grössen  ki,..,.kn 
ist,  wenn  sie  bestimmt  werden  aus: 
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M^  die  analoge  Grosse,  bestimnit 'aus : 

'  Daraus  folgt  zunächst  offenbar 
und  sodann 

3c^     dtti  8028^3  ••••d.Tn     8a|8a:28:r9..,.da;n   \     iV^/ 

in  welcher  Gleichung  x^  x^  durch  ttt,  cuxy,...ttn  und  sodann 
a3,....orn  durch  a^ ,  oe^,  a:5,....a:n  aussgedrfickt  gedacht  werden  müssen. 

Wie  man  so  weiter  gehen  kann,  liegt  klar  vor,  dessgleichen 
auch,  dass  immer  ein  Faktor  des  Zählers  und  Nenners  sich  auf 
heben;    so  dass  man  endlich  erhält: 

^-^-—^=^-l)n^U.  (4) 

in  welcher  Gleichung  Xi,  j?»»*--«^»  durch  ai,  a^^,.»,an  auszu- 
drücken sind.  Zugleich  Ist  Iin  der  gemeinschaftliche  INenner  von 
ki9^...kn9  bestimmt  aus: 

;^*.+^*.4.....+fi*.=.. 

äi;;*>+s^*»+-+ä5i;*"-''        \  (S) 

'l(«t  demnach 
WO  ü  eine  bekannte  Funktion  von  x^,  x^,....Xn  ist,  so  ist 

wenn  a^,  a^9,>,^an  neue  unabhängige  Veräoderliche  sind,  die  mit 
den  ersten  durch  die  Gleichungen  X\)  verbunden  sind ;   wenn  fer- 
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n^  M,  N  die  gemeinschaftlichen  Nenner  der  Werthe  von  kif..„tn 
sind ,  wenn  diese  resp.  aus  den  Gleichune^en  (2)  und  (5)  bestimmt 
werden,  und  wenn  man  endlich  in  der  zweiten  Seite  der  Glei- 
chung (7). die  Grossen  Xi,  x^,,...Xn  durch  «],  hl^ a«  ausdrückt 

Unter  gleichen  Voraussetzungen  folgt' aus  (6)  und  (7): 

Jjy -  fv^^i  8^« dxnM-irJJjf^^.J'^daida^J.dan.  (8) 

Die  Gränzen  der  Integrale  nach  €ti,a^,.„.an  bestimmen  sich  nach 
denen  der  Integrale  nach  aPi,  j-^v-^rn. 
,         HStten  die  Gleichungen  (1)  ^>®  Form: 

^i=/i(ai>  oa,--..«»),    \  \ 

^2=/2(«lJ   «»»••••««)»  >        (9) 

so  wäre  offenbar  iV=l  in  (7)  und  (8), 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht ,  Anwendungen  des  aurge- 
stellten Satzes  hier  zu  machen;  dieselben  sind  ohnehin  äusserst 
zahlreich.  Wir  wollten  nur  versuchen,  den  Satz  selbst  strenge 
zu  begründen,  da  er  höchst  wichtig  ist,  und  seine  Begründung 
z.  B.  in  den  uns  vorliegenden  Vorlesungen  von  Moigno  nicht 
über  allen  Einwürfen  zu  stehen  scheint,  r^ur  eine  einzige  Anwen- 
dung wollen  wir  auf  die  Umbildung  des  Integrals 


ffß-^S^'-, 


das  bekanntlich  einen  körperlichen  Rauminhalt  ausdrückt,  machen, 
wenn  x,  y,  z  durch  die  Polarkoordinaten 

:r=:rco8  9,  y^rsin^cos^,  z=r  sin  9  sin  ^ 

ausgedrückt  werden.     Hier  ist  fifi=^r^   09=9»   o's^r^'.»  ^1^^^  sind 
die  Gleichungen  (2): 

cos^.Xti — rsin^.^a^l, 

Biti  g>  008  iff,  kl  +  r  coag>  cos  ^.k^^r  sin  g>  sin  riß,  k^=il, 

sin  9  sjn  «^ .  Ai -fr  cos  9  sin  if;.  Ä:s-f  rsing)  cosif; .  £3  =  1 ; 

woraus  M=:r^t^inq>  folgt;    da  i\r=I  ist,  so  ist  also: 
/  /  /  3a:  8y  02=:  /  /  /  r*sin  gj  SrSyS^ , 

Jjff'F(x,p:,z)dadgdz 
:=^  1 1 1  F(rcosfp,rsing>cos'ilß,rsmg>sin^)i^sinipdrdg>dtlf, 
wie  bekannt 
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JLSJL. 

V 

Heber  die  Bedlngrnnf^eii^  welche  (pC^t^^)^ 
^(x,y)  erffillen  mttjsjsen,  damit 

*  Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger^ 

Lehrer  an  der  höheren  Bärgerachnle  sn  Sintheini  bdl  Reidelherg. 


Sei  f(xyy)  eine  Funktion  der  beiden  Grussen  x,  Vy  die  wir 
als  Ton  einander  unabhängig  betrachten  wollen,  welche  der  Be- 
dingung 

dx  dy 

identisch  entspricht/  so  \Bt 

f(x,y)^F(x+y), 

ein  Sats,  der  an  und  fär  sich  klar  ist.    * 

Seien  nun  ü,  V  zwei  Funktionen  der  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen  Xy  y»  welche  identisch  folgenden  Gleichungen  ge- 
nilgen : 

8F__ai7     8t^_8F. 
SS"*"      %'     8jr~8y' 
so  ist 


0) 


Denn  es  ist  immer 
also 


l7  +  «Fa;:g)(a?,y)> 
8t^      8F_89 
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Multiplizirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  t,/8abtrahirt  so- 
dann die  zvireite  und  beachtet  die  Gleichungen  (l),  so  ergiebt 
sich: 


woraus  folgt: 
also: 


,  Cip     d<p     d<p        dg> 


9  =  F(j:  +  ty), 


r+iF=F(a:  +  ty).  (2) 

Umgekehrt  aber  auch,  wenn  die  Gleichung  (2)  Statthat,  so  findet 
auch  (1)  Statt.    Denn  aus  (2)  folgt: 

Demnach : 

dx      dx      %         8y  '  * 

welclie  Gleichung  die  (1)  nach  sich  zieht. 

Man  hat  also  folgenden  Satz: 
,,  Damit 

iMt  nothwendig  und  hinreichend^  dass  identisch: 
dx       ~      dy      ' 

8»(f  >  y) 8y(^  >  y) 

tx  hy 

Und  umgekehrt  5  wenn 

F(a:  +  ty)==:9(;r,y)+t>(ar,y), 

so  fiqden  die  Gleichungen  (3)  Statt'' 


(3) 
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Velber  einiire  artthmetlsclie  Sätze. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  UniTerrität  %n  Jena. 


Dividirt  man  eine  ganze  positive  Zahl  m  durch  eine  andere  n, 
80  sind  der  dabei  herauskommende  ganze  Quotient   (die   grusste 

unter  —  liegende  ganze  Zahl)  und  der  Rest  offenbar  Funktionen 

von  m  und  n.  Die  Form  der  letzteren  war  bisher  nicht  bekannt, 
und  erst  Herr  Dr.  Eisenstein  hat  dieselbe  angesehen.  Der  ge- 
nannte scharfsinnige  Mathematiker  stellt  nämlich  im  z7sten  Bande 
des  Crelle'schen  Journales  S.  281.  u.  A.  folgende  Theoreme 

auf:    für  — =o  f  —  ist 
n      ^      n 

flr= ■J-fci-Z.sio -cot — 9 

r  =  i[7i--rsm— j^cot  — ]; 

wobei  sich  beide  Stimmenzeichen  auf  die  VVerthe  k^=^l,2,  3,...,,n — 1 
beziehen.  Da  aber  kein  Beweis  zu  den  obigen  Formeln  gegeben 
worden  Ist,  so  halte  ich  es  nicht  fßr  überflussig ,  einen  solchen 
mitzutheilen,  der  noch  ausserdem  die  Eigenthfimlichkeit  besitzt, 
eine  Anwendung  der  Integralrechnung  auf  liühere  Arithmetik  dar- 
zubieten *). 

Setzt  man  in  dem  bekannten  Integrale 


^o' 


£ 


|— ^=:«cotfin;,  1>^>0; 


*)  Dieis  ist  ubriffens  nicht«  Neaös,  denn  schon  bereits  seit  längerer 
Zeit  hat  Herr  ProtT  Lejeune-Dirichlet  dergleichen  Anwendungen 
gezeigt,  die,  wie  alle  Arbeiten  dieses  Geometers,  eine  bevnndern«werthe 
Feinheit  beurkunden. 


Digitized  by  VjOOQIC 


425 

wovon'  sich  ein  strenger  Beweis  lo  Thi.  üe  S.  290.  iiAd  TM.  HL 
S.  2^.  findet,  r=rar"  und  fi=-9  so  wird  ifiSr  Jt<,n 


/ 


Tj =—  cot— ^  y 

0       1— ar"       n         ft 


und  nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit 


1    .    'Ihnn 


erhält  man  hieraus 


1    ,   2km7t       hn      \     r^     dx       .    ,    ,    'Ihmn 
ef  sm cot  —  =  2i-  /       1 =  o:*-*  sm 

Fflr  ü:=l«  2,  35....n~l  und  durch  Summirung  aller  so  ent- 
stehenden Gleichungen  findet  man  nbch 

1   ^  .  2km7C       kK       \    P"^     dx     ^ 

o-^Sin cot =3o"    /  4 Zi^Xy 

wobei  X  die  Summe  der  Reihe 


.    -.«•,.  _       ,  4m7C  ,     „  .  6m«  ,        .     «_«  .    (2n  — 2)wiyc 

sin harsln +ar*8m +....+a;'»-'*sm 

n  n  n  n 

beseichnet    Diese  Summe  ist  aber  leicht  zu  finden.    Denn  setzt 
man  in  der  Gleichung 

«=:^(cosG>-l- V — Isino»),  so  findet  man  durch  Vergleichung  der 
imaginären  Partieen 

^sin  fl»  4-  ^*sin2»  +  p'sinSo»  + ....  +  ^-^sin^tt— l)a> 

^ sin  CO osinfa — l)oj — sinnco 

~"  l—2^cosa)  +  ^»"'"      l-2^cos(»+^«     ^"* 

und  für  q=^x,  co= ergiebt  sich  hieraus  nach  Division  mit  x 

und  unter  der  Bemerkung »  dass  8in(ji— 1)  -jj-=  —  sin-^  ist, 

^  1 — a^  ,    ^mit 

1— 2a?  cos \-x^ 

n 

und  mithin  wird  nach  dem  Vorigen 

TheU  \.  28 
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rt--2isin cot  —  =  ö-"  / 5 sin—--. 


Bevor  wir  weiter  f^eheD,  sind  noch  einige  Bemerkungen  nothig« 
welche  zeigen,  das8  aas  Integral  auf  der  rechten  Seite  verschie- 
dene Formen  annehmen  kann.    IXa.  aw  "^  =^  Q  -fr"  tokt  -'^—  ^f^ 

2ifn-\ ,  und  q  immer  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  die  to- 

rige  Gleichung  zunächst  in  folgender  Gestalt  darstellen: 


1    ^  .   2kmn       kn       l      p^  dx 

n    ' 


1    „  .   2kmn     ^kn       1      P^  dx  .    2r« 

-sin,— -• 


Da  ferner  r'^n^  so  ist  2r<2ft,  und  mithin  — <^;  es  sind  d^ 

2rn 
her  hinsichtlich  des  Bogens  —  vier  Fälle  mOglicfa,  jenachdem 

derselbe  Im  ersten,  zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten  liegt. 
Diesen  vier  Fällen  entsprechen  die  \ier  Suppositlonen 

wo  jeder  der  vier  Bogen  91,  92»  939  9P^  zwischen  0  qnd  s-  eothai« 
ten  ist.    Das  Integral  ^ 

^^     l-2a:cos^+x« 
nimmt  demgemäss  die  vier  Formen 


sin 
n 


*  sing?irfa: 

sbrg}2^^ 
^0     l+*^cos^+Ä*' 

^     l+Zrc9SW*+'^** 
**  sin  q>j^dx 

/  0        l--'2i€0»94+a?* 

an.    Nun  ist  überhaupt 


/i 


B\\\q>dx         .      .     ^    a:  — CQScp  _  ^ 
s : — «  =  ArctB»^ — = — * |-Const, 


1 — 2j7Cosg)  +  ar*  sin  9 

folglich 


Digitized  by  V^OOQIC 


437 


r 


l-'ixcoBq>+x^  ~  ArctaD  »  +  Arctan  cot  tp 


^^2  "'' V2  ^^^^**"**'^^  J' 
und  da  Rlr  |^>g)>0,  ArctantaDg)=g)  ist  *); 

y'**  sinqxix 

utid  ebenso  leicht  findet  man 

y'*»  shiq>ffa; 

,  .^®?."*^*  "J**^  diess  für  die  verschiedenen  Formen  von  Ä,   so 
erhalt  dieses  Integral  die  vier  Formen 

Nun  war  aber  im  erstes  FaUe  ^  =  ^>   im  zweiten  ffe  =  « 

n"*   ™  a™«n  ^"^  "IJ ^  "^*  ™  vierte»  974  =:  2nr  —  — , 

und  wenn  mn^diese  TTerthe   sabstitolrt,    so  vereinigen  sich  die 
verschiedenen  Formen  von  B  iv  der  einiigtn 

2r7r 


71 


und  vermöge  der  Rolle,  die  das  Integral  Ä  froher  spielte,  ist  jetzt 

1   _  ,   2Um7C    ^kn     ,      r 
^2?sm— — cot— =  1--. 


n 
Hieraus  folgt  unmittelbar 


r  =  i[«  ~  2?sm cot — 1, 


♦)    Dftsa  die  Punktionen  ArcUmtan^  and  9  nar  fiir-  >  9  ^  0    aber 
•ODtt  nicht  identiacb  iiad,  Ut  leicht  an  sehen.    So  ist  z.  B. 
AccCaatan  (jt + 9)  =  ürctan  (—  tan  9) 
=  —  Arctan  9 = —9, 

und  die««  Ist  nicht  einerlei  mit  n-\^.  Um  daher  den  Satx  Arctantan  0=^ 
anwenden  za  köimen,  mosg  man  sich  erst  Tenichem  dai«  luL 
ersten  Qoadraaten  liegt,  and  diese  Nothwendigkeit  fahrte  oben  di?  C- 
terscheidiuig  der  vier  Fälle  hinsichtlich  —  herbei. 


n 
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d.  h.  das  zweite  Theorem  von  Eisenstein;   aus  der  Bemerkung, 

dass  -=o  +  — ,  also  «= war,    enriebt  sich  nun  auch  das 

erste:  ', 

m      ,   .   1    „  .   ^mn      .k% 
q=z 4  +  cT"  -^8'n -cot -- > 

wobei  immer  Ar=l,2,3,....n — 1  ist 


Bemerknngren  ttber  die  niedere  Feld- 
messkunst.  Insbesondere  über  den  all- 
fpemelneren  Gebrauch  des  Rückwärts- 
elnsclineldens.  - 

Von  dem 

Herrn  Yermessungs- Revisor  Nernst     » 

SU  Bassin  aaf  der  Insel  Ragen. 


Es  ist,  bei  Detail-Vermessungen,  die  Lage  eines 
durch  Rückw^ts- Einschneiden  gefundenen  Punktes 
leichter,  schneller  und  sicherer  zu  cartiren,  als  ein 
auf  irgend  eine  andere  Weise  im  Freien  bestimmter 
Punkt. 

Bei  Detail- Vermessungen  ist  es  an  sich  schon  vorth eilhaft  und 
zweckmässig,  auch  im  nördlichen  Deutschland  wohl  fast  ohne  Aus- 
,  nähme  ausführbar,  durch  die  ganze  aufzunehmende  Flur  wenig- 
stens eine  Hauptlinie  zu  le^en.  Man  bezeichne  darin  alle  100, 
oder,  wenn  ein  sehr  zerschnittenes  Terrain  vorliegt,  alle  50  Ruthen 
durch  ein  Signal,  A,  B,  C,  u.  s.  w.  Auf  dem  Papier  trage  man 
die  Hauptlinie  auch  auf  und  ^errichte  in  jedem  Signalpunkte  darauf 
genau  eine  Senkrechte. 

Wenn  man  nun  einen  Punkt  x  (Taf.  V.  Fig.  2.)  im  Freien 
durch  die  möglichst  kleinste  Aluhwaltung,  nämlich  durch  Messung 
der  beiden  Winkel  cc  und  ß,  bei  nur  einmaliger  Aufstellung  des 
Instrumentes,  also  durch  Itäckwärtseinschneiden,  bestimmt  hat,  so 
kann  man  auch  auf  dem  Papier  durch  die  denkbar  einfachste  Ver- 
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richtang  die  Lage  des  Punktes  genau  finden,  und  zwar  durch 
nur  zwei  Abmessungen  mit  dem  Zirkel.  Nach  dem  Maass- 
stabe ^  der  der  neuen  Carte  zum  Grunde  gelegt  werden  soll,  und 
wonach  hier  ^J?  und  BC  100  Rutben  Entfernung  haben,  braucht 
man  nur  CC  =  cotgß  und  AA'=cot^a  zu  machen,  an  A'C  ein 
Lineal  zu  legen,  daran  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  und  dasselbe 
so  weit  hinzuschieben,  dass  die  Schärfe  desselben  durch  B  geht, 
sa  ist  07  der  gesuchte  Punkt. 

Für  die  Gotangenten  sind  aber  bekanntlich  schon  gute  Tabel- 
len Torhanden,  man  braucht  nur  die  DecimalsteHen  derselben  ent- 
sprechend zu  ändern. 

Hält  man  den  Gebrauch  eines  guten  recht^vinkligen  Dreiecks 
hier  für  noch  nicht  delicat  genug ,  so  braucht  man  nur  auf  dem 
Pdpiere  ein  für  allemal  eine  Farallele  mit  AC,  in  dem  Abstände 
gleich  AC  zu  ziehen,  und  dann  jedesmal  DE=CC'  —  AA'  zu 
machen ;  es  geht  dann  BxE  rechtwinklig  durch  die  Linie  AxC  und 
der  Punkt  x  ist  durch  zwei  rechtwinklig  sich  schneid>Dnde 
Linien  bestimmt. 

Es  giebt  noch  mehrere  elegante,  bisher  noch  nicht  bekannt 
eewesene  Constructionen  des  Punktes  x,  Taf.  V.  Fig.  3.  ent- 
nält  die  Andeutung  einer  Constrnction,  wobei  zugleich  Controle 
der  Richtigkeit  der  Construction  gegeben  ist,  in  so  fern  der  Punkt 
X  durch  drei  sich  schneidende  Linien  aui  dem  Papier  gefunden 
wird.  Die  Leser  dieses  Archives  erlassen  mir  gewiss  gern  den 
Beweis  dieser  an  sich  so  sehr  nahe  liegenden  Sätze. 

Es  ist  filr  die  Entwiekelung  der  höheren  Vermessungskunst- 
gewiss  schon  vieles  geleistet,  verhältnissmässig  weniger,  scheint 
es,  ffir  die  niedere.  Diese  berührt  aber  vielfach  das  innerste 
Leben  des  wichtigsten  aller  Gewerbe:  der  Landwirthschaft.  Nach 
unserer ,  auf  viele  Erfahrung  ||^estützten  Ansicht  muss  die  Praxis 
der  niederen  Feldmessknnst  hiernach  eine  andere  Gestalt  gewin- 
nen, da  die  so  schone  Operation  des  Rückwärtseinschneidens 
eine  bei  weitem  grossere,  ja  vielleicht  eine  ausschli essende  An- 
wendung erlangen  dürfte ,  auch  besonders  auf  die  Bestimmung  der 
näheren  Punkte  des  Details  ganz*  allgemein  würde  ausgedehnt 
werden  können.  ,  Bei  Landesvermessungen  ist  es  im  Grunde  so 
wesentlich  nicht,  wie  viel  Stunden  die  Bestimmung  eines  Punk- 
tes kostet.  Bei  der  Aufnahme  von  Feldmarken  aber,  gegen  die 
Remuneration  von  V-f^  Sgr.  pro  Morien,  wobei  Tausende  von 
Punkten  festgelegt  werden,  die  das  Mein  und  Dein  für  die  Zu- 
kunft docunientiren  sollen,  ist  die  Ersparung  von  Zeit  und  Kraft 
von  grösserer  Wichtigkeit,  um  so  mehr,  als  das,  was  durch  die 
Methode  gewonnen  wird,  wieder  zur  Erreichung  einer  grösseren 
Genauigkeit  und  Sicherheit  durch  bessere  Instrumente  u.  s.  w. 
verwendet  werden  kann.  Bei  der  Aufnahme  sehr^  vieler,  sich 
auch  nahe  liegender  Punkte  wird  sich  übrigens  der  Gebrauch 
giiter  Sextauten   hier  empfehlen. 

Dass  es  nicht  nothi^  ist,  dass  die  Signale  in  der  Hauptlinie, 
wonach  man  rückwärts  einschneidet,  gleich  weit  und  100  Kuthen 
votai  einander  entfernt  sind ,  erhellet  leicht ;  man  muss  es  nur  so 
niid  kann  es  leicht  so  einrichten,  dass  man  doch  durch  die  Multi- 
piication  mit  nur  einer  Ziffer  die  Länge  der  entsprechenden 
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Senkrechten  findet.    LMgen  z.  B.  A^  B^  €,  D,  E  and  F  in  einer 

feraden  Linie,  wgren  100  Ruthen  Von  eioander  entfernt ,  und  man 
unnte  in  irgend  einem  zu  bestimmenden  Punkte  etv?a  B ,  I)  und 
£  nicht  sehen»  so  wären  die  entsprechenden  Senkrechten  Cur 
i4s:2.100cotga  und  für  F=3.100cotg^  lang. 

Auch  in  grSsserer  Allgemeinheit»  wenn  A,  B  und  C  nicht  in 
gerader  Linie  liegen  und  ungleich  weit  von  einander  entfernt  sind, 
aber  wenn  nur  recht  viele  Punkte  cartirt  und  nicht  mit  Zah- 
len ,  sondern  durch  Zeichnung  auf  dem  Papiere  hergeetelit  werden 
soUen,  ist  die  Methode  von  ausnehmender  Wiehtigkeit.  Denn, 
wenn  nämlich  die  Lage  dreier  Kirchthiirme  durch  höhere  Land- 
Vermessung  gefunden  wäre,  und  es  sollte  möglichst  schnell  und 
genau  die  ganze,  vielleicht  meilenweite  Umhegend  aufgenommen 
werden,  so  verlohnt  es  sich  der  Mühe  von  deii  Entfernungen  AB, 
BC  und  AC  tausendtheilige  Maassstäbe  zu  entwerfen,  wonach 
und  womit  man  dann  die  vorhandenen  Cotangenten-Tabellen  auch 
hier  ohne  weiteres,  ganz  analog  den  beiden  obigen  Fällen,  an- 
wenden kann. 

Von  praktischer  Wichtigkeit  ist  bei  Detail -Vermessungen, 
dass  man  in  der  Ferne,  nämlich  von  den  aufzunehmenden  Punk- 
ten aus,  die  Nummer  oder  die  Identität  der  Signale  A,  B»  C 
u.  s.  w.  in  der  Hauptlinie  genau  erkennen  kann.  Man  befestige 
also  z.  B.  auf  den  Slignalen  kleine  roth  und  weisse  Flaggen,  binde 
bei  den  ungeraden.  Nummern,  also  bei  A,  C,  £  u.  s.  w.  das 
Rothe,  bei  den  eeraden  das  Weisse  oben,  und  markire  dann  aus- 
serdem noch  nebenbei  die  je  dritten  Signale  durch  ein  zweites 
Zeichen,  z.  B.  ein  Strohbünciel ,  so  kann  man  nie  darin  irren  und 
also  richtig  die  Signale  wählen,  weiche  die  cünsti<^ten  Winkel 
gewähren.  Bei  Vernachlässigung  der  rechten  Handgriffe  ist  schon 
•ft  eine  gute  Methode  verkannt  worden.  Winkel  unter  20^  müs* 
•en  bei  genauen  Detail -VerateBsungen  am  besten  ein  für  allemal 
ansgescUossen  werden,  man  kann  sie  auch  «ebr  gut  entbehren. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Wenn  auch  die  obigen  Bemerlumgen,  was  vielleicht  mancher 
I^eaer  Termliten  wirdi,  pnd  wie  man  alleroings  auch,  wenn  Torzngsweiie 
von  der  niedern  Feldmetgkunst  die  Rede  ist,  wobi  erwarten  dürfte,  keine 
rein-geometriftche  Auflösung  der  sogenannten  Fothenot*schen  Aufgabe 
fiber  das  Riickwärtseinschneiden  durch  blosse  Construction  (also  nament- 
lich auch  ohne  unmittelbaren  Gebrauch  des  sogenannten  veijnngten  oder  tau- 
•endth eiligen  Maassstabes)  enthalten ,  so  verdienen  Aeeelben  doch  gewi— 
alle  Beachtung  und  wettere  sorgfUtlffe  Pnifunr,  weil  sie  TOn  einen 
Hanne  herrühren,  welcher  mii  langjänger  vieifticher  nnd  liochst  Tiel- 
neitigeff  praktischer  firfahrang,  aaraentUch  nach  im  Bereiche  der  sie- 
dem  Feldmessknnst,  anerkannt  sehr  tufibtlge  t^oretUche  mAthematieohe 
Kenntnisse  Terbindet.  Ich  möchte  dalier  wohl  wünschen ,  dass  die  im 
Obigen  niedergelegten  Bemeilcaflgen ,  namentlicÄ  von  solchen,  die  ihrem 
Berufe  nach  sieh  viel  mit  der  Ausfnhfung  piraktlscher  Arbeiten  m  be- 
achaftigen  haben,  aergföltig  geprüft  werden  müiAten,  indem  idi  über- 
xengt  biji,  dasenameniUch  die  bisher  grosstentheiU  hochet  haadwerlw- 
mümig  belvrieWn?,  nnd  snm  Tlieil  noch  gans  naf  dem  StaadpulUe  d«r 
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für  ibre  Zek  «brlgeiM  tfur  «ioht  sm  TeraolilMidsn  aHe«  deniMiMii  F«ld- 
mewer  Schventer»  Feother,  Zollmaia  n,  «•  w.  «tekeade  oiedera 
FeMmeMkuMt  noeh  mancher  VerToUkomonttitfea  aicht  Mos»  bedarf 
sondern  aach  fUii^  ist.  Uebrigenc  halte  Ich  mch  für  Terpflichtet,  zu 
bemerken,  das«  dieser  Aulsatz  schon  seit  dem  24.  März  d.  J.  in  meinen 
Händen 'ist,  und  nur  znfainge  Umstfinde  seinen  Abdruck  bis  jeliU  vekzo- 
gett  hatten. 


Untersueliiuigen  ftHer  die  Helten  und 

Winkel  sphäriselier  Oreieeke,  taisbe- 

sondere  in  Bezugs  auf  ilire 

»urerentiale. 

DargestelU  Ton  d«iii 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

astronomuchem  Rechner  an  der  Konigiidien  Sternwarte  au  Berlin. 


§.  1.  In  jedem  sphftrischen  Dreieck«  ABC  (Taf.  V«  Fig.  4) 
hat  man  bekanntlich  tofgende  Gleichungen: 

I)    cos  a = cos  6 cos  c-f- sin  6 sine  cos  ^1^ 
11}    6\ikaeihB=e{nbsinA, 

*)    siniio«8ilsss€086sini;'^siD6c(Niccoäi^, 
Hl)    ßln ^ cotg i?:::^ cbtgi sine  — cos c cos ^, 
**)  .  sin  jl  «OS  6  ^  006  jB«in  C-f  sia  ßcos  C{n>s  a, 
rV)  ^coSw<4t=:-- «cos^cosC-f  sinJ9stnCcoda. 

Die  Gleichung  (I)  dient  dazu,  um  die  dritte  Sette  tu  h'Mitn* 
men,  wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben 
sind.  Sie  Ist  symmetrisch  und  lässt  skh  sogUich  dreifach  hin- 
schreiliel),  je  naobden  maai  it,  b  oder  t  als  die  gesuchte  Seite  ansieht 
Die  Gleichung  (II)  dient  dazu,  um  entweder  eine  Seite  zu  be- 
stimmen, wenn  eine  zweite  und  zwei  Winkel,  oder  einen  Winkel, 
wenn  zwei  SeiteA  nhd  ein  Winkel  jsQgeben  sind.  Hierbei  sollen 
aber  im  ersten  Falle  die  gegebene^  WiDKel  nicht  an  der  Seite  liefen 
und  im  zweiten  die  Seiten  den  gegebenen  Winkel  nicht  einschlies- 
sen.  Mit  andern  Worten,  es  sollen  die  zwei  Seiten  und  Winkel 
einander  gegenüberliegen.     Die.  Form  dieser  Gleittiittg  ist  zwar 
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sehr  einfach,  aber  keioesweges  symraetriflch  in  Bezug  aof  eine 
der  darin  enthalteneo  vier  .Grossen,  und  sie  lässt  sich  dreifach  hin- 
schreiben. Die  Gleichung  (*)  und  die  Gleichung  (**)  ist  nicht  geeig- 
net, um  für  sich  betrachtet  aus  drei  gegebenen  Grossen  eine  Vierte 
abzuleiten,  indem  in  jeder  fünf  Stücke  des  Dreieck^  enthalten  sind. 
Beide  Formein,  von  denen  sich  jede  sechsfach  hinschreiben 
lässt,  dienen  aber  sowohl  zu  manchen  analytischen  Umformungen, 
als  auch  im  Verein  mit  den  Gleichungen,  welche  wir  mit  Zahlen 
bezeichnet  haben,  um  zwei  gesuchte  Stücke  des  Dreiecks  auf 
einmal  zu  bestimmen. 

'Die  Gleichung  (IIl)  lässt  sich  sechsfach  hinschreiben  und 
kann  dazu  dienen,  wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel  (6,  c  und  Jl)  ^e^eben  sind,  einen  der  beiden  andern  Win- 
kel zu  bestimmen.  Sie  ist  ebenfalls  nicht  s^ metrisch,  weder  in 
Bezu^  auf  eine  Seite,  noch  auf  einen  Wuikel.  Die  Gleichung 
QV)  ist  wieder  symmetrisch  in  Bezug  auf  einen  Winkel,  und  sie 
aient  dazu,  den  dritten  Winkel  zu  bestimmen,  wenn  die  gegen- 
überliegende Seite  nebst  den  beiden  andern  Winkeln  gegeben 
sind,  ütese  Betrachtungen  haben  wir  vorangeschickt,  um  uns 
darauf  beziehen  zu  können ,  unsere  Aufgabe  soll  aber  nicht  sein, 
aus  drei  gegebenen  Stücken  des  Dreiecks  die  andern  herzuleiten, 
sondern  vielmehr  die  DUTerentiale  der  sechs  Grossen  mit  einander 
zu  vergleichen. 

S.  2.  Die  Gleichung  (I)  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  a,  da- 
her wird  auch  das  Differential  von  a  symmetrisch  ausfallen.  Dif- 
ferentiiren  wir  diese  Gleichung,   so  erhalten  wir  unmittelbar 

a)    sin ada ^ [ ain b cos c  —  cosbslnc eoaA]db 
V  -h  [sin  c cos  b  —  cos  c  sin  b  cos  A]  de  -h  sin  b  sin  c  sin  AdA ; 

also  mit  Benutzung  von  (*)  und  (11)^: 

1)    da = cos  CM  +  cos  Bdc  +  sin  e  sin  BdAn 

Diese  Gleichung  ist  durchaus  symmetrisch,  da  sie  unverän- 
dert bleibt,  wenn  man  b  mit  c  und  also  auch  ^  mit  C  vertauscht, 
und  sincsini&=:sin6sin  C  ist.  Die  61eichnn|^  (I)  wird  sich  daher 
auch  sogleich  dreifach  hinschreiben  lassen,  je  nachdem  man  da, 
db  oder  de  als  unbekannt,  oder  vielmehr  a,  b  oder  c  als  abhän- 
ffig  veränderlich  ansieht.  Das  zweite  Differential  von  a  wird  eben- 
falls durch  einen  symmetrischen  Ausdruck  dargestellt  werden 
können.  Differentiiren  wir  daher  die  Gleichung  {a)  noch  einmal, 
so  erhalten  wir  unmittelbar 

P)    s\nadda-\- eosada^  =  [cos6 cosc -|- sin 6sin ccos A]db* 

-h  [cos  fr  cos  c  +  sui  6  sin  ü  cos  il]  i{e* 

—  2  [sin  6  sin  c -i- cos  6  cos  c  cos  ^]  <{&£& 

+  2  sin  fr.  sin  e  cos  AdAdb 

-h  2  sin  fr  cos  e  sin  Ad  Ade 

-f-  sin  fr  sin  e  cos  AdA*, 
und  da  nach  (I) 


Digitized  by  VjOOQIC 


433 

+ 2  cos  a  ainß  cos  Csin  cdAdb+2  cos  a  sin  c  sin  B  cos  BdAdc 
+ cos  o  sin  <;>8iD  B^dA^ , 

mit  Hfilfe  der  Gleichung  (I) 

y)  sina(^/a  =  cosasinCr/62  +  cosasiD£^c* 

—  2  [sin  6  sin  c-|-cos6co8  c  cos  ^-f  cos  a  cos  iS  cos  C]dbdc 
-f  2  sin  c  [cos  6  sin  ^  —  cos  asioB  cos  C]dAdb 
+  2  [sin  6  cos  c  sin  ^4  —  cos  a  sin  c  ein  Bcoa  B]  dÄdc 
-h  sin  c  [sin  6  cos  A  —  cos  a  sin  c  sin  £^]  <^il^. 

Aber  nach  (I) 

sin  6  sin  c  -1-  cos  b  cos  t*  cos  ^i  +  cos  a  cos  iScos  C 
=8infrsin  c  *f  cosacos  A — sinftsin  ccbs^^-fcoso  cos  i?co8  C 
= sin  b  sin  c  sin  A^  +  cos  a*  sin  B  sin  C    (IV) 
= sin  jffsio  Csin  a^  +  cos  a^  sin J9  sin  C    (U) 
1=  sin  £  sin  C 

Ferner 

cos  6  sio  J  ^  cos  a  sin  £  cos  C=  cos  ^sin  C  (**) , 
sin  6  cos  c  sin  2I  —  cos  a  sin  c  sin  B  cos  if 
=  sin  £sin  o cos  c  — cos  a  sin  csin  fi  cos  if    (II) 
= sin  6  sin  B  cos  C.    (*) 
Endlich  , 

sin  b  cos  2I — cos  a  sin  c  sin  fi^ = sin  b  cos  i4 — sin  6  sin  Ccos  a  sin  iS  (II) 
=  -sin6cosircosC.    (IV) 

Substituirt  man    die    eben   gefundenen  Werthe  in  die  Glei- 
chung (y)  und  dividirt  hierauf  mit  sina;  so  erhält  man 

2)   dda^=^sin  C* cotg adb^+ sin B^ cotg ade* ; dbdc 

+  2sinJcosgdJ£»  +  2sin^cosCtfJdc-^^"^^'"''T^'^''^^^r/;i^. 

8ina 

$.  3.    Um  die  Gleichung  (II)  bequemer  zu  differentiiren ,  neh- 
men wir  die  Logarithmen  beider  Glieder^  setzen  also 

logsin  a -f  log  sin  A  =  logsin  6  4- iogsin  i4 , 

woraus  unmittelbar  durch  DiiTerentiation  folgt: 

3)    cotg  ada  +  cotg  BdB  =  cotg  bdb  +  cotg  AdA. 
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Es  'mt  gleidigJiUg,  in  Bezug  anf  welche  der  Mdea  Seit» 
oder  Winkel  man  diese  Gleichung  aafloseo  wiU;  das  Resultat 
lätt  nicht  symmetrisch  ans.  Wir  steHeo  daher  auch  Dicht  die 
DifferentialgleichuDe  zweiter  Ordnung  dar,  tfaeiis  weil  nicht  her- 
vorgeht, welche  £ei  Grossen  man  als  oTFariabel  ansehen  soll, 
theils  weil  das  Differential  zweiter  Ordnung  Ton  einer  Seile  <»der 
einem  Winkel  sich  nur  durch  einen  weitlänfigen  Ausdruck  dar- 
stellen iSsst  Um  hiervon  eine  Andeutung  zu  geben,  bemerken 
wir,  dass  z.  B. 

^\  jj       cos Ä*— cos o*  „_  .cos ^4* — coso*     ..    COSÄ*— COSII*    -^ 

cosa'  cosa*  cosa" 

folgt 

{.  4.    Wir  gehen  nun  zur  Gleichung  (111)  über,  haben  also 

sin  2I  cotg  A=cotg  6  sin  e^-cos  rcos  2I 

zu  differentiiren,  und  erhalten  unmittelbar 

cos^  cotg  Ärf^  —  -T— jjjrfÄ= jTÄft^tt  +  cotg6coscrfc 

+  sin  c  cos  Acic  +  cos  c  sin  AdA 
oder 

sin^    ,«     cos ^ cos Ä — coscsin^sinU  ,  .  .    sine   „ 
^    »inB^  Binif  sin  6' 


Da  aber 


und 


cos  6  cos  c-|*  sin  6  sine  cos /l  , 


sin^  _      sing  ,    sin c sin C       ... 

8inÄ«""siu«sinÄ  "*^^  sin Ä*^ sin  6 sin  IT  ^"^' 

eos^ cos iS— sin ^sinfcosi;  =  —cos  C  (IV) 
cos6cosc -f-  sin ^sinc cos ^zrcos a    (l) ; 


so  erhfllten  firir: 

5)    sin  adB = sin  Cdb  —  cos  a  sin  Bdc  —  si  n  6  cos  CdA, 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  habe  ich  gar  nicht 
allgemein  weiter  differentiirt,  unten  werden  wir  aber  bei  einem 
Beispiele  Gelegenheit  erbalten,  das  Differential  zweiter  Ordnung 
einer  bestimmten  Seite  herzuleiten. 
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§.  5.    Differenliirea  wir  die  GleicbuBg  (IV) 

cos^  =  -- cosBcosCH-sinBsinCcosa, 

so  erhalten  wir  unmittelbar 

«)    BxnAdÄ^^  —  [»in i?cos  C+cos  Äsin Ccosa] dB 

— [co82?$in  C+sin  ßcos  Aios  a]rfC+sinÄsin  Csin  ada^ 

also  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (**)  und  (II)  . 

6)    dÄ = —  cos  cdB  —  cos  bdC  -f  sio  b  sin  Cda. 

Da  sin6sinC=:sinesrn0  Ist,  so  kann  man  b  mit  rund  i?mit  C 
vertauschen,  ohne  dass  die  Gteichung  eine  andere  wird.  Cm  nun 
das  zweite  Differential  ¥rm  A^  in  Bezue  auf  B,  C  und  a  als  Ur- 
variabele  zu  erhalten,  differentiiren  wir  die  Gleichung  (b)  noch 
einmal  und  erhalten  so  unmittelbar 

Q    sin J*i^  +C08 Jrf^*=- [cos 2? cos C-sin  flsin  Ccosa] dß^ 

—  [cos  Bcos  C  —  sin  Äsin  Ccos  a]  dC* 
+ 2  [sin  2?sin  C—  cos  ßcos  Ccos  d\  dBd  C 
•f  2  cos  B  sin  Csin  atlBda 
-|-  2  sin  Bcos  Csin  ad Cda 
-f-  sin  Bm  Ceos  aebi^. 
Da  aber  nach  (6) 

cos  AdJl^z=  cos  i4  cos  AiÄ>+«08  ^  cos  WdC* 
•f  2cos  il  cos  6  cos  c<2iBdC 
— 2cos2lcosc8in6sinCe/Bf/a 
->  2  cos  ^  cos  b  sin  6  sin  CdCda 
+  cos  z4  sin  R*  sin  C^dtfl ; 

so  erhalten  wir,   wenn  wir  diesen  Werth  in  {i)  substitiiiren,    weil 

cosßcosC— -siniSsin  Ccosa  +  cos^cosc® 
=  — cos-^  +  cos^lcosc*  (IV)  = — cosi^sinc*, 

cos ÄcosC— sin Äsin Ccosa +  cos2lcos6*=—coSi< sin Ä*,   (IV) 

sinfisinC — cos Ä cos  Ccosa  — cos ^ cos ä cos c 

=  8inÄsinC--sini?sinCcosa*  +  cosi4«oea  — cos^cosficosc  (IV) 

=  sin  B  sin  Csin  ö*  +  cos ^*sin  6sin  c    (I) 

=  sie 6 sine 9    (II) 

cos  B sin  Csin  a  +  cos  A  cos  c sin  Asin  C=  sin  Ccos  b sin  c  (*) 
=  sinasin^cos6    (II) 
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810  B  cos  Csin  a  -f  cos  A  cos  b  sin  b  sin  C 
= sin  ^  [sin  a  cos  C  -f-  ^in  c  cos  6  cos  A\    (II) 
=6in^coscsin6  (*)  =  sin ^4 cos c sinn,    (II) 

sin  B  sin  Ccos  a —  cos  A  sin  6^  sin  C^ 
=: sin  Csin  B  [cos  a  ~  sin 6  sin  c cos  ^]     (II) 
=  sinCsin£cos6cosc;   (I) 

7)    «WJ=cotgJsinc«dlP+cotgilsin6«rfC*+^5^^2^ 

lo  •            ILIO  j    .()  !              jrtf    .  cosÄcoscsinÄsinC  ,  ^ 
>f  2  sin  a  cos  bdBda+2  sin  a  cos  cd  Crfa+ z--j i/a*  • 

§.  6.  Uro  die  bisher  entwickelten  Differentialgleichungen  bei 
einem  Beispiele  in  Ai^wendung  zu  bringen,  wählen  wir  nach  dem 
Berliner  astronomischen  Jahrbuche  den  Satums-ßing  aus.  Nach 
den  in  dem  dortigen  Anhang  aufgeführten  Angaben  ist  die  Lage 
des  Uinges  gegen  die  Ekliptik  gegeben.  Dort  ist  sie  nach  Bes- 
sei  för  1800  aufgefahrt,  und  um  sie  fär  eine  unserer  Zeit  näher 
liegende  Epoche  anzugeben ,  setzen  wir  liir  1840: 

den   aufsteigenden  Knoten  des  Saturns- Ringes  auf  der 
beweglichen  Ebene  der  Ekliptik  =  167^24' 7",44^46^4()2  t, 

Neigung  gegen  dieselbe  =28010' 30^,7— 0^,350  f, 

Schiefe  der  Ekliptik  =23ö27'36'^5— 0'',457  t; 

wo  t,  in  Jahren  ausgedröckt,  von  1840  an  gerechnet  wird*  Wir 
wollen  die  Lage  des  Ringes  gegen  den  Aequator  bestimmen. 
Setzen  wir  in  Taf.  y.  Fig.  Ö.: 

iV=167«24'7M=a, 
i  =  28  10  30,7=C, 
c  =  23  27  36,5=Ä; 

so  ist  die  Aufgabe  ]S''=c,  ö=:ä  und  t'=180«— ^  durch  Reihen 
zu  bestimmen.  Für  ^^=0,  also  1840>  erhalten  wir  sogleich,  mit- 
telst der  in  §.  1.  aufgestellten  Gleichungen: 

i\r'=  124052' 25",2; 
t'=  7  12  40,2; 
a^    43  46     3,6; 

und  nach  dem  Taylorschen  Satze  för  ein  unbestimmtes  i 
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Wir  müssen  also  die  Werthe  der  io  diesen  drei  GleichuDgeri  ent- 
haltenen Differentialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung,  aus- 
gedruckt durch  ^=  +  46",462;  ^=-0",350  und  ^=-0"^7, 
bestimmen. 

§.  7.  um  --jj-  und  -v;-  zu  bestimmen,  wenden  wir  die  aus 
(Iff)  abgeleiteten  und  (5j  entsprechenden  Gleichungen: 


und 


„       sinÄcosc,     .  sine  ,,,,.,     x    .11^ 
sin  ^  sin  ii 


,        sinCcos6  .     ,sin6,^,    .         .    ^  jn 
sinA  •  sm^  ^ 


di* 
an.    Zur  Bestimmung  von  -^   wenden  wir  die  aus  (IV)  erhaltene 

Gleichung  (6)  **' 

d^ = — cos  cdi? —  cos  hd  C  +  sin  ä  sin  Cda 

an.    Da.nun  ^=180® — i',   so  wird  rf^= — dt',   cos-^=— cos»', 
sini4  =  sini'  und  cotg  J=:*— cotgt';    also 

•  .      ,        sineeosiV  ,^,  siniV  ,        .  .    .,,. 

tO    dm=—^^, — rfiV+-^jj|^rf£— sincocotgi'di, 

/i\  ^-KTi     sinicos«  ,^,  sin»  ,        .    „.     .    ,,  ,. 

ö)  aiV'  = .    V     aiV+  -T-n  rfa  —  sm  iV'  cotg  i'rft» 

-^  smr  ■  sinr  ^ 

x)    cZt'  =  cos  N'dB  -f  cos  fiodft — sin  0  sin  idN, 
Wendet  man  die  Zahlenwerthe  (§.  6.)  an,  so  erhält  man 

^=-85''.327.  f^=+127",243  und  ^=-15M68. 

Um  nun  '  auch  die  J)ifferentialquotienten  zweiter  Ordnuns  zu 
bestimmen,  differentiiren  wir  die  beiden  Gleichungen  (17)  und  {B) 
noch  einmal,  und  erhalten  so: 

IV     JJ        cosf.cosiV'  sinesiniV'  ,^,,^ 

X)    dda  = r-r, dsdN-^ =— .j —  dlVdN 

'  sinr  smr 


sinccosiV'cotgt    ,./ »7«-  ,  cosiV^  ,«„  , 
smr  sini 

siniV'cotgi'  ,„  ,  ^    ./ .    ..  .    «in»  ../ .. 
^S;7#~^««'«--«<>8®cotgi'rf©rfi+  ^r^tfldl. 
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^'  cosi'  810 1  sint' 

■   810  r  smr 

and  2ur  BestimmaDg  von  ddt'  nack  (7) 

v)    cWi' =cotg  i"  siniV'«rf€*  +  cotg  i"  sui  ««d»* ^^, duU 

— 28iniVco8  adidN-  ^amN  cos  IfdidN 
C08  OD  COS  iV'  sin  e  sin  i 


sini' 


-dN*. 


Wegen  der  geringen  Grösse  der  Werthe  von  de  nnd  di  bat 
man  keinesweges  nuthig,  die  Glieder  in  den  drei  gefundenen  Glei- 
chungen zu  benutzen,  welcbe  eines  dieser  beiden  Differentiale  zum 
Factor  baben ;  das  Endresultat  wirddadnrcb  gar  nicbt  eder  ganz  unbe- 
deutend aflicirt.  Ausserdem  ist  zu  bemerken,  dass  man  jedes  Glied  mit 
206?64",8  dividiren  musa,  weil  jedes  die  Differentiaiquotienteo  in 
zwei  Dimensionen  entbält  und  der  eine  von  jedem  in  Theilen  des 
Radius  ausgedrückt  werden  muss.  Wir  wollen  hier,  der  Voll- 
ständigkeit we^n,  die  erhaltenen  Zahlenwerthe  alle  darstellen 
und  erhalten  daner : 


^:g=,+ 0,00043 -^»,OWÖ8-0,04897+0/»128--0,^^^ 

+  0,«»83+(M»113=-0^,J2162 

und4^=--0",06081; 

^^= ^  0,00040 + 0,05001  +  0,07335 -f  0,00109  -  0,00146 

-  0,00098  +  0,00134  =  +0^,12295 


und  4  ^^=+0^061485 


ddi 


^  =  -f0,000Ol  +  0-0,000O7-J-0,00O03— 0,00002+0,00647 
=  +  0^00642  und  4*^1' =  +  0^,00321. 

Wir  erhaUen  demnach  nach  §•  6. 

(iV')  =  1240  52'  25",2  + 127",243 .  t  +  0",06148 .  fi, 
(i')=r    7  12    40,2—  .  15,168.*+  0,00321. f«, 
(«)  ==  43  46     3,6—    85,3-27 .  t  —  0,06081  •  ft 
Offenbar  würden  die  zweiten  Differentialquotiente»   fast  unvcrän- 
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dert  geblieben  seio»  wenn  man  in  den  beMen  eislen  Formeln  nur 
je  zwei,  in  der  dritten  nur  das  eine  beträchtliche  Glied  allein  be- 
rechnet hätte.  Noch  mehr  würde  eine  solche  Beschränkung  rath- 
sam  «ein ,  wenn  man  auch  die  dritte  Potenz  von  t  benutzen ,  also 
die  Differentiaiqa<»tieDten  dritter  Ordnung  berechnen  wollte,  was 
wir  aber  hier  unterlassen.  Statt  dessen  wollen  wir  im  folgenden 
Pajragia4>hen  zeigen,  wie  map  auch  das  Hauptglied  der  Nutation 
anbringen  kann. 

$w  8.  Bezeichnet  Ft  den  aufeteigenden  Knoten  der  Monds« 
bahn,  so  ist  das  Glied  der  Nutation,  welches  N  hinzuzufSgen  ist, 
=  — 16",783sinfi  und  das  e  hinzuaufügende  =  +  8",977cosft. 
Wir  haben  daher,  mit  Bezug  auf  die  Nutation : 

rf?V^=±  — ?^^^  W^783sin^-siniV^cotsf  8",977cosft, 

äi'  =cos  iV'  .8",977cos  ft +sin  »  sin  t .  16",783sin  ft, 

,        siniV  _,  ,^,^        ^     sin  e cosiV  ^^  ^^^  .   -. . 

rfcö  =  -r-;r»*,977cosft .— , —  l©,78»shifi; 

sini       '  ^  smi  '' 

oder,  wenn  man  mit  obigen  Werthen  die  Rechnung  anstellt, 

S)  djy'rr:— 58',aB7ce8ft-45'»,5a^smn 

=  +  73VJ3sin(ft+231o56',0), 
n)    di'=-.5,133co8ft  +  5,4826inft 
=—7,51  siii(fi  +  136O53',0), 
-       q)    dw==  +  58,670cosft  +  30,434sinft 
=  +66,098in  (ft +62035,1). 

Diese  Werthe  müssen  dei»  ob^eu  Ausdrücken  für  (iV) ,  (i')  und 
(o))  hinzugefügt  werden,  uni  auch  die  Nutation  anzubringen.- 

•  $.  9.  Ztfm  Selrlns»  dieser  Be^raebtuneen  stellen  wir  die  rer- 
schiedenen  GleiehvogeB,  welchei  wit  Wiiier  vrtorsucht  haben, 
übersicbtlicb  zusammen : 

I)    eosa=re4i8^eo9c4-sin6«iicea»^,. 

da = cos  Cdb + cos  Bdc  -f-  sin  e  sin  BdA , 

dda = sin  C*cotg  ai/6*-f  sin  B^  cotg  adc^ / dbdc 

+  28m>Ae^8BdAA 

M  a  '    jt       ^ijijr      sniÄsinccosÄcosC  -  .. 

-f  2  sm  J  cos  CdAd€ ; dA*. 

sma 
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II)    sinasinA^sinfrsiDJ, 

cot^ada  +  coigBdB=zcotgbdb+cotgAdA, 

cos  Ä* — CO«  a*  ,. ^  .  cos  A^  —  cos a*  ,  .« 

co8a^8iD6^  '     cosa^sioil^ 

cos^  — cosa*  ,-^  ,  2cotgftcotgJ  „j  . 
cosa^siDO^         .  cosa* 

_2cots&cotgg  2cotg^cots^       ^ 

cosa*  cosa* 

*)    sin a cos -ß=  cos 6 sine — sinAcosccos^, 

III)  sin2^cotgÄ=  cotg  6  sin  c — cos  c  cos  A , 

sina^A=sin  Cdb  —  cosastn^dc—siaftcosCd/l. 

**)    sin  A  cos  b  =  cos  i? sin  C  +  sin  Acos  Ccos  a. 

IV)  €08  A= — cos^cos  C + sin  JB sin  Ccos  a, 

dA^iz^  cos  cdB—  cosAdC + sin  6  sin  Oio, 

ddA=cotgABmc^dB^  +  cotgAsinb^€lC^+^^~dBdC 

+  2  sifi  a  coB  bdB  da +2  Bin  a  cos  cdCda 
cos  6  cos  c  sin  A  sin  C  ,  „ 


sin^ 


Allfremeine  Transformationsfonneln 
ifOr  gewisse  Inteiinrale- 

Voo  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

BD  der  UnWenitat  zu  Jena. 


In  einem  meiner  früheren  Aufsätze  habe  ich  gezeigt^    dass 
sich  die  Werthe  vieler  Integrale  von  der  Form 


X 


q>(x)dx 


Digitized  by  VnOOQ IC 


(1) 


441 

durch  Zerlegung  des  lategration^interviJleer  fn  andere  und  kleinere 
Intervalle  bestimmen  lassen^  indem  man  setzt 

/      q>(a:)da:=i  J    g>(^\dx+ fi^  q>{x)da^+ J     q>(x)dx  + .... 

und  jedes  einzelne  Inteerai  einer  passenden  Transformation  unter- 
wirft. In  neuerer  Zeit  uess  mich  ein  Blick,  auf  mehrere  gelegent- 
lich entwickelte  Reihensumniinine^en  Erkennen ^  diEtss  sich  jene 
Methode  auf  Integrale  von  sehr  allgemeiner  Form  anwenden  lässt 
und  dabei  zu  äusserst  fruchtbaren  Reduktionsformeln  führt »  die 
eine  Menge  mehr  oder  weniger  bekannter  Resultate  als  ganx 
spezielle  Fidle  in  sich  enthalten. 

Den  nuthigen  Apparat  yerschaffeo  wir  uns  auf  folgende  Weise. 
In  dej  bekannten  Gleicbui^ 

sei  J7=y -f  rV  —1;    an  die  Stelle  tod  sino?  tritt  dann 

— 2 — smy  +  V  -1 2 — cos.y, 

und  wenn  man  jetzt  die  nach  der  Formel 

/(«  +  /?  V^)=4/(«*+^)  + V^ArctanJ 

leicht  entwickelbaren  imaginären  Partieen  von  (1)  mit  einander 
vergleicht,  so  ergiebt  sich  auf  der  ^Stelle : 

Arctan  (J^coty) 

= Arctan  J  -  Ardan  j^^+Arctan  ~-  - . 

Durch  Differenziation  nach  y  findet  man  bierauB,  wenn 

rar  AbkOrzang  gesetzt  vnrd: 

t  r 


(2) 


W 


Theil  X.  2» 
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DiK^^Dzfrt  m^Q  dageigeii  die  Gleichang  (2)  nach  r  ujid  bexeidiiMt 

wie  folgt: 

so  erhält  man  nicht  minder  leicht 


$'iwy  _     y n-y 

+  ra  +  («+y)a     •• 
Ganz  ähnliche  Transformationen  sind  auf  die  Gleichung 


(6) 


'C-^ 


1  +  cosa:\ 


=  2/(1-5+2/(1+5+2/(1-^+2/(1  +  ^  +  .... 

anwendbar;    f8r  a?=:y+r  V^-^  und  durch  Vei^Ieichung  der  ima- 
ginären Partieen  beiderseits  ergiebt  sich  nämlich 

Arctai,(-,-^~:^tany)        ' 

T  T  T 

=  2  Arctan 2  Arctan  — : —  +2  Arctan  ttz •.•• 

Addirt  man  diese  Gleichung  zu  der  unter  No.  (2)  verzeichneten 
und  wendet  dabei  auf  der  linken  Seite  die  Formel 

Arctan  «+ Arctan  ß = Arctan  y~^s  (<fß  <  1)    . 
an,  80  gelangt  man  ohne  Schwierigkeit  zu  der  Gleichung: 

-TT—, )=:  Arctan  -  +  Arctan 

2siny  /  y  '     n-^y 

—  Arctan  — r Arctan 


"  +^^^*^^2;^+^''^**''3i^ 

wobei  das  Vorzeichen  von  Paar  zu  Paar  wechselt.    Setzt  man  zur 
Abkürzung 

p==l(e^-e'r)  (7) 

und  differenzirt  jen^  Glekhung  nach  y,  so  wird 
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pcosy  ' 


^1 


Durch  btfferentiätion  der  obigen  Gleichung  nach  r,  wobei  man 
«etzen  kaon^  ergiebt.sich  dagegen  nicht  minder  leicht: 


^+y 2^-y       \       (10) 

i^^+C^+y)*    rH(2^-y)* 
'+    ..',...... 

Die  so  eben  entwickelten  Sammenforniebi  (4)^  (6),  (8)  and  (10) 
fiihren  unn  zu  eben  so  viel  Transformationen  bestimmter  Integrale. 
In  kurzer,  aber  wphl  genügender  Andeutung  ist  der  dazu  nöthige 
Calcül  folgieiider. 

I.    Wir  betrachten  zunäcfist  das  Integral 
*«     rdx 


s: 


r^  +  a:' 


iF(tan«j:), 


noiki  F  di»e  gana  beliebige  Funktio»  bezeichDet.    {Zerlegt   man 
dasselbe  Bach  dem  Schema  ' 


^n 


Xdx^  I     jrd.r+  /      Xdx\   I     Xdx  +  .... 
0  «/  0  %/  H  '    U  ^ 

a 

in  eine  unendliche  Menge  anderer  Integrale,  die  sich  sämmtlich 
auf  das  Integrationsintervall  5-  bezieben,  so  lässt  sich  leicht  eine 
sehr  fruchtbare-  Transformation  vornehmen,    welche    all^n   j>nen 

Tt 

Integralen  die  gleichen  Integrationsgränzen  0  und  ^  verschafft  Man 

setze  nämlich  im  ersten  Integrale  a7=y,  im  zweiten  j:=7p— y, 
im  dritten  a:=7c-|-y,  im  vierten  ^=2;s-*^  u.  s.  f.,  so  erhält  man 
ohne  alle  Schwierigkeit: 

29* 
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Wendet  man  auf  der  rechten  Seite  den  bekannten  Satz 

/     udy  +  l    t?dy+  /     fpdy+....  =  /     (if +  t)+»  +  ..-.)rfjf 

an,  60  fibersieht  man  auf  der  Stelle,  das«  man  die  Gleichung 
«ufeteUen  kann: 

iE 
worin  F  die  Summe  der  imendlichen  Reihe 

bezeichnet  Da  wir  aber  diese  Summe  vermöge  der  Gleichiiiig 
(4)  bereite  kennen,  so  ergiebt  sich  jetzt 

und  einfacher  f&r  tany=z: 

/•  J^F(tao..)=/;^,F(x^.  (11) 

Die  Fruchtbarkeit  und  dter  Nutzen^dieser  Formel  werden  gleich 
einleuchten,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  linke  Seiten  gonio- 
metrische  und  algebraische  Ausdrücke  zugleich,  die  rechte  Seite 
aber  nur  die  letzteren  enthält,  dass  sich  mithin  der  Werth  des 
nach  z  genommenen  Integrales  in  vielen  Fällen  ohne  Schwierig- 
keit bestimmen  lassen  wird/ 

II.    Behandelt  man  auf  ganz  dieselbe  Weise  das  Integral 

worin  /(u) .  eine  Funktion  bezeichnet,  welche  die  Eigenschaft 
f(^u)=i  —  f{u)  besitzt,  also  mit  tan.r  gleichzeitig  ihr  Vorzeichen 
wechselt,  so  findet  man 

7t 

Jo    ;r4:iä^(t«'»'^)AtaDx)=^^   FfXtanV)Atany)<%, 
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wotei  F  die  Summe  der.  Reihe 

»*  +  y«     r»+(«-y)«+i*  +  («  +  y)«     -• 
bedeutet    Da  nacb  No.  (Q  diese  Summe  bekannt  ist,  «o  folgt  jetzt 

j5^|:^F(tan»x)Atanar) 


0 


(12) 


=/   ?T^''(t»'y)Atan3r)rfy, 
und  f&r  tany=z,  also  y=Arctanz: 

m.    Geht  man  von  dem  Integrale 

aus,   80  verwaDdelt  sich   dasselbe  nach  der  bisherigen  Methode 
und  unter  Berficksichtigung  der  Formel  (6)  in 


und  fär  siny=:2,  also  co8ydy:=dz,  wird  jetzt 
rdäs 


CD      f^^ 

;j-r^F(sin«ar)/(cosar) 


(13) 


wobei  immer /(u)  die  Eigenschaft  /( — u)=-*/(tt)  besitzen  muss. 
IV.    Wendet  man  endlich  dieselbe  Methode  auf  das  Integral 

apdx 


j: 


ra+ar* 


F(cos*jr)/(8inar) 


an  ond  nimmt  auf  die  Formel  (10)  Rficksicht,   so  geht  dasselbe 
zunächst  in 


n 


f^i^^^^'''''^^f^«^y)^y 
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über,  und  mittelst  der  Substitution  cody=;fe  ergiobt  mish  jetct:^ 


,    (14) 


o      ^' 

Um  die  Leichtigkeit  zu  'zeigen »  mit  welcher  die  Formeln  (11), 
(12),  (13),  (14)  zur  Kenntniss  bestimmter  Integrale  fuhren,  wol- 
len wir  ein  paar  Beispiele  entwickeln.    Setzt  man  in  No.  (11) 

so  geht  das  nach  z  genommene  Integral  in  '      ' 

t       /*• /__!_         1   A^     \n     1 

fiber.    Terner  ist  F(tan^:r)=qo«^x,  und  Tolglich 


/ 


wofSr  man  auch  schreiben  kann 

*®  rCl+cosir)  -  ^ 

der  Werth  des  ersten  Integrales  links  ist  aber 


/; 


und  durch  Transposition  desselben  wird  jetzt 


/ 


r2  +  a;*^~2  l+5~2*^    ' 


wie  man  vermöge  des  Werthes  von  «  leicht  findet  Ffir  a:=:i62, 
r=ia6,  wo  nun  6  eine  positive,  von  Null  verschiedene  Girusse 
sein  mass,  findet  man  hieraus  noch 


/ 


®  acos&z  ,        ^       - 


wie  man  schon  aus  anderen  Untersuchungen  weiss. 

Nimmt  aianin  der  Gleichung  (13)..    >'^    >i     '  1 

ifi 

wodurch  die  Bedingung  /(— z)  =  — /*(«)  erfüllt  ist,  so  wird 
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und  daraus  erhält  man  sehr  leleht 

y*«  ^sm2a:  ,       «      rt 

oder  fär  ar=i62,  r  =  4aÄ:  ^ 

y^«  zsXnbi  ,        «       . 

Die  Gleichung  (12)  gi^bt  ferner  för  F(2«)  =  l,  f(z)  =  2: 

y'*®a:tana?  -  jt 


■e«»^+l' 


und  für  F(2«)=l ,  A«)=-- 


woraus  für  x^bz,  r  =  ab  folgt: 
^^  z  tan  6z 


y^®  2  tan  6g      _       ?c 

y^®  2  cot  6z  ^  _       n 
0.  «a  +  za'^-ea«*-.! 


Nimmt  man  nur  etwas  allgemeinere  Formen  für  die  wiilkühr- 
liehen^  in  unseren  Transformationstbooremeo  Foxkonunenden  Funk- 
tionen,  so  gelangt  toidn  mit  der  grössten  Leichtigkeit  zu  neuen 
Resultaten  von  oll  sehr  eleganter  uestalt    So  z.  B.  sei  in  No.  (11) 


F(22)  =  /(1  +  Ä:V), 


so  ist 


Den  Werth  des  Integrales  rechts  findet   mali  sehr  rasch  auf 

fblgende  Weise.    Sei  ,                                   ' 

/**      Kill  ' 

eo  folgt  duick  |tartielle  Differenziation  nach  k 
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und  der  Wertb  des  Integrales  rechts  ist 

wie  maD  darch  die  gewuhnlichen  Mittel  findet    Es  folgt  jetzt 

Da  aber  nach  der  ursprünt^lichen  Bedeutung  von  fp{k)  die  Be- 
siehung ^(0)  =  0  statt  findet,  so  ergiebt  sich  Const.=0  und 
ip{k)  =  nl\jL  +  ks) ;    mithin 

y^«rf(H-^^tan%)^  ^       ,,.,  .  ,y-e-\ 

Eine  ganz  analoge  Gleichaoe  ergiebt  sich  ans  dem  TJieoreme 
(11)  für 

F(z«)=/(1+^) 
unter  Anwendung  desselben  Verfahrens.    Man  findet  nämlich 

Beide  Formeln  lassen  sich  unter  der  «lehr  eleganten  Gestalt 
darstellen  *): 

J^     l^^f^ Äi=:w/(1+Ätghpr), 

^0  r^  +  j;g — ^cte=»/(l+Äcthpr). 


*)  Bekanntlich  hat  Herr  Prof.  6a d ermann  far  die  Aoadrück« 

2      '         2       »    ef  +  e-^'    er^e-r 

die  Bezeichnnngen  Cosr,  @inr,  Canr,  Cof  etngefahrt^  die,  so  ysMoid 
'  sie  aoch  sind,    sich  nur  leider  nicht  gut  im  Drncke   ausnehmen.   (Viel- 
leicht empfiehlt  sich  in  dieser  Hinsicht  die  Bezeichnung 

cshpr,  sohpr,  tghpr,  cthpr, 

was  sich  eben  so  gut  seh  reiht  als  drucken  lässt.  Der  Bezeichnung  sin, 
cos,  tan,  cot  gegenüber  dienen  dann  immer  drei  Buchstaben  den  gonio* 
metrischen  nnd  Tier  den  hyperbolischen  Funktionen.  Aach  schliesst  sich 
diess  ffut  an  die  Jacobi^she  Bezeichnung  der  umgekehrten  elliptischen 
Fankttonen  [:r=sinaro(tf)  wenn  tf =/"(:?, r)]  an. 
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FCir  opscbz,  rssab  ergeben  sich  hieraus  die  etwas  allgemei- 
neren Gleichungen 


-^1^ &=«?[!  +Atghp  {flh)\ 

?+? ^&=»/[H-Äcthp(o«)]. 


Nimmt  man  z.  B.  k=\.,  so  erhält  man  sogleich  ' 

y»«  «rfsin  »6z  -         ,  /^l— «-«•»\ 

wie  auf  anderem  Wege  Bidone  in  den  Miscell.  Taur.  gefunden 
hat  Man  darf  hier  aber  nicht  2/ cos  62  für  /cos^Az  Schreinen  wol- 
len^   da   diese  Funktionen  nur  für  positive  cosAz,    also  nur  von 

2=  — öT  bis  2=öX  identisch  sind ;  eben  so  wenig  darf  man  /sin^Ar 

durch  2/ sin 6z  ersetzen,    da  beide  Funktionen  nur  Ton  z  =  0  bis 

zr=7-  zusammenfallen. 


Bemerkunfireii  ttber  einigte  bestimiiite 
Intetn*ale. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Mosta, 

LchramU-Candidaten  au  CatteL 


1. 

Zur  Entwickehmg  der  bestimmten  Integrale 
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welche  :zuer6t  von  Laplace  gegeben-  worden,  hat  man  verschie- 
dene Wege  eingeschlagen,  von  denen  wohl  der  als  der  ein&chste 
bezeichnet  werden  kann,  auf  welchem  man  das  bekannte  Theorem 
von  Fourier  zu  Hülfe  nimmt  '). 

Wenigelr  Methoden   der  Herleitung  der  Werthe  von  den  obi- 
gen der  Form  nach  sehr  ähnlichen  Integralen 


/^»  rar        ^    /•*    .  " 

/       cosa:g  2_    2  ^^^  I       siDfl^ 


xdx 


welche  zuerst  der  italienische  Geometer  Bidone  gefunden  hat, 
sind  bekannt  geworden  uhd^  unter  den  bekannten  keine,  welche, 
was  Kurze  und  Einfachheit  angeht,  der  obigen  zur  Seite  gesetzt 
werden  konnte.  Vielleicht  wird  deshalb  die  folgende  Art,  zur 
Kenntniss  dieser  /bestimmten  Integrale  zu  getangen ,  die  sich  durch 
ihre  Kürze  und^durch,   dass  sie  bloss  das  bekannte  Integral 


/ 


*  sinao:^        n 

— —  C7jr=^  ff* 


als   bekannt .  voraussetzt,    empfiehlt,    hier   nicht  am    unrichtigen 
Matze  «tehen. 


/>«  r8aT 

Betrachten  wir  das  Integral  /      cos  ux  -^   ■  '^,  so  erheUet  leicht, 

dass  selbiges  durch  Zerlegen  des  Nenners  «ntef  foigende  Form 
gebracht  werden  kann : 

/       cosd^  -ö s=:i  /      coscur  s— I —  -i <  oxä 

Führen  wir  jetzt  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  eine 
neue  Veränderliche  (p=r-i-x  ein,  wodurch  89= 8r  und  die  Grän- 
zen  00  und  0  resp.  in  x  uHd  r  utergehen,  so  ergibt  sich 

Ebenso  ist,   wenn  wir  i/;*=r — x  setzen, 

y^^cosfl^r^  /*~j«cos«(r — ^)^ 

Nun  ist  nach  einem,  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale 

/>«  cosa(y-r)g^       /-»  cosa{v-^)^Prc^a(<p-r)^^' 

*)  Supplemente  zuKtägeU    nmtbcmatis^^hem   Wärterbuche.    Tbl.  I. 
S.  281.  —  SchiöttiHdl,  Beiträge  Icur  ^rheorir  bestimmter  Integrale.  S.  39. 
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und  ' 

r  -«cos«(r-t)^^/-»  cosa(r-jOg^.^/^<'cpsa(r--,>>)g^ 

Durch  Vertauschen  voD  ^  mit  —  ij/.wkd  aber 

>-«  cosa(r-i|;)g^^/*«  EH^rlt^g^.'  '  ' 

Daher  wird,  wenn  wir  das  Zeicbeht^  in  9  umsetzen,  was  bekannt- 
lich erlaubt  ist:  ..    { .     h 

y^-x  cos«Qr-t^)^^y-«co8a(r  +  y)g^^    />''-co8«(r-y)g^ 
Wir  erhalten  jetzt  durch  Addition  der  Gleichungen  (2)  und  (3) : 

r  9  '"""t/r'      •  1^  ^ 

__  /^«^  cosa(y-f)g  /*'-cosfl(y— r)g 

:  j: 

Nach  der  Theorie  der  bestimmten  Intcj^ale  ißt  aber 

y"*®  C08a(r  — y). /* ''  cos  c  (r  —  y)  ^ 
V           ^^    J  0  9  ^''^ 

y^*-  cosa(y  — r)g 

Daher  ^  ^ 

y^«  cos a(y  —  r)^    —  /*  "^  ^^Q^^C^-"^)  q 
o  9>     ^     J  o  ^  9  ^ 

—  /**  co&a(9--r)g    _    /**  cosfl(r  +  y)' 

Die  letzten  Integrale  lassen  sich  aber  wegen  der  gleichen  Inte- 
grationsgränzen  zusammenziehen,  wodurch  sich  ergibt:^-  "     '  '    ' 
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/»•  cos  a(y-r)'         /»•  c<wa(r+y)g 

/**  cos  a  (9>— r)  —cos  a  (r+g»)  -         /**  2  sin  or.  sin  aqj . 
=J.     5 ^"=1/0    55 ^^ 

Jo         9      ^ 
Bekanntlich  ist  aber: 

y'*8inao).        « 
daher  nach  Gleichung  (4) 

und  endlich  nach  Gleichung  (1): 

rdx        n    , 
cos  ax  3 — -i=  5"  siQor. 


Der  Werth  des  zweiten  Integrals 

xdx 


,  .,  „    «""^i*^:^ 


kann  auf  eanz  ähnliche  Weise  erhalten  werden,  weshalb  ich  die 
wirkliche  Herieitung  nicht  beifiiee.  Man  gelangt  dazu  kürzer  durch 
Differentiation  des  so  eben  besrunmten  Megrals  nach  a,  wodurch 
sich  ergibt: 

sin  ax  ^_^%  =  —  g"  ^^^^  ör. 


Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  auf  einen  Weg  anfinerkaam 
machen  9  auf  dem  man  sehr  leicht  zu  dem  Werthe  des  merkwür- 
digen  Integrals 

y^*    coso;^ 

welches  von  Enler  herrührt,  gelangen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  will  ich  das  unbestimmte  Integral 


l+a»tga?* 
entwickeln. 


/r 
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Offenbar  ut  n-rgrrr-rs^i — ra»  t  ■  ,^^-  y    ''"^  durch  eine 


einmalige  Division  ergibt  ^ich  sofort: 


1      -   1   11    f!a+ts£5, 

1  +a»tga;«~l-o»*^  "  l+«»tg*«  »' 


Daher  ist: 


Nach  dieser  Umc^estaltung  des  Nenners  in  unserm  Integral  ergibt 
sich  aber  mit  Rücksicht  auf  die  bel&annte  Formel 


/i 


TP 

Wenn   wir   jetzt    das    Integral  zwischen  den  Gränzen  0  und  -^ 
nehmen 9  so  folgt  ganz  einfach: 


o    l+a*tgar«— l-a«V2""*'2/""21-a«"-fl+o' 

Multipliciren  wir  jetzt  auf  beiden  Seiten   mit^  da  und  integriren 
zwischen  den  Gränzen  0  und  a,  so  erhalten  wir: 

iE 
Kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um,  so  ist: 

Sobald  wir  aber  dem  a  den  Werth  I  geben,   erhalten  wir  immit'* 
telbar  das  fragliche  Integral 


n 

.    tga:-2'^>' 
oder,  was  dasselbe  ist: 


/ 
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Ich  habe  diese  Qemerkpng  um  8o  weniger  zurückhaiteD  wol- 
len, weil  man  durch  eine  leicnte  Umformung  dc^s  obigen  Integrals 
leicht  zu  einem  beroerkenswerthen  Integrale  gelangen  kann,  wel- 
ches Herr  Professor  Schlömilch  *)  auf  einem  andern  W^e  ehal- 
ten hat. 

Integriren  wir  nämlich  theilweis>  so  erhalten  wir 
Ffir  die  Gränzen  0  und  ^  erhalten  wir  aber  augenblicklich 


oder 


IL 

dx 
Setzen  wir  a:=arccoty,  also  cotobsy,  -^^^-^bsfly,  so  bat  man 

die  merkwürdige  Formel: 

—  /      (arccotypay=/      >(arccot3^)*%=»/(4).      . 

Wird  aber  a:=^arctg2(,  also  tga:=y,   — — ^  =  3y  genommen, 
so  ist: 


x^8x        x^       dx 


sin  x^     ig  x^ '  cos  x^ ' 
und 


i^ji, 


rÄ-re^r)'^'*.. 

und   unt^r   dieser   Gestalt   Ist,  es  dasselbe  Integral  wie  da4  Tom 
Herrn  Pro£  SchluiQilch  am  angeführten  Ort  gegebene. 


*)  ArchiT.  Tbl.  IV.  S.  T5. 
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VebungTsaufgraben  für  Schüler. 


Von 

Herrn   Wilhelm   Mosta, 

LehranUs^Candidalen  z«  Cassel. 
Wie  beweist  man  mit  Hülfe  de»  bekannten  Integrats 

die  Gleichheit: 


Von  dein 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gjmnacimn  zu  Stralsund. 
Es  ist 


=  (n-^i/)[i-a  +  /r(i)-/r(a)+4ß]. 
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=  5:^/(2«)  +  (i-na)/«. 


Sllscellen. 


Johann  Caramaelvon  Lobkowitz«  Bischof  von  Vigerano» 

fest.  1682,  von  dem  gemeidet  wird,  dass  er  30000  Ketzer  bekehrt 
abe,  stellte  in  der  yon  ihm  herausgegebenen  ,,Mathests  aodax" 
die  Behauptung  auf,  das»  man  alle  theologischen  Streitfragen,  in- 
Sonderheit  die  in  der  Lehre  de  gratia  et  libero  arbitrio, 
einzig  und  allein  durch  Lineal  und  Zirkel  Idsen  könne. 


Druck  fehler 

in  Tbl.  X.  Heft  I.  Nr.  X. 
Seite  104,  von  oben  Zeile  11  nmss  heissen 

cot(2Ä-l)^=tg(ifrf-(2Ä-l)^). 

„     106,  von  oben  Zeile  7    mnss  heissen  T— J=s(— ly*. 
,9     106,    9,      M        y,   10        M         99       welche  statt  welcher« 
„     105,  von  unten    „     1        „         „       rM  =  (— l)r. 
Tbl.  X.  Heft  3.  S.  316.  Z.  13  statt  Perm  s.  m.  Form. 
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Aritlimetik« 


Lehr-'  und  Handbuch  der  Arithmetik.  Aufhöcbsten 
Befehl  Sr.  Kais.  Hoheit  des  durchlauchtigsten  Herrn 
Erzherzogs  Johann,  Feldmarschalls  und  General-Genie- 
Director«,  für  den  Unterricht  in  der  k.  k.  Ingenieur- 
Akademie  in  Wien  yerfasst,  gleichzeitig  für  das  Selbst- 
studium eingerichtet  und  heraüsgegebenvonDr. Alexan- 
der Motgante,  k.  k.  Capitän -Lieutenant  im  Ingenieur- 
Corps>  Professor  an  der  k.  k.  Ingenieur-Akademie  in 
Wien.    Wien.  1847.    8.    1  Rthlr.  20  Sgr. 

Dieses  Lehrbuch  enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  so* 
genannten  gemeinen  Arithmetik  bis  einschliesslich  zu  der  Lehre 
von  den  Kettenbrüchen  und  von  den  Logarithmen»  und  scheint' 
wegen  sfeiner  einfachen  und  deutlichen  Darstellung,  bei  welcher 
der  Herr  Vf.  den  Gebrauch  allgemeiner  Zeichen  gänzlich  vermie- 
den hat,  dessenungeachtet  aber  Alles  theoretisch  zu  erläutern 
sucht,  dem  Zwecke,  für  welchen  es  bestimmt  ist,  ganz  wohl  zu 
entsprechen.  Auf  weitere  Einzelnheiten  bei  Büchern  von  der  Art 
des  vorliegenden  einzugehen,  gestattet  die  Nati^r  der  literarischen 
Berichte  nicht. 

Memoire  relatif  a  la  thäorie  des  nombres.    Loi  r^ci- 

5roque.     Par  M.  Breonecke,    Professeur  au  College  de 
ever  *).    Paris.  1840.    4. 

Diese,  eine  Erweiterung  des  in  der  Zahlenlehre  so  wichtigen 
Reciprocitätsgesetzes  enthaltende  Abhandlung  ist  zufallig  erst  jetzt 
zu  unserer  iLenntniss  gelangt.  Wir  glauben  aber,  ohne  auf  ihren 
Inhalt  hier  nhher  eingehen  zu  können ,  wenigstens  die  Liebhaber  des 
genannten  wichtigen  Theils  der  Mathematik  noch  nachträglich  auf 
dieselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen,  damit  sie  der  verdienten 
allgemeinem  Beachtung  nicht  entgehe. 


0  Jeist  Rector  der  höheren  Bürger«chnle  in  Colberg. 
Band  X.  ST 
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Logarithniisch-tri^onoinetriscbe  Hülfstafeln.  Ein 
zur  HoTieontalprojection  der  auf  schiefen  Ebenen  ge- 
raesseDen  Längen,  wie  auch  za  nivellitiscben  und  mark- 
scheiderischen  Arbeiten  uneotbebrlicfaes  Handbuch  für 
Geometer,  Markscheider,  Ingenieure,  Chaussee-  und 
Wasserbaubeamte.  Berechnet  und  herausgegeben  von 
J.  V.  Massaloup.  Leipzig.  1847.  8.  Geheftet  3  Rthlr. 
18  Ngr.;    dauerhaft  gebunden  4  Rthir. 

Der  Inhalt  dieser  äusserlicb  sehr  schon  ausgestatteten ,  667 
Seiten  starken  Tafein  Jst  folgender. 

Erste  AbtheiluDg.  Tafel  zur  Ermittelung  der  Grundlinie 
uivd  Höhe  (beider  Katheten)  eines  rechtwinklicbten  Dreiecks, 
wenn  seine  Hypotenuse  (gemessene  Länge)  und  der  anliegende 
Elevations winke!  bekannt  sind.  Für  die  Längen  von  1  bis  50 
Ruthen.    (S.  i~S.  442.) 

Zweite  Abtheilung.  Enthaltend:  Die  Hohen  fSr  gege- 
bene Grade  bei  dea  gemessenen  Läpgen  von  0  bis  11  Ruthen. 
(S.  443-S.  609.) 

Dritte  Abtheilung.  Tafel  zur  Reduction  des  Decimal- 
Maasses  ^uf  Werk-  und  Bergmaas  und  zwar  von  0,001  bis  5,000 
Ruthen.    (S.  611 --«S.  662.) 

Vierte  Ab  t h e  i  1  u  n  g.  Tafel  zur  Reduction  des  Rergmaasses 
auf  Ruthen  (Decimaimaass).  Von  1  bis  20Lacbter.  (S.663-S.  667.) 

Die  allgemeinen  Bemerkungen  tiber  die  Anwendung  der  obi- 
gen Tafehi  füllen  S.  VU.— XII. 

Wir  haben  den  Inhalt  dieser  Tafeln  im  Obigen  vollständig  an- 
gegeben. Ob  aber  solche  dickleibige  und  theure  Tafeln  zur  Auf- 
lösung der  allerein fachsten  trigonometrischen  Aufgaben,  die  es 
überhaupt  geben  kann,  ohne  Logarithmen  für  Praktiker  und  Tech- 
niker wirklich  ein  so  grosses  Bedürfniss  sind,  wie  der  Herr  Vf. 
zu  meinen  scheint ,  müssen  wir  dahin  gestellt  sein  lassen.  Jeden- 
falls wird  jedoch  dieses  Bedürfniss  mit  der  streng  wissenschaft- 
Tichen  Ausbildung  solcher  Leute  in  umgekehrtem  Verhältnisse  stehen, 
und  manchem  mehr  wissenschaftlichen  Praktiker  oder  Techniker 
wird  vielleicht  eine  kleine  fünfstellige  Logarithmentafel  lieber  sein 
als  das  vorliegende  dickleibige  Buch.  Auf  der  andern  Seite  aber 
kann  und  darf  nicht  in  Abrede  gestellt  werden ,  dass  solche  Tafeln, 
in  so  fern  sie  alle  und  jede  Rechnung  zu  beseitigen  suchen,  aller- 
dings ihr^n  wohlbegrün<leten  Nutzen  haben  können,  wenn  eine 
auch  an  sich  ganz  leichte  Rechnung  in  sehr  oflmaliger  Wiederho- 
lung auszuflihren  ist,  in  welchen  Fällen  daher  auch  der  Herausge- 
ber manchen  Praktiker  sich  zu  Dank  zu  verpflichten  mit  Sicher- 
heit hoffen  darf« 


Geometrie. 


Jahresbericht    für    die    Mitglieder    der    hambnrgi 
sehen   Gesellschaft    zur   Verbreitung    der    mathemati- 
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sehen   WiAsenscbaften.     Von  Fastnacht  1846  bia  Fast- 
nacht 1847.    4. 

Ausser  der  schon  im  Literarischen  Berichte  Nn  XXXVI.  S.  530. 
besonders  angezeigten  Abhandlung  des  Herrn  Director  Rtmker 
über  die  Sternbedeckungen  enthält  dieser  Jahresbericnt  noch  einen 
lesenswerthen  Aufsatz  des  Herrn  Ingenieur  D»  A.  Schuback 
über  die  Kardioide^  worunter  man  bekanntlich  die  Curve  versteht, 
welche  von  den  Fusspunkten  der  von  einem  festen  Punkte  des 
IJmfangs  eines  Kreises  auf  die  stetige  Folge  der  an  denselben 
gezogenen  Berührenden  gefällten  Perpendikel  gebildet  wird.  Unter 
andern  bemerkenswerthen  Eigenschalten  dieser  Curve  wird  in  dem 
vorliegenden  Aufsätze  auch  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Kardioide 
diejenige  Cur^*e  ist,  in  welcher  sich  die  Planeten  um  die  Sonne 
bewegen  wurden,  wenn  die  Anziehungskraft  der  letzteren  umge- 
kehrt wie  die  vierten  Potenzen  der  Entfernungen  wirkte. 

In  Nr.  603.  der  astronomischen  Nachrichten  hat  Herr 
Professor  Dr.  Anger  in  Dan  zig  einige  sehr  beachtungswerthe 
Bemerkungen  über  die  geometrische  Aufgabe:  Durch  vier  ge- 
gebene Punkte  diejenige  Ellipse  zu  legen,  welche  den. 
kleinsten  Inhalt  hat,  mitsretheilt.  Die.«e  von  Euler  in  den 
Nov.  Act.  Acad.  Petrop.  1791  p.  138.  zuerst  aufgelöste  Auf- 

ribe  führt  bekanntlich  auf  eine  Gleichung  des  dritten  Grades, 
oler  bemerkt,  dass,  da  dies  der  Fall  sei,  auch  immer  eine  der 
gestellten  Forderung  Genfige  leistende  Ellipse  gefunden  werden 
k^nne,  und  daiM,  wenn  sich  der  Fall  ereignen  sollte,  dass  die 
cubische  Gleichung  drei  mögliche  Wurzeln  habe,  auch  eben  so 
viele  Losungen  Statt  finden  würden,  deren  Eigenschaften  näher 
anzugeben,  er  andern  filierlasse.  Herr  Prof.  Dr.  Anger  hat  nun 
aber  durch  eine  strenge  Analyse  gefunden,  dass  die  das  Problem 
lösende  cubische  Gleichung  im  Allgemeinen  immer  drei  möglicbe 
und  zwar  positive  Wurzeln  hat,  und  dass  diejenige ,  welche  hier 
allein  in  Betracht  kommt,  stets  die  kleinste  von  allen  ist,  wäh« 
rend  die  beiden  andern  Wurzeln  sich  auf  Kegelschnitte,  die  nichi 
Ellipsen  sind>  beziehen. 

Wir  erkennen  in  dieser  Arbeit  einen  neuen  Beweis  für  die 
Richti^eit  der  von  uns  schon  r>fter  ausgesprochenen  Behauptung, 
dass  viele  (ruber  schon  aufgeldste  mathematische  Probleme  noch 
sehr  eine  neue  tiefer  eingehende  und  allgemeinere  Behandlung 
bedfirfen,  und  sind  überzeugt,  dass  Herr  Prof.  Dr.  Anger  auf  den 
Dank  der  Leser  des  Archivs  mit  Bestimmtheit  würde  rechnen 
können*  wenn  er  seine  interessanten  Bemerkungen  über  die  frag- 
liche Aufgabe  auch  in  dieser  Zeiteehrift,  und  zvvar  mit  noch  etwas 
mehr  Ausführlichkeit  als  dies  in  den  astronomischen  Nachrichten 
bereits  geschehen  ist,  baldigst  mitzutbeilen  die  Güte  haben  wollte, 
wozu  wir  ihn  daher  hiermit  Treuadlichst  aufzufordern  uns  erlauben. 


Trigonometrie. 


E^ene  Trigonometrie  in  Anwendung   au/  Distanz- 
uiidilohofimessung.     Eine  Sammlung,  praktischer  Auf- 


3T* 
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£aben  and  empirischer  Beispiele  von  Dr.  Adolph  Poppe, 
ehrer  der  Mathematik  und  Physik  in  Frankfurt  am 
Main.  Mit  vielen  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Frankfurt  a.  M.  1847.    8.    25  Sgr. 

Eine  Sammlung  der  gewohnlichsten  Aufgaben  der  Feldmess- 
kunst oder  praktischen  Geometrie,  durch  die  einfachsten  Satze 
der  ebenen  Trigonometrie  au^elost,  und  durch  numerische  Bei- 
spiele erläutert,  ohne  alle  Eigenthumlichkeit  und  sich  nirgends 
üDer  die  allerersten  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie  erhebend. 
Die  „  landj»chaftlichen  Darstellungen '',  wie  sie  der  Herr  Vf.  nennt, 
zum  Theil  „nach  der  Natur  selbst  aufgenommene  Skizzen '%  Eisen- 
bahnzüge, Viaducte,  alte  Ritterburgen,  Lufthälle  u.  dergl.,  erin- 
nern lebhaft  an  die  Schriften  der  ältesten  Feldmesser,  mit  denen 
sie,  ungeachtet  ihrer  jetzt  freilich  besseren  technischen  Ausfiih- 
rung,  in  der  That  ganz  übereinstimmen  würden,  wenn  der  Herr 
Vf.  sich  auch  noch  tiätte  gefallen  lassen,  die  aufgestellten  Instru- 
mente — <-  Mensel  und  Astrolabium  — >  zu  zeichnen,  und  Männchen 
dahinter,  welche  durch  die  Dioptern  oder  durch  das  Fernrohr 
blicken,  vielleicht  auch,  mit  einem  Degen  an  der  Seite,  wie  man 
sie  in  den  Schriften  der  ältesten  Feldmesser  so  häufig  findet;  das 
würde  den  Eifer  der  lern-  und  wissbegierigen  Jugend  in  der  An- 
eignung sehr  ernst 'after  Kenntnisse  gewiss  noch  sehr  erhöhet 
haben!  —  Wir  haben  jetzt  wirklich  in  andern  ernsten  Wissen- 
schaften schon  Bilderbücher  genug,  so  dass  es  fast  nur  noch 
fehlt,  dass  der  Jugend,  wie  es  Basedow  mit  dem  2(£C  gemacht 
haben  soll,  die  zur  Veranschaulichung  der  theoretischen  Lehren 
bestimmten  bildlichen  Darstellungen  in  Zucker  gebacken  vorgesetzt 
werden,  woraus  gewiss  ein  neuer  sehr  lucrativer  Erwerbszweig 
für  die  Conditoren  entstehen  •  und  die  bekanntlich  gar  nicht  zu 
solchen  Genüssen  hin  neigende  Jugend  gewiss  auf  eine  sehr  er- 
wünschte Weise  immer  mehr  mit  diesen  Herren  befreunden  i^Tirde. 
In  einer  so  ernsten  Wissenschaft,  wie  die.  Mathematik  ist  und 
namentlich  bei'm  Unterrichte  der  Jugend  imm^r  sein  soll,  möchte 
man  sich  aber  doch  solche  Spielereien  sehr  ernstlich  verbitten, 
und  es  ist  keineswegs  zu  wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  und  der 
Verlag  der  S.  Schmerber'schen  Budihandlung  in  Frankfurt  K  M 
uns  fernerhin  noch  mit  einem  ähnlichen  Büchlein  beschenken» 


Praktische  Oeometrie. 


Untersuchungen  über  Gegenstände  der  hohem  Geo- 
däsie. Von  Carl  rriedrich  Gauss.  Zweite  Abhandlung. 
Aus  dem  dritten  Bande  der  Abhandlungen  der  König- 
lichen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gottingen. 
Gottingen.  1847.    4.    15  Sgr. 

Der  erste  Theil  dieser .  wichtigen  Untersuch ungea  ist  im  Lite- 
rarischen Ber.  Nr.  XIX.  S.  296.  angezeigt  worden.  Ueber  den 
Zweck  der  vorliegenden  ssweiten  Abhandlung  spricht  sich  der  Herr 
Vf.  auf  S.  3.  auf  folgende  Art  aus.     „Die   Au%abe,  aus -der 
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Chru«8e  der  Seite  eines  Dreiecks  auf  der  Erdoberfliche,  dem  Azi- 
muthe  an  dem  eineo  Endpunkte,  und  der  geographischen  Breite 
dieses  Endpunkts  abzpleiten  das  Azimuth  an  dem  andern  End- 
punkte^ dessen  Breite  und  den  Längenunterschied  beider  Punkte, 
fehurt  zu  den  Hauptgeschäften  der  höhern  Geodäsie.^  Fär  den 
all  der  Kugelfläche  ist  der  Zusammenhang  zwischen  jenen  sechs 
Grössen  am  Schlüsse  der  ersten  Abhandlung  in  der  einfachsten 
und  zur  schärfsten  Rechnung  geeigneten  Form  aufgestellt^  welche 
auch  leicht  zu  einer  bequemen  Auflusun|^  der  Aufgabe  selbst  benutzt 
werden  kann.  Es  wird  dadurch  das  Verlangen  nach  4ßm  Besitz 
einer  analogen  unmittelbar  för  die  Ellipsoidfiäche  göltigen  Auflö* 
sungsart  erweckt,  und  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Abhandlung 
ist,  eine  solche  zu  entwickeln.  Vorher  soll  jedoch  erst  die  Aut- 
lösung für  den  FaU  der  Kugelfläche  in  ein  noch  helleres  Licht  ge- 
stellt werden.  Des  bequemen  Zuruckweisens  wegen  lasse  ich  die 
Zahlenbezeichnung  der  Artikel  sich  an  die  erste  Abhandlung  an- 
schliessen. " 

Man  erkennt  hieraus  den   unmittelbaren   und  innigen  Zusam- 
menhang dieser  zweiten  Abhandlung  mit  der  ersten* 


Astronomie. 


Lehrliuch  der  Sternkunde  för  Schulen  und  zum  Selbst- 
unterrichte. Von  Dr.  Gotthilf  Heinrich  von  Schubert, 
Hofrath  und  Professor  der  Naturgeschichte  an  der  Kö- 
niglichen Ludwigs- Maximilians -Universität  zu  Mün- 
chen. Dritte,  grossentheils  ganz  umgearbeitete  Auf- 
lage.   Erlangen.  1847.    8.    20  Sgr. 

Diese  den  Lesern  des  Archivs  gewiss  schon  aus  ihren  fruhern 
Auflagen  hinreichend  bekannte.  Schrift  zeichnet  sich  vor  mehrern 
andern  ähnlichen  Schriften  durch  wahre  Popularität  vortheilhaft 
aus.  Die  neuern  astronomischen  Entdeckungen  haben  in  dieser 
dritten  Auflage  überall  geböhrende  Berücksichtigung  gefunden. 


Physik. 


Beschreibung  eines  einfachen  und  seht  wirksamen 
Papier-Electrophors.  Von  Dr.  Job.  Jos.  I^n.  Hoffmann, 
Konigl.  Bayer.  Hofrathe,  Director  des  k.  Lyceums  zu 
Aschaffenfourg.    Aschaffenburg.  1847.    8. 

Auf  die  elektrische  Kraft  des  Papiers  ist»  wenn  wir  nicht 
irren«  schon  in  älterer  Zeit  hingewiesen  worden,  dieselbe  geheint  aber 
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in  Vei^Msenheil  gekodimen  zu  sein  *).  Bei  der  grossen  Eidlachheit 
urtd  der  ungemeinen  Wohlfeiliieit  des  in  der  vorliegenden  kleioen 
Schrift  be^cnrlebenen  Pamer-Elektrophors«  und  namentlich  bei  den 
allerdings <  sehr  beträchtlichen  Wirkungen,  weiche  der  Herr  Vf. 
bei  zweckmässigem  Gebrauche  durch  dasselbe  erhalten  zu  haben, 
versichert  —  er  hat  demselben  nach  S»  21-  oft  3  bis  SV^  Zoll 
lange  Funken  entlockt  und  damit  Flaschen  von  beträchtlicher 
Gnisse  in  kurzer  Zeit  stark  geladen  —  scheint  die  toriiegende 
Schrift  und  das  in  derselben  beschriebene  Instrument  jedenfalls 
zu  verdienen»  allen  Lehrern  der  Physik  zu  sorgfältiger  Beachtung» 
und  die  Sache  an  sich  zu  weiterer  Prüfung  empfohlen  zu  werden» 
was  bei  der  grossen  Wohlfeilbeit  und  der  sehr  leichten  Hersteil- 
barkeit  des  Instruments  nicht  den  geringsten  Schwierigkeiten  unter- 
liegt und  im  Interesse  der  Lehranstalten,  namentlich  solcher,  de- 
nen an  der  Wohlfeilbeit  der  anzuschaffenden  Instrumente  Hegen 
muss,  wunschenswerth  ist.  Die  Schrift  enthält  ausserdem  noch 
manche  andere  praktische  Bemerkungen,  auch  über  das  gewöhnliche 
liarzkuchen-Elektrophor^  'die  ebenfalls  nicht  unbeachtet  gelassen 
zu  werden  verdienen.  Zur  Öffentlichen  Mittheilung  der  Ergeb- 
nisse, zu  denen  etwa  mit  diesem  Instrumente  angestellte  ander- 
weitige Versuche  geführt  haben  dürften,  wird  das  Archiv  gern 
seine  Spalten  öffnen. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1845.  Darge- 
stellt von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Bertin. 
I.  Jnhrgang.  L  Abtheil.  25  Sgr.  2.  Abtheil.  2  Rthlr.  10  Sgr. 
Redigirt  von  Dr.  G.  Karsten.    Berlin.  1847.  8. 

Bei  dem  jetzigen  raschen  Fortschreiten  der  Physik  werden 
Schriften  wie  die  vorliegende  immer  nothwendiger  und  verdienst- 
licher, aber  in  ihrer  Abfassung  auch  immer  schwieri)[;er.  Wir 
glauben  jedoch,  dass  der  Herr  Vf.  des  vorliegenden  Jahrgangs 
seine  Aufgabe  recht  gut  gelöst  und  in  Rücksicht  auf  den  auf  dem 
iPitel  genannten  Zeitraum  nichts  Wesentliches  und  wirklich  Wich- 
tiges übergangen  hat.  Daher  ist  jedenfalls  zu  wünschen ,  diss  er 
diesem  Unternehmen  auch  künftighin  seine  Kraft  mit  Lust  und 
Liebe  widme  und  die  Jahrgänge  von  1846  und  1847  recht  bald 
folgen  lasse,  wobei  es  noch  ausserdem  wunschenswerth  ist,  dass 
#neben  dem  Inhalte  der  Journale  auch  die  in  eignen  grössern 
Werken  niedergelegten  eigeiithümlichen  Untersuchungen  stets  c^e- 
hörige,  ihnen  eebuhrende  Berücksichtigung  finden  mögen.  Öie 
Beschränktheit  aes  Raums  gestattet  uns  hier  nur  eine  oberfläch- 
lichere Angabe  des  sehr  reichen  Inhalts,  weiche  aber  hoffentlich 
hinreichen  wird,  um  das  Werk,  wie  wir  aus  Ueberzeugung  wün- 
schen, einem  grossem  Leserkreise  zu  empfehlen.  Erster  Ah- 
schnitt  Allgemeine  Physik.  1.  Atomtheorie.  2.  Cohasion 
und  Adhäsion.  3.  Diffusion.  4.  Capillarität.  5.  Dichtiskeit  und 
Ausdehnung.  6.  Maass  und  Messen.  7.  Statik  und  Dynamik. 
8.  Hydrostatik  und  Hydrodynamik.    9.  Aerostatik  und  Aärodyna- 


')  Neuerlich  hat  auch  Herr  Prof.  Schönbein  in  Batel  ein  «ehr 
leicht  elektrisch  erregbares  Papier  {gefunden  (Poggendorfs  Annalen. 
Bd.  LXTIIt.  S.  15».  und  1«0.)  Auch  bitte  i«h  naeliher  S.  541.  dieae« 
L!ienir.  Ber.  ftu  Terglei^hen« 
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mik.  10.  Elacticitit  fester  KOrper.  11.  Gase  und  DSmpfe.  12.  Ab- 
sorption der  Gase.  13.  Eudiometrie.  14.  VeränderaTie  des  Ag- 
gresatzostandes.  15. Hygrometrie.  «^  Zweiter  Abechnitt  Aku- 
stik. ^  Dritter  Aöschnitt  Optik.  1.  Theoretische  Optik. 
%  Optische  PhSnomene.  3.  Physiologische  Optik.  4.  Chemische 
Wirkungen  des  Lichts.  5.  Optische  Instrumente.  —  Vieri  er 
AbsehHitt.  Wärmlehre.  1.  Wärmeentwickelung.  2.  Physio- 
logische Wärmeerscheinungen.  3  Wärmeleitung.  4.  Specifische 
und  latente  Wärme.  5.  Strahlende  Wärme.  6.  Wirkungen  der 
Wärme.  7.  Theorie  der  Wärme.  —  Fuw/f  er -46  jüAwfft  Eiek- 
tricitätslehre.  1.  Allgemeine  Theorie  der  Elektricität.  2.  Rei- 
bungselektricität.  A-  Allgemeine  Eigenschaften.  B.  Entladung 
der  elektrischen  Batterie.  C  Elektro -Induction.  D*  Elektrische 
Apparate.  E.  Dampfelektricität.  3,  Atmosphärische  Elektricität. 
4.  Thermoelektricitat.  5.  Galyanismus.  A.  Theorie.  JB,  Ladun^^. 
C,  Elektrische  Phänomene.  D.  Apparate.  E*  Elektrochemie.  Gal- 
vanoplastik. 6.  Elektrophysiologie.  1.  Einwirkung  der  Elektricität 
auf  Organismen.  A,  Pflanzen.  Ä.  Thiere.  11.  Entwickelung  der 
'  Elelctricität  in  Organismen.  A*  Elektromotorische  Fische.  JS.  Der 
sogenannte  Frosch-  und  Muskelstrom  nebst  der  coutraction  -iBdui^e 
ÄIatteucci*8  C.  Anhang*  7.  Elektromagnetismus  und  Magneto- 
Elektricität.  Induction.  Anhang.  Elektrische  Telegraphie.  8.  Mag- 
netismus. —  Sechster  Abschnitt  Angewandte  Physilc. 
1.  Instrumente  und  Apparate  von  neuer  Construction.  2.  Ange- 
wandte Hydrodynamik.  3.  Ant^c wandte  Aerodynamik.  --^  Zusätze 
und  Verbesserungen.    Mamen  -  Ilegister. 

Schon  aus  dieser  nur  oberflächlichen  Inhaltsangabe  wird  man 
sehen  9  dass  dieses  Werk  ftir  Jeden,  wer  mit  den  raschen  Fort- 
schritten der  Physik  und  ihrer  technischen  Anwendung  möglichst 
gleichen  Schritt  Kalten  will^  gewiss  unentbehrlich  ist. 


Vermlsclite  Schriften. 


Wir  beeilen  uns,  auch  durch  das  Archiv  zur  möglichst  allge- 
meinen Verbreitung  eines  Uterarischen  Unternehmens  beizutragen, 
mit  welchem  Herr  Professor  Dr.  Seh ID milch  in  Jena  beschäf- 
,ti,gt  ist,  und  das  mit  Neujahr  1848  in's  Leben  treten  soll.  Ein 
wie  grosser  Gewinn  der  Wissenschaft  aus  diesem  Unternehmen 
bei  der  allgemein  bekannten  Gewandtheit  und  Umsicht  des  Herrn 
Professor  Dr.  Schlti milch  jedenfalls  erwaehsen  wird,  werden 
die  Leser  des  Archivs  aus  dem  folgenden  Prospectus,  deA  wir 
hier  mit  Auslassung  seines  hier  nicht  her  geh^k'enden  ganz  unwe- 
sentlichen Schlusses,  vollständig mHtfaeilen)'  selbst  entnehmen  kön- 
nen. Möge  dieses  in  seiner  Ankige  wohl  durchdachte  Unterneh- 
men stets  einen  erfreulichen  ungestörten  Fortgang  haben,  und 
der  Wissenschaft  im  reichsten  Slaasse  den  Nutzen  bringen,  wel- 
chen im  reinsten  Interesse  für  dieselbe  der  Herr  Herausgeber 
durch  diese  neue  Zeitschrift  zu  soften  beähsichtigtl  Das  sich 
immer  mehr  kund  gebende   lebhafte  Treiben  anf  &m  Felde  der 
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mathematisehen  und  physikaiiscfaen  Literatur  mass  überhampt  auch 
jeden  wahren  Freund  dieser  in  jeder  Beziehung  ao  wichtigen  Wia- 
senschaftea  mit  grosser  Freude  erfiSUen. 

,^  In  einer  Zeit,  die  sich  durch  beständig  wachsende  Er- 
oberungen auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  und  JNiysUcy  sih- 
wie  deren  praktischer  Anwendungen  auszeichnet ,  wird  es 
gewiss  täglich  schwerer  mit  allen  diesen  Fortschritten  gleich 
bekannt  zu  bleiben  und  sich,  um  einen  modernen  Ausdruck 
zu  brauchen^  auf  der  Höhe  der  Zeit  zu  erhalten.  Diese  von 
vielen  Seiten  bestätigte  Bemerkung  brachte  mich  schon  mehr- 
mals auf  die  Idee  einer  Zeitschrift ,  deren  Zweck  lediglich  die 
übersichtliche  Darstellung  von  den  Fortschritten  jener  fVis- 
senschaften  sein  sollte^  aufgemuntert  durch  den  Beifall^  wel- 
chen der  Gedanke  bei  mehreren  bedeutenden  Gelehrten  in  und 
ausser  Deutsciäand  gefunden  hat,  Hess  ich  mir  seil  längerer 
Zeit  die  ßealisimng  desselben  angelegen  sein  und  bin  jetzt  so 
glücklich,  eine  Hauptsache ,  nämlich  den  Ferlag  gesichert  xu 
se/ie». 

I>eY*  Plan  ist  folgender :  die  mit  Neujahr  £848  beginnende 
Zeitschrift  fuhrt  den  Titel : 

Revue    für  Mathematik  und  Physik 

und  erscheint  in  vierteljährigen  Heften  von  £2  —  £S  Bogen. 
Jedes  Heft  zerfällt  in  folgende  5  Äbtheilungen : 

£)  Leitende  Artikel,  enthallend :  Darstellung  der 
Fortschritte  einzelner  Zweige  der  fVissenschaft  (z,  B. 
der  theoretischen  und  praktischen  Dioptrik ,  der  prak- 
tischen Geometrie,  der  elektromagnetischen  Telegra- 
phik  und  dergl,) ,  ferner :  Aufsätze  über  Geschichte, 
Methodik  und  Philosophie  der  Mathematik  und  Phy- 
sik ,  endlich :  Melatiouen  über  die  Arbeiten  gelehrter 
Gesellschaften,  die  Ergebnisse  wissenschaftlicher  Rei- 
sen und  Auszüge  aus  den  verschiedenen,  theils  rein 
wissenschaftlichen,  theils  technischen  Journalen. 

2)  Recensionen  (Mer  PVerke,  welche  entweder  für 
die  Erweiterung  der  fVissenschaft ,  oder  für  die  Me- 
thode von  Bedeutung  sind. 

S)  Schul',  üniversitätS'  und  Personalnachrich- 
ten, Ptogrammenrevüe  und  Bücher  anzeigen^ 

Spezielle  Aufsätze  über  einzelne  Punkte  der  TVissenschaft 
bleiben  ausgeschlossen,  und  den  Journalen  von  Grelle,  Grü- 
ner t  und  Poggendorf  überwiesen. 

Den  f^erlag  hat  die  Buchhandlung^  von  Ferdinand  Enke 
in  Erlangen  übernommen^  im  ersten  "Jahre  tuird  kein  Hono- 
rar bezaidt^  von  da  ab  6  Thaler  pr.  Cour,  für  den  Druck- 
bogen und  später  mehr,  wenn  der  Absatz  diess  erlaubt.^' 
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^  MittheiluDiren  der  natvrforstih-enden  .Gesellstihaft 
in  Bern.  Nr.  68.  bis  93.  (Vom  17ten  April  1846  bis 
leten  März  1847.) 

Wir  haben  schon  in  einigen  früheren  Numnieru  des-  Literari- 
sehen  Berichts  auf  den  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  In- 
^halt  dieser  Mittheiiungeu  hingewiesen,  welche  jedenfalls  ein. sehr 
vortheilhaftes  Zeugniss  von  der  Thätigkeit  der  Gesellschaft,  welche 
sie  herausgiebt,  alilegen,  und  wollen  jetzt  durch  eine  etwas  aus* 
fShrlichere  Inhaltsangabe  der  grossem  Anzahl  uns  jetzt  vorliegen- 
der Nummern  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Archivs  noch 
mehr  auf  dieselbe  hinzulenken  suchen,  wobei  wir  absichtlich  auch 
solche  Aufsätze  nicht  ausschliessen  wollen,  die,  streng  genom- 
men, nicht  in  den  Kreis  dieser  Zeitschrift  gehören.  Die  Schweiz 
ist  ein  in  allgemeiner  naturwissenschaftlicher  Rücksicht  so  inter- 
essantes Land,  dass  alle  derartigen  Mittheilungen  von  dort  die 
Aufmerksamkeit  aller  derer,  welche  sich  überhaupt  für  die  Fort- 
schritte der  Naturwissenschaften  interessiren ,  notn wendig  sehr  io 
Anspruch  nehmen  mfissen. 

In  mathematischer  Beziehung  sind  die  folgenden  Abhandtun- 
gen hervorzuheben: 

L.  Schlaf ii,  über  ein  räumliches  System  von  Geraden  im 
Allgemeinen,  und  über  dasjenige  der  Normalen  einer  krummen 
Fläche  insbesondere.    (Nr.  68,  69,  70,  71.) 

Derselbe,  über  den  Ort  der  Mittelpunkte  grosster  und  klein« 
ster  Krümmung  beim  Ellipsoid,  die  kürzeste  Kurve  auf  demselben 
und  verwandte  Gegenstände.    (Nr.  75.  und  76  )        , 

R.  Wolf,  Joost  Bürgi  nnd  der  Proportiooalzirkel.  (Nr.  77. 
und  78.) 

Derselbe,  eine  Grundregel  für  geometrische  Schattencon- 
structionen.    (Das.) 

Derselbe,  Beiträge  zur  Ballistik,  welche  den  Beweis  folgen- 
der Eigenschaften  der  Wurflinie  (im  leeren  Räume)  enthalten: 

Alle  Wurflinien  derselben  Wurfgeschwindigkeit  haben  dieselbe 
Leitlinie;  und  zwar  liegt  sie  in  der  Hohe  des  vertikalen  Wurfs. 

Der  Ort  der  Brennpunkte  sämmtlicher  Wurflinien  ist  ein  aus 
dem  Ausgangspunkte  mit  der  Hohe  des  vertikalen  Wurfs  beschrie- 
bener Kreis. 

■  Die  Scheitel  aller  Wurflinien  bilden  eine  Ellipse,  deren  Axen 
durch  das  Maximom  der  Wurfweite  (^)  und  der  Wurfhohe  darge- 
stellt werden.    (Nr.  79  und  80.) 

In  physikalischer  uad  chemischer  Rücksicht  beben  wir  folgende 
Aufsätze  nervor: 

C.  Brunner,  neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Kohlensäure 
in  ihren  Salz  Verbindungen.    (Nr.  73  und  74.) 

R.  Wolf,  über  elektrische  Maschinen  aus  Papier.  (Nr.  77 
und  78.) 

Müller,  über  Schiessbaumwolle.    (Nr.  85  und  86.) 

37- 
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In  natorbistoriftclier  Rficksidit  bemerken  wir: 

L.  R.  Meyer 9  Uebersicht  der  im  Canton  Bern,  und  nament- 
lich in  der  Umgegend  von  Burgdorf  vorkommenden  Arten  der  Libel- 
len.   <Nr.  81  und  82.) 

A.  J.  Carl  V.  Fischer,  zweiter  Nachtrag  zu  J.  B.  Brown's 
Cataiog  der  Pflanzen  der  Umgegend  Ton  Thun  und  des  B^ner 
Oberlandes.    (Nr.  87  und  88.) 

In  physiologischer  Rücksicht  ist  der  folgende,  ziemlich  ans- 
fohrliche  Aufsatz  interessant: 

H.  Demme,  über  die  durch  Aether-Einatbmung  bewirkte  Un- 
empfindlichkeit.    (Nr.  90—93.) 

In  allgemeiner  literar.-historischer  Rücksicht  sind  endlich  die 
schon  in  Trühcrn  Literarischen  Berichten  heirorgehobenen  Auszüge 
aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit  literar- historischen  m 
tizen,  bemerkenswerth ,  welche  Herr  R.  Wolf  in  mehreren  der 
vorliegenden  Nummern  mit  sehr  lobenswerthem  Eifer  fortsetzt;  so 
wie  auch  desselben  Herrn  Verfassers  Notizen  zur  Geschichte  der 
Mathematik  und  Physik  in  der  Schweiz,  unter  denen  vorzuglich 
die  ausführlicheren  Mittheiluugen  über  Conrad  Gyger  und  seine 
Zürcher  Karte  in  Nr.  83  und  84,  welche  auch  in  einem  besondem 
Abdrucke  unter  dem  Titel:  Conrad  Gyger.  Ein  Beitrag  zur 
Zürcherischen  Culturgeschichte.  Der  physikalischen 
Gesellschaft  in  Zürich  zu  ihrer  Säcularleier  gewidmet 
'von  Rudolf  Wolf.  Bern.  1846.  8.  erschienen  sind,  das  Inter- 
esse des  Lesers  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  dürften. 

In  der  uns  vorliegenden  Reihe  fehlt  noch  Nr.  72,  deren  Inhalt 
wir  später  anzuzeigen  uns  angelegen  sein  lassen  werden. 

Berichte  «über  die  Mitttheilungen  von  Freunden  der 
Naturwissenschaften  in  Wien;  gesammelt  und  heraus- 
gegeben von  Wilhelm  Haidinger.  L  Band.  Nr.  1 — 6. 
Mai,  Juni,  Juli,  August,  September,  October  1846.  Wien. 
1847.    8.    Pr.  IFL  4a  Kr.  C.  M. 

Ausser  der  Stiftung  der  grossen  Kaiserlich  österreichischen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  ist  die  Gründung  eines 
freien  naturwissenschaftlichen  Vereins  in  der  Hauptstadt  des  Kai- 
serstaates,  welcher  im  vorigen  Jahre  zusammengetreten  Ist,  ein 
neues,  buchst  erfreuliches  Zeichen  von  dem  übrigens  auch  sonst 
schon  genugsam  bekannten  dortigen  regen  wissenschaftlichen  Leben, 
namentlich  was  die  Fortbildung  der  sogenannten  realen  Wissen- 
schaften betrifft,  und  wir  begrüssen  daher  auch  diesen  neuen  Ver- 
ein mit  besonderer  Freude.  Derselbe  wird  die  folgenden  Weissen- 
Schäften  in  den  Kreis  seiner  Thätigkeit  ziehen,  welche  wir  hier 
ganz  in  der  Ordnung  angeben,  wie  sie  in  der  vorliegenden  Schrift 
nach  einer  bestimmten,  dort  näher  erläuterten  wissenschaftlichen 
Eintheilung  genannt  werden  :  Die  Wissenschaften  der  Massenvorkom- 
men, nämlich  Astronomie,  Meteorologie,  Geographie, Geologie;  die 
Wissenschaften  der  Individuen,  aus  welchen  jene  zusammengesetzt 
sind,  nämlidi:  Mineralogie,  Botanik,  Zoologie,  dazu  Anatomie  und 
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Pönologie ;  d'ie  WisseiuiehaftQB  der  Malerte,  aifa  wekber  die  Indi* 
viduen  bestelieD,  nftmlich  Physik  und  Chemie ;  endlich  die  Wiseen- 
achaft  des  Raumed^  innerhalb  dessen  alles  Materielle  beobaditet  wird» 
nämlich  die  Mathematik;  und  wird  zwei  Arten  vim  Schriften  her- 
ausgeben» nämlich  die  vorliegenden  ^^Berichte  über  die  ein- 
zelnen Sitzungen''  und^^naturrwissensehaftliche  Abband- 
lungen.*'  Für  beide  ist  Herr  Wilhelm  Haidinger  als  Her- 
ausgeber genannt,  dessen  Name  ffir  die  Tüchtigkeit  des  Inhalts 
vollkommen  Bürgschaft  leistet 

Eine  auch  nur  oberflächliche  Angabe  des  Inhalts  der  vorlie- 
genden Berichte  ist  wegen  ihrer  ungemein  grossen  Reichhaltigkeit 
hier  ganz  unzulässig;  wir  wollen  daher  nur  ganz  im  Allgemeinen 
bemerken ,  dass  gewiss  jeder  naturwissenschaftlich  und.  mathema.- 
tisch  gebildete  Leser  etwas  Interessantes  in  denselben  finden  wird, 
und  £xs8  namentlich  auch  Ausführlicheres  über  die  bekannten 
optischen  Entdeckungen  des  Herrn  W.  Haidinger  und  des  Herrn 
Botzenhart  in  denselben  zur- Sprache  kommt. 

The  American  Journal  of  science  and  arts.  Condnc- 
ted  by  Professors  B.  Silliman  and  B.  Silliman,  Jr., 
and  James  D.  Dana,    ^econd  Series.    New-Haven. 

Von  diesem  namentlich  in  naturwissenschaftlicher  Rücksicht 
«ehr  ausgezeichneten  Journal  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  wie« 
der  drei  neue  Munnnern  anzeigen  zu  können,  und  müssen  die 
Leser  des  Literar.  BeV.  nur  um  Verzeihung  bitten,  dass  diese  An- 
zeigen wegen  der  grossen  Entfernung,  aus  welcher  dieseis  Journal 
zu  uns  gelangt,  nicht  immer  ohne  -alle  Unterbrechung  erfolgen  kön- 
nen, werden  uns  aber  bemühen,  solche  unangenehine  Unter- 
brechungen künftig  möglichst  zu  beseitigen.  Den  Inhalt  der  ein- 
zelnen tiefte  werden  wir  von  jetzt  an  immer  möglichst  vollständig 
angeben. 

Vol.  IL  Nr.  6.  November.  1846.  On  the  Sabbatic  River; 
by  W.  M.  Thomson.  —  On  Three  several  Hurricanes  of  the  Ame- 
rican Seas  and  their  relations  to  the  Northers,  so  called,  of  the 
Gulf  of  Mexico  and  the  Bay  of  Honduras,  with  Charts  illustrating 
ihe  same;  by  W.  G.  Redfield  (continued).  —  On  the  Volcanoes 
of  the  Moon;  by  James  D.  Dana.  —  Description  of  three  varie- 
ties  of  Meteoric  Iron^  by  Prof.  G.  Troost  -^  A  Sketch  of  the 
GeoloG^  of  Texas;  by  Dr.  Ferd.  Roemer.  —  Fusion  of  Iridium 
and  Ithodium;  by  Prof.  R.  Hare,  M.  D.  —  On  the  Meteoric  Iron 
of  Texas  and  Lockport;  by  Prof.  B.  Sillimaun,  Jr.,  and  T.  S. 
Hunt.  —  Report  on  Meteorites ;  by  Prof.  Charles  Upham  She- 
pard,  M.  D.  —  Catalogue  of  Shells  inhabiting  Tampa  Bay  and 
other  parts  of  the  Florida  Coast;  by  T.  A.  Conrad.  —  Descrip- 
tion  or  New  Species  of  Organic  Remaihs  from  the  Upper  Eocene 
Limestone  of  Tampa  Bay;  by  T.  A.  Conrad.  —  Scientific  intei- 
ligence. 

Vol.  in.  No.  7.  January.1847.  On  Zoophites,  No.ffl;  by 
James  D.  Dana.  —  On  the  Induction  of  Atmospheric  Electricity 
on  the  Wires  of  the  Electrical  Telegraph ;  byProf.  Joseph  Henry. 
— <  A  New  Mineral  from  the  Azorea;  byJ.lB.  Teschemacher. — 
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On  the  Delta  and  Ailavial  Deposits  of  the  Mississippi ,  and  other 
points  in  the  Geoloey  of  NorÜi  America^  otweired  in  the  years 
1845,  1846;  by  C.  Lyell.  —  Hybridity  in  Animals,  considered 
in  reference  to  the  question  of  the  Unity  of  the  Haman  8pecie<i ; 

S  Samuel  George  Morton,  M.  D.  —  Solution  ofa  MatheniatiGal 
obleni;  by  O,  Root.  *)  —  On  the  North  American  Species  of 
IsolStes  and  IMarsilea ;  by  Prof.  A.  Br^un.  Commiinicated  by  Dr. 
G.  En^elmaon.  —  Review  of  the  New  York  Geological  Reports. 

—  Notice  of  New  Fossil  Footprints;  by  James  Deane.  —  Kotes 
on.the  Algae  of  the  United  States;  by  J,  W.  Bailey,  Professor 
of  Chemistry,  etc.,  at  the  U.  S.  Military^  Academy.  —  On  the  Fos- 
sil Vegetation  of  America;  by  J.  E.  T  es  che  mach  er.  —  On  the 
existence  of  certain  Lacustrine  Deposits ,  in  the  vicinity  of  the 
Great  .Lakes»  usually  confounded- with  the  „Drift";  Ky  I.  A. 
Lapham.  —  On  the  Origin  of  Continents;    hy  James  D.  Dana. 

—  bescription  of  two  New  Speciesof  Shells;  by  William  Gase, 
Cleveland,  Ohio.  —  Scientific  intelligence. 

Vol.  ni.  No.  8.  Mar  eh.  1847.  A  general  Review  of  the 
Geology  of  Russia;  by  M.  E.  de  Verneuil.  —  On  Zoophytes, 
No.  IV.;  by  James  D.  Dana., —  Review  of  the  New  York  feco- 
togical  Reports.  —  Caricography ;  by  Prof.  C.  Dewey,  M.  D. — 
On  Coracite,  a  new  Ore  of  Üranium;  by  John  L.  le  Conte,  M. 
D.  —  Geological  Results  of  the  Earth'«  Contraction  in  consequence 
of  Cooling;  by  James  D.  Dana.  —  Notes  on  the  Herbaria,  Gar- 
dens  and  Botanists  of  Upsal,  St.  Petersburg,  etc.,  gathered  from 
the  letters  of  a  distinscuished  botanist  during  a  continental  tour.  — 
Observations  on  the  Rocky  Mountains  and  Oregon ;  from  Reports 
of  the  Exploring  Expeditions  of  Capt.  J.  G.  Fremont.  --  Hybri- 
dity in  Animals>  considiered  In  reference  te  the  question  of  the 
Usity  oftbe Human Species;  by  Samuel  George  Morton,  M.  D. 
-^  Abstraet  of  a  Meteorologicäl  Journal «  for  tfae  year  1846,  kept 
at  Marietta,  Ohio;  by  S.  P.  Hildreth,  M.  D.  ~  On  the  Analy- 
sis  of  the  Oat;  by  Prof.  John  Pitkin  Norton.  —  Observations 
on  the  üses  of  the  Monnds  of  the  West,  with  an  attempt  at  their 
Cl^ssifieatton ;  by  E.  G.  Squler.  —  Description  ofa  Fo8sil  Maxil- 
Itfry  Boneof  aPalaeotherinm,  from  near  White  River;  by  Hiram 
A.'Prowt,  M.  D.  —  Observations  npon  the  Development  of  Elec- 
tricity  in  Bands  of  Leather;  by  John  M.  Batch eider.  —  Revo- 
lution of  a  Magnet  on  its  own  Axis  without  the  nse  of  Mercuriaf 
Conductors,  and  also  without  Visible  Sapport;  by  Chas.  G.  Page, 
M.  D.  -^  Scientific  intelligence. 


*)  Die  Aufgabe  ist  folgende:  A  straif^lit  line  vhoce  len^cth  i«(r) 
betng  CO  moved  ac  alway«  to  termtnate  in  thr  aide  of  a  right  angle,  re- 
ctal n*d  the  tocuc  of  he  consemtive  intersectien. 
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Die  Buchstabenrechnung  und  Lehre  von  den  Glei- 
chungen* Mit  einer  Sammlung  von  Aufgaben  von 
F.  Rummer,  Lehrer  der  Mathem^rtik  an  der  höheren 
Burgerschule  und  Hauptlehrer  der  Gewerbscbule  zu 
'Heidelberg.  Zweiter  Theil.  Die  höhere  Buchstaben- 
rechnung,  und  die  Lehre  von  den  Gleichungen  höheren 
Grades  enthaltend.    Heidelberg.  1847.    n.  1  Thlr. 

.  Dieses  Buch  bildet  den  zweiten  Theil  des  im  Liter*  Berichte 
Nr.  XXXV.  S;  510/ angezeigten  Buchs  desselben  Herrn  Verfassers, 
aof  dessen  Titel  übrigens  die  Bezeichnung  »^Erster  Theü''  fehlt 
Der  vorliegende  zweite  Theil  enthält  die  Lehre  von  di^n  Ketten- 
brfichen»  die  Combinationslehre,  den  binomischen  und  {polynomi- 
schen Satz»  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung»  die  büberen  adth- 
Jaetischen  R^hen,  zusammengesetzte  Reihen,  Anwendung  der 
-Reiben  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die  Rentenrech- 
niibg  «.  s.  w.,  die  cubischen,  biquadratischen  und  höheren  Glei- 
chungen» verschiedene  Eliminationslmethoden»  und  ist»  ohne  auf 
tiefere  Untersuchun^h  sich  in  irgend  einer  Art  einzulassen»  in 
derselben  einfachen»  deutlichen  und  stets  auf  das  Praktische  ge- 
richteten Weise  verfasst  wie  der  erste  Theil;  auch  ist  wie  dort 
eine  ziemlich  reiche  Sammlung  von  .Uebungsbeispielen  den  einzd- 
nen  Lebren  beigegeben.  Eben  aß  wie  der  erste  verdient  daher 
auch  dieser  zweite  Theil  vorzugsw^e  die  Berücksichtigung  von 
Seiten  der  an  hauptsädilich  eine  praktische  Richtung  verfolgenden 
Lehranstalten  wirkenden  Lehrer. 

.  'Le^on  d' Arithmätique,  dädi^e  aux  candidats  anx 
Ecoies  speciales»  sur  la  multiplication  abr^g^e  (avec 
lamesure  de  Terreur);  ie  nombre  des  chiffres  du  quo- 
tient  dans  la  division;  la  division  ordonnde  de  Fou- 
riec;  la  division  abri^g^e  de  M.  Guy;  i'extraction  de 
la  ra'etne  cubique;  la  tnäorie  des  apnrozimations  nu- 
m-^iiques  de  M.  Guilmin.    Par  M.  P.F.Terbulst»  membre 
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de  t*Acad^mie,  professeur  d'analyse  k  i'Ecole  mili- 
taire  de  Belgique.  Bruxelles.  1847.  in  12  de  72  pages. 
Diese  kleine  Schrift  des  Herrn  Professors  Verbalst  in  Brüs- 
sel verdient  weeen  der  darin  behandelten  neueren,  theils  die  Ab- 
kürzung,  theils  aie  Erhöhung  der  Genauigkeit  Terschiedeoer  arith- 
metiseber  Operationen  bezweckenden  Methoden  der  Aufmerksamkeit 
der  Lehrer  der  Arithmetik  und  Mathematik  Oberhaupt  an  allen 
holieren  Lehranstalten  gar  sehr  empfohlen  zu  werden.  Ihr  Inhatt 
ist  auf  dem  Titel  schon  so  ausführlich  angegeben  worden»  dass 
es  unnütze  Weitläufigkeit  sein  wurde*  wenn  wir  darüber  hier  noch 
weiter  berichten  wölken, 

LogoTithmiseb-trigoBometriscb^TafelA,.  nebst  ver- 
schiedenen andern  nützlichen  Tafein  und  Formeln  und 
einer  Anweisung»  mit  Hilfe  derselben  logarithmische 
Rechnungen  auszuführen.  Zum  Gebrauche  in  Schnlen, 
besonders  aber  für  jene»  welche  sicn  mit  praktischen 
Anwendungen  der  ftlathemirtik  beschäftigen.  Von  S. 
Stampfer»  Professor  der  praktischen  Geometrie  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Dritte»  aber- 
mals vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Wien.  1846.  8. 
IRthlr.  6  Sgr. 

.  Wenn  auch  von  diesen  empfehlenswerthen  Tafeln»  die  auch 
tUisserlich  recht  schön  ausgestattet  sind »  schon  die  dritte  Auflage 
erschienen  ist»  so  scheinen .^ie  doch,  wenigstens  ausserhalb  Oester- 
reich»  noch  nicht  so  bekannt  seworden  ^u  sein»  wie  sie  ihres  nütz* 
•liehen  Inhalts  und  ihrer  zweckmässigen  Eintfchtung  we^en  jeden- 
falls verdienen.  Wir  wollen  dahe^»  um  auch  das  Ünsrige  zu  ihrer 
weitem  Bekanntmachung  beizutragen»  den  Inhalt  Im  Folgenden 
etwas  genauer  angeben«  A«if  die  sehr  deutliche  AnleLtÜBg  zom 
'Oebrauehe  der  Tafeln  und  £iDige  in  der  angewandten 
Mathematik  öfters  vorkommende  Zahlen  und  Loj^a- 
rl t hm en  folgt  die  Tafel  der  gemeinen  Logarithmen«  Diese 
l^afel  reicht  von  1  bis  10000»  die  Logarithmen  sind  sechsstellig» 
und  die  Proportiooaltheile  nnd   Differenzen  sind  überall  belgef" 


Logarithmen  der  Sinus,  Tangenten  und  BOgen  für  die 
ersten  10  Seounden  von  A  au  ^^  Secundew  —  Logarith- 
men der  Sinus»  Tangenten  und  Bogen  für  die  ersten 
seehs  Minuten  von  Secunde  zu  Secunde«.'^  Tafel  der 
trigonometrischen  Logarithmen  (voll  Minute  zu  Minute»  in 
deti  ersteren  Graden  von  U)  zu  10  Secunden;  ebenfalls  sechastel* 
Age  Logarithmen  t  der  Tafel  ist  alle  für  den  geKohnlichea  praktiseben 
Gebrauch  nfithige  Ausdehnung  gegeben).  —  Tafel  der  Maus  und 
Tangenten  für  den  Halbmesser  1  (von  10 zu  10 Minuten).  Die 
Beißigung  dieser  Tafel  der  natfirlicbto  Linien  ist  gewiss  sehr 
zweckmässig,  namentlich  auch  fiir  den  Unterricht.  ^  Zeichen 
der  trigonometrischen  Linien  für  positive  und  negative 
Winkel  in  allen  4  Quadranten.  -«  Länge  der  Kreisbo- 
gen für  einzelne  Grade.  —  Länge  der  Kreisbögen  für 
einzelneMinuten.  —  Länge  der  RrelsbOgen für  einzelne 
Secunden.  *^  Tafel  der  Quadrat*  und  Kubikwurzeln 
aller  Zahlen  von  1  bis  100.  -  Tafel  der  ersten  7Poten« 
zeti  üller  Zahlen  von  1  bis  100.  -^  Tafel  der  Quadrate 
alleir  Zahlen  von  1  bis  IDOO.  -«  Tafel  zu  barometrischen 
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HSheninesstiDgen  (dies  sind  die  Gaussischc/h  Tafeln  fflr  Wie- 
ner'Klaftern berechnet).  —  Erhebung  des  scheinbaren  über 
den  wahren  Horiiont.  —  Selrnentar<^l  für  den  Halbmes- 
ser söOO.  —  Geschwindigkeit  des  Schalls  bei  verschie^ 
dener  Temperatur  der  Luft.  —  Ausdehnung  einiger 
Korper  durch  die  Wärme  vom  Gefrier-  bis  zum  Sied- 
ponkte  des  Reaumnr-Thermom^ters  (Längenansdehnmig 
und  Volumenausdehnnnc).  '—  £xpan^<iv.kratt  des  Wasser- 
dampfs (in  Wiener  Alaass  und  Gewicht).  —  Vergleicfaung 
der  Längenmaasse.  -^  Vergleichung  rersehieftener  Mei- 
ienmaasse,  die  mittlere  Länge  eines  Erdgrades 
=  88588,3  Wiener  Klafter  gesetzt.  —  Verg-leichung  der 
Flächenmaasse  verschiedener  Orte.  —  Vergleicnung 
der  Handels-  und  MGnz-GewIchte  verschiedener  Orte. 

—  Spezifisches  Gewicht  (Dichte)  verschiedener  Kör- 
per. —  Auflösung  der  rechtwinkligen  ebenen  und  sphä- 
rischen Dreiecke  für  den  Halbmesser  1.  —  Auflösung 
der  schiefwinkligen  ebenen  Dreiecke  ffir  den  Halbmes- 
ser L  —  Auflösung  der  schiefwinkligen  sphärischen 
Dreiecke  mit  einem  Hülfswinkel;    der  Halbmesser  r^L 

—  Auflösung  der  schiefwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecke ohne  Bttifswinkel;  der  Halbroes^tey  =:!•  —  For- 
meln aus  der  analytischen  Trigonometrie  ffir  den  Halb- 
messer 1  (sehr  vollständig).  Einige  praktische  Formeln 
aus  der  Progressionslehre  (Formeln  zur  Zins-  «nd  Renten- 
rechnung, zum  Einschalten  u.  dergl.). 

Man  sieht  hieraus,  wie  vieles  Nützliche  in  diesen  Tafeln  anf 
dem  geringen  Räume  von  etwa  10  Bogen  bei  sehr  schöner  äusse- 
rer Ausstattung  derselben  geboten  wird,  nqd  wtissten  in  der  Tbat 
nkht,  was  dem  mathemaoBchen  und  physikalischen  Unterriehte 
und  dem  gewöhnlichen  praktischen  Gebrauche  noeh  xn  wünschen 
übrig  bleiben  sollte,  empfehlen  daher  anch  ^diese  Tafeln  allen 
Lehranstalten  und  Praktikern  recht  sehr.  Sollten  wir  iros  erlan* 
ben  dürfen,  dem  geehrten  Herrn  Verf.  und  der  Verlagsbandlang 
noch  einen  Rath  zu  geben,  so  würde  es  gewiss  der  s«  wünseben* 
den  möglichst  weiten  Verbreitung  dieser  Tafeln  sehr  förderlich 
sein,  weun  auch  schon  den  Exemplaren  der  jetzigen  dritten  Auf- 
lage be^  ihrer  Versendung  etwa  noch  ein  bafber  Bogen  beigelegt 
würde,  welcher  die  Tafel  Rir  das  Höhenmessen  mit  aem  Barome- 
ter, die  Tafel  ßir  die  Erhebung  des  scheinbaren  über  den  wahren 
Horizont,  die  Geschwindigkeit  des  Schalls,  die  Expansivkraft  des 
Wasserdampfs  nicht  für  wiener,  sondern  für  französisches  (metri- 
sches) Maass  berechnet  enthielte.  Bei  der  Vergleichung  der 
Längen*  und  Flächenmaasse  mag  immer  die  Wiener  Klafter  zam 
Grunde  gelegt  werden,  was  nach  unserer  Meinnng  der  aligemei- 
neren Einführung  der  Tafeln  kein  wesentliches  Hinderniss  ent^^- 
gen  setzt«  Aber  die  Beifügung  der  oben  genannten  kleinen  Tafeln 
für  französisches  Maass  scheint  uns  leicht  zu  bewerkstelligen  und 
nöthig  zu  sein,  wenn  diese  Tafeln  anch  ausserhalb  Oesterreieh 
sieh  den  allgemeinen  Eingang  verschaffen  sollen,  weichen  sie 
nach  unserer  Meinung  so  sehr  verdienen.  Liessen  steh  endlich 
den  folgenden  Ausgaben  auch  noch  die  in  vielen  Füllen  so  nttls- 
liehen  Gaussischen  Logarithmen  beifügen,  so  würde  den  Tafeln 
dadurch  noch  ein  besonderer  Vorzug  gesichert  werden.  • 
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Oeometrie. 


Erster  Cursiis  der  Planimetrie.  Ffir  GymuaBien, 
Ueal-  und  Biirgerscbulen,  so  wie  zum  Gebrauche  für 
Hauslehrer  und  beim  Selbstunterrichte  bearbeitet  von 
Dr.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.  Zweite,  verbesserte  und  durch  einen  AnbaDS 
vermehrte  Auflage.  Mit  zwei  Kupfertafelo.  Halle.  184/. 
a    10  Sgr. 

Das  baldige  Erscheinen  einer  zweiten  Auflage  dieses  empfeh- 
leoswerthen  Lehrbuchs  ist  der  beste  Beweis  für  dessen  Brauch- 
barkeit.^ Zu  durchgreifenderen  Umgestaltungen  hat  der  Herr  Vf. 
keine  Veranlassung  gefunden^  aber  in  einem  Anhange  eine  Reihe 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  als  Materialien  zur  Uebung  bei- 
gefügt. 

Die  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden  in  der 
Ebene.  Ein  Versuch  einei^  systematisch -elementari- 
schen Entwicklung  der  sogenannten  Planimetrie,  Go- 
niometrie und  Trigonometrie,  der  Anfangsgründe  der 
analytischen  Geometrie  u.s.  w.  von  RudoIrWolf.  Zweite 
vermehrte  Ausgabe.    Bern  u.  St.  Gallen.  1847.  8.  15  ggr. 

Die  erste  Ausgabe  dieser  sehr  zu  empfehlenden  Schrift,  ist 
iiri  Liter.  Ber.  Nr.  HL  S.  53.  angezeigt  worden ,  und  das  baldige 
Erscheinen  einer  zweiten  Ausgabe  derselbeir  hat  das  dort  Aber 
dieselbe  ausgesprochene  günstige  Urtheil  vollkommen  bestätigt; 
auch  scheint  dieselbe  daher  die  allgemeinere  Verbreitung  ^  weldie 
•wir  ihr  damals  wünschten,  gefunden  zu  haben.  Ihre  Anlage  ist 
mit  Recht  im  Ganzen  völlig  dieselbe  gebliebea,  und  auch  jetzt 
noeh  besteht  ihr  Hauptverdienst  nach  unserer  Ansicht  darin ,  dass 
.sie  die  Ergebnisse  und  Behandlungsweisen  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  auf  eine  sehr  verständige  Weise  tttr  die  Zwecke 
des  mathematischen  Elementar-Unterrichts  zn  benutzen  und  in  den- 
selben einzuführen  sucht,  dabei  aber  auch  den  analytischen  Metho- 
den,  sowohl  in  der  Geometrie  als  auch  in  der  Trigonometrie,  die- 
jenige Berücksichtigung  zu  Theil  werden  lässt,  welche  denselben 
in  jeder  Beziehung  so  sehr  gebührt,  namentiich  för  die  Schüler, 
welche  dereinst  auf  der  ^Bahn  der  Mathematik  weiter  fortzuschrei- 
ten oder  auch  deren  Anwendung  in  irgend  einem  praktischen  Fache 
sich  zuzuwenden  gedenken.  In  dieser  Beziehung  hat  der  Herr 
Vf.  mit  Recht  in  deV  zweiten  Ausgabe  noch  etwas  mehr  gethan 
als  in  der  ersten  und  namentlich  die  Trigonometrie  noch  weiter 
aüs^eßihrt,  auch  Einiges  über  die  Kegelschnitte  beigebracht,  und 
In  einem  dritten  Anhange  die  wichtigsten  Sätze  der  Raum-Geoiii^- 
trie  beigefügt^  so  dass  gewiss  jeder  Schüler,  welcher  sich  den 
.Inhalt  aieses  Büchleins  vollkommen  zu  eigen  gemacht  und  dabei 
nattientiich  auch   noch  in  der  Auflösung   recht    verschiedenartiger 

Seometrischer  und  trigonometrischer  Aufgaben  sich  vielfach  geübt 
at,   von  der  Schule  sowohl  einen  grossen  Schatz  geometrischer 
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Kenotnisse  für  das  Leben  überhaupt,  als  auch  eine  hinreichende 
Vorbereitung»  um  mit  Erfolg  sich  dem  Studium  der  höheren  Theile 
der  Mathematik  zuwenden  zu  kOnnen^  mitnehmen  wird;  Wir 
empfehlen  daher  auch  diese  zweite  .  Ausgabe  des  vorliegenden 
Bfichteins  angelegentlichst  zu  allgemeinerer  Berücksichtigung,  wie 
wir  di^  schon  bei  der  ersten  Auflage  gethan  haben. 

Ueber  die  Inhaltsberechnung  der  Korper  nach  einer 
einzigen  FormeK  Mit  besonderer  Rücksicht  au/  die 
Praxis  bearbeitet  von  W.  Llgowsky,  Feuerwerker  in 
der  7ten  Artillerie-Brigade.    Berlin.  1847.    8.    9  Sgr. 

Wegen  dieser  Schrift  verweisen  wir  auf  die  Einleitung  zu  der 
im  nächsten  Hefte  des  Archivs  (Tbl.  X.  Heft  3.  S.  260.)  abge- 
druckten Abhandlung  Nr.  XXVilL,  und  können  uns  hier  einer 
weitern  Besprechung  derselben  enthalten. 

Dissertatio  mathematica  de  quibusdam  curvarum 
affinitatibus.  Auetor  Johannes  Gerardus  Henricus 
Swellengrebel,  Rheno-Traiectinus.  Trajecti  ad  Rhe- 
num.  MDCCqXLVU.  4. 

Die  auf  den  holländischen  Universitäten  erscheinenden  Disser- 
tationen zeichnen  sich  vor  den^  namentlich  hin  und  wieder  auf 
manchen  deutschen  Universitäten  erscheinenden  Gelegen heitsschrif; 
ten  dieser  Art  durch  eine  bespndere  Sorgfalt  ^  mit  welcher  sie  ver- 
fasst  worden,  durch  ihre  Gründlichkeit  und  ihre  Ausdehnung,  die 
sie  öfters  zu  wirklichen  Büchern  anwachsen  lässt,  sehr  vortheil- 
baft  aus.  Zu  diesen  sehr  gründlichen  und  eine  grössere  Ausdeh- 
nung habenden  Dissertationen  gehört  auch  die  vorliegende  13 
Bogen  mit  4  Figurentafeln  starke  Schrift,  welche  jedenfalls  sehr 
verdient,  in  einem  weitern  Kreise,  als  bei  solchen  Schriften  ge- 
wöhnlich der  Fall  zu  sein  pflegt,  bekannt  zu  werden,  und  einen 
sehr  erfreulichen  Beweis  von  der  Gründlichkeit  der  Kenntnisse 
ihres  Vfs.  ablegt.  Der  Titel  der  Abhandlung  lässt  sehen  den 
Zweck  derselben  deutlich  erkennen,  indem  nätnlieh  der  Verfasser 
die  Curven,  welche  durch  gewisse  Gleichungen  analytisch  aus- 
drückbare Verwandtschaften  mit  einander  haben,  einer  genaueren 
Untersuchung  unterwirft,  und  also  die  Lehre  von  den  geometri- 
schen Verwandtschaften,  welche  bekanntlich  in  neuerer  Zeit  vor- 
zugsweise bei  geradlinigen  Systemen  betrachtet  worden  sind,  auch 
an?  Curven  überträgt.  TJm  den  Zweck  des  Vfs.  möglichst  deutlich 
mit  dessen  eigenen  Worten  den  Lesern  des  Archivs  vor  Augen  zu 
legen,  wollen  wir  ausser  dem  Inhaltsverzeichnisse  auch  noch  die 
Einleitung  hier  vollständig  mittheilen,  woraus  zugleich  auch  erhel- 
len wird>  dass  der  Vf.  den  Arbeiten  deutscher  Mathematiker  be- 
sondere Aufmerksamkeit  gewidmet  hat 

Ordinis    conspectus. 

lotroitns.  —  Caput  L  De  affinitate  a:j:'  =  l,  jfy'^h  —  Ca- 
put D.    De  afBnitate  x=x',  yy'inl,  —  Caput  IIL    De  affinitate 

ip^ip',   rr'  =  L   --  Caput  rV.    De  affinitate  (^~)(^)=1, 
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Introitus.  , 

Lioeae  alipujus  HCG  *)  formam  si  aoalytica  formula  indicare 
velimos,  ootum  est,  Ita.hoc  pptissimum  fieri  8olere,  utrectasdaas 
fizas  fiiigaimis  XX'  et  YY\  quas  eQwrdinatamm  axes  dkiBuia, 
distantias  autem  CD  et  CEj  quibus  tigucae  propositae  puDctum 
quodlibet  C  ab  axibus  hi^ce  distet,  punr.ti  illius  C  abtctssam  et 
ordhiatam  sive  cjufsdem  coordinntas  vocemos.  Aeqnatio  jam  ai 
proponitur  aliqua'/(:r,^)  =  Ü»  mutua  predit  Goordinatarum  relatio, 
n.  e.  seriea  prodit  punctorum ,  quibas  linea  ^roposita  GCH  con- 
etet.  Coordinatarum  vero  notio^  —  at  moiiuit  mter  alios  Drn Ic- 
ke nmfi  Her,  ilie  VebertragungspTmcipien  der  anaUftischen  Gea- 
metrie  pag.  i  ,  --*  latius  spectat :  Variabtihi  enim  si  hngaraus  qnaa- 
libet  quatita  u  et  f>  —  sire  sint  lineae  sive  anguli  sive  numeii  —- 
quaecumaue  inter  variabilia  ista  proponitar  ae<|uatio  f(u,v):=:0 
siye  v  =  F(u)9  si  alteri  coordinatae  u  cunctos  deinceps  tribuamus 
valores  a,  a  »  a",  etc.,  seriem  quamdani  profert  rerum  recte  defi- 
nitarum 

M  =  a    t?  =  F(a) 

u=a'  v^F{a') 

Ens,  Dmckeiimfillero  praeeante  II.  pag. 4,  elemenia  vocemos. 
ementum  istiusmodi  si  panctum  lineainve  altamve  quamdani  in- 
dicat  rem  geometricam,  elementomm  ista  series  sive  aequatio  pro- 
posita  f(u,v)=0  lineara  quamdam  indicare  soiet:  cujus  rei  apud 
Druckenmüllerum  II.  et  apud  Plückerum  **)  ^xempla  occur- 
runt  bene  multa.  Duo  jam  eligamus  istiusmodi  elementorum  genera : 
tt  et  V ,  fi'  et  o' :  eandemque  functionera  f  primum  borum ,  deinde 
illorum  routuam  relationem  indicare  statuamus:  duae  ita  prodibunt 
iineae  f(ü,v)=^0  et  f(u' ,v')  =  0,  quae,   si   elementa  u'  et  v'  ex 


invicem  afBnitat^  quadam  conjunctae.  Ex  innumeris  istis  coordi- 
natarum mutuis  relatiooibus  simplicissimam  eligamus  bancce,  qua 
constans  sit  analogarum  coordinatarum  productum:  figurarum  ori- 
tur  ita  afflnitas,  quam  aequationes  repraesentant  ti»'= J^,  w'=B*, 
aliave  earumdem  affin! tas,  aequationibus  u=:u' ,  vv'  =  jEP  indicata. 
Quarum  afiinitatum  posterior,  si  ponanius  B=l  coordinatasqne  u 
et  V  orthogonales  esse  h.  e.  u  anscissara  x,  v  cobtra ,  applicatam 
y  denotare  statuimus,  eadera  illa  est  relatio  cT=x',  w  —  1,  de 
qua  cl.  Verdam  egit  in  Commentariis  Institut  Belgici  vol.  Xfl. 
pag.  67  —  93.  Sin  alium  statuamus  coordinatarum  u  et  f>  signlfica- 
tum,  relatio  proposita  u=:u',  w'=:ß*  aliam  denotat  figurarnm  affi- 
nitatem  ,  ab  aflinitate  modo  inemorata  je=^x't  pg'scl  plane  diversa, 
quod  ad  mutuam  analogarum  asymptotarum  relationem  vel  quod 
ad  reliquas   attinet  geometricas  analogarum  fignrarum  qnalitates. 


*)  Die  Figur  wird  sich  Jeder  leicht  selbst  zcichDcn   können. 
*')  Anai ff  tische  Enlwichelungen,  System  der  anaiutiscJUn^eometrti, 
tt  alibi. 
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At  vel  sie  tarnen  fonnolae  analyficae  /'(ti>o,^,....»'>  r'  >^***') 

=0,/(fi,fj,  ^, ^'»^'*jizi**")^0,  etc.  quae  coordinatanun  rela- 

tiont  Mppoftita  hspuS  vt'-^^B^  e  iigvriuriini  affioitate  ap^siic', 
yy'^  jS'  cMquebaotut«  ialactae  in  nova  aflinital»  pennaiient,  »ed 
ttt  eaci  alio^  sensu  interpretemur  requiruni  GenefAies  igitur  figura- 
nmaffinttatespropositaB  «^  tut'^Ä^,  w'^^ß^  et  iissif'*  va's^ß^ 
-^  fli  in  noa  aliqna  ooordiDaiaram  tt  et  v  defiiiitione  consideraveri- 
UHU,  dnplieeni  triplicemque  hinc  fnictmn  haucivi  Ucebit  t«  agf^ndi 
ratione,  quam  commendat  Pliickeraa,  Stfitem  der  unglffiisohm 
Geometrie^  pag.  48.:  »,«...  «o  kännenwir  auch  den  Syn^okn 
irgend  einer  vertteaenden  anafytiseken  Beweüfiihruna  vetMcAie^ 
dene  Coardtnaten-oedeuUmg  beUegen,  t$nd  erhalten  akdann  eben, 
§o  viele  geometri$cke  Säize^** 

De  priore  igitur  Tideamus  e  generalibns  afBnitatibus  proposi^ 
tis,  h.  e,  de  affinitate»  quam  aeqnationes  indicant  t£it'=:il*,  r»'=B*. 
Qunm  antero»  generalis  nujus  aflinitatis  qualitates  quid  significent, 
Sit  ita  maxime  perspicuura,  si  t<  et  o  orthogonales  desi^nent  sive 
vulgares  coordinatas>  affinltateni  nostrani  ea  bypothesi  interprete- 
inur,  ut  u  abscissam  x,  v  contra  applicatam  g  denotet. 

Dies  wird  gewiss  hinreichend  sein ,  um  die  Leser  des  Archivs 
sowohl  von  dem  Zwecice  dieser  Schrift  in  der  Kärase  mit  moglicb^ 
ster  Deutiichkeit  zu  unterrichten,  als  auch,  wie  wir  wünschen, 
zur  verdienten  Beachtung  ilerseiboü  zu  veranlassen. 


Praktisclie  Cteomelrie. 


Vor«ehale  der  praktischen  Geometrie.  Bearbeitet 
von  De  jph«-  Heinrich  von  Bflnau,  Lehrsr  der  Mathemit* 
tik  an  der  Königlichen  Gewerb-  and  Bau-gewerken- 
8ehule  an  Chemnitz.  Mit  SO  Kupfertafeln.  Leipsig* 
1847.    8.    1  Thir.  16  Sgr. 

Eipe  recht  deutliche,  ganz  elementare,  nur  die  einfachsten 
Kenntnisse  der  ebenen  Geometrie  und  Trigonomntrie  und  elemen- 
taren Algebra  voraussetzende  Anleitung  zur  gewöhnlichen  Feld- 
messkunst, die  Real-.  .Bürger-  und  Uewerbschulen  mit  Recht 
zur  Beachtung  empfohlen  werden  darf. 


Bleclianlk. 


Lieonhard  Euler's  Mechanik  oder  analytische  Dar- 
stellung der  Wissenschaft  von. der  Bewegung,  mit  An- 
merkungen und  Erläuterungen  herausgegeben  von  Dr. 
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J.  Ph.  Wolf«rs  (astronomischeo  Rechner  an  der  Koniel. 
Sternwarte  zu  Berlin).  Pikier  ThelL  Greifswäld.  t84S. 
8.    2  Thir.  15  Sgr.  . 

Euler 's  Werke  sind  samnitlich  klassisch,  und  kein  Mäilie- 
matiker  darf  dieselben  auch  letzt  noch  ungelesen  lassen«  MeOri- 
slnale  sind  entweder  gar  nicht  mehr  oder  nur  schtrer  abf  dem 
Wege  des  Buchhandels  zu  Inffliehen,  weshalb  auch;  so  Viel  'Hir 
wissen,  die  P^fersburger  Akademie  der  Wissenschaften  eine' neue 
Ausgabe  der  sftmmtlicben  Werke  dieses  gfrossen  Mathematikers 
"VH^f bereitet ;  ausserdem  sind  dieselben  sämnitlich  lateinisch  y^t- 
(ä&it\  und  da'her  namentlich  f6r  manchen  eine  mehr  praktisf he- 
Richtung  verfolgenden  MathematHcer ,  oder  überhaupt  ffir  des  La- 
teintschen  unkundige  Techniker,  nicht  lesbar.  Deshalb  sind  gute 
Oebersetznn^en  derselben  jedenfalls  sehr  wfinschenswerth ,  ja, 
man  kann  mit  Recht  sagen,  ein  wahres  Bediirfniss  auf  dem  Felde 
der  mathematischen  Literatur,  wob^i  man  nur  die  in  jeder  Bezie- 
hung grosse  Wichtigkeit  aller  dieser  Werke  nicht  aus  den  Augen 
lass.en  darf.  Die  rein  analytischen  Werke,  namentlich  die  9,In- 
troductio  in  Analysin  infinitorum'S  die  ^»Institutiones 
caiculi  differentialis^'  und  die  „Institutiones  calcüli 
integralis''  sind  bekannter  als  die  übrigen  Werke,  und  schon 
mehriach ,  namentlich  von  M  i  cb  e  I  s  e  n  und  S  a  I  o  m  o  n ,  .  in*s 
Deutsche  ühersetzt.  Die  d^r  Mechanik  und  DIoptrik  gewidmeten 
Werke  sind  weniger  bekannt  als  die  rein  analytischen  Werte  und 
in's  Deutsche  noch  nicht  dbertrai>^en  worden.  Eine  vollständige 
Uebersetzung  der  Dioptrik  wffrden  wir  aus  mehreren  Gründen, 
deren  Entwickelung  nicht  hierher  gebort,  widerrathen;  übrigens 
aber  hat  ia  schon  Klug el  bekanntlich  in  seiner  Analytischen 
Dioptrik  eine  Art  Auszug  aus  diesem  drei  Quartbände  starken 
Werlce  geliefert,  und  dadurch  für  diejenigen,  welche  den  damali- 
gen  Zustand  der  Dioptrik  kennen  lernen  wollen,  vollständig  und 
nach  unserer  Ueberzeugung   auf  eine   sehr   zweckmässige  Weise 

fesorgt.  Es  sind  also  eigentlich  unter  den  grosseren  \^erkennur 
ie  „Methodus  inveniendi  lineas  cürvas  mtti^frmi  mini- 
mive  proprietategaudentes*'  und  die  der  Mechanik  gewid- 
meten Werke  noch  nicht  übersetzt  *).-  Die  In  der  ersterlen  ochrift 
niedergelegten  •  Resultate  erhält  man  jetzt  bekanntlich  leichter 
durch  die  allgemeinen  Methoden  der  Variationsrechnung,  und  es 
früge  sich  oaher,  ob  eine  Uebersetzung  dieser  Schrift,  ftir-so 
schön  wir  dieselbe  auch  nach  unserer  vollkomrae,nsten  Ueberzeu* 
gung  halten,  jetzt  noch  zeitgemäss  sein  mochte,  wenn  rtlan  nicht 
etwa  eine  voUständige  Uebersetzung  aller  Euler'schen  Werke  lie- 
fern wollte.  Dageiren  haben  wir  eine  Uebersetzung  der  die  Mecha- 
nik betreffenden  Werke  immer  ftlr  sehr  wünschenswerth  gehalten, 
und  zwar  aus  folgenden  Gründen.  Man  kann  nicht  leugnen  r  dass 
gerade  die  Mechanik  derjenige  Theil  der  mathematischen  Wis- 
senschaften ist,  dessen  Gestalt  sich  seit  Euler's  Zeiten  am  mei- 

*)  Einvelne  die  Mechanik  fluMigcr  Körper  betreffende  Abhandlnngen 
Eulerc  hat  früher  Brandes  übersetzt,  unter  dem  Titel:  Eulers 
Gesetse  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  flüssiger 
Körper,  übersetzt  mit  Zusätzen  von  Brandes.  LeSpz1|^.  1806., 
welches  Werk  aber  nicht  in  die  Kategorie  der  grossem  Euler'sohen 
Werke   gehört. 
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sten  vertiiiAMrt  hat,  und  Ealer'fe  Mechanik  wird  diireh  die  Darstel- 
lung di^aer  Wisaenacfiaft  in  den  Werken  de^  neueren  >  nänientikh 
franzoBiachen  Mathematiker,  wob  irahrhaft  philosophiscfhe  DarateU 
long,  Erstretrang  der  höhnten  Allgemeinheit  in  den  Gnindgeaetzen 
und  der  daraus  srezogenen'Folgerungea,  was  endlieh  auch  die 
S^tematik  und  die  vuitte  rein  analytische^  sich  von  Jeder  durch 
Figuren  gewährten  An^hauung  frei  machende  Darsteming  betrifft, 
ganz  unzweifelhaft  weit  fiberraget.  Aber  eben  diese  grosse  Allj^ 
ffemeinheit  erschwert  das  Studium  der  Mechanik  för  denjenigen, 
der  sich  zuerst  demselben  zuwendet,  sehr,  und  zwar  um  so  mehr, 
weil  diese  über  unser  Lob  erhabenen  neueren  Werke  es  >vef*en 
der  grossen  Allgemeinheit»  die  sie  zu  eratreben  suchen,  metstens 
, verschmähen,  dem  Leser  durch  Figuren  und  einen  Reich thum 
von  einzelnen  Beispielen  und  Aufgaben  zu  Hülfe  zu  kommen. 
Ganz  das  Gegentheil  hiervon  finden  wir  in  den  Enier'echen,  der 
Mechanik  gewidmeten  Werken.  Erstens  im  Allgemeinen  eine 
DarsteÜung^  nach  Euklidischer  Methode,  welche  ohne  alle  Wider- 
rede namentiieh  dem  Anfanger  das  Verstilndniss  sehr  erieichtert? 
ferner  eine  nach  unserer  iJeberzeugung  gerade  hauptsächlich  inr 
diesen  Euler' sehen  Werken  äusserst  schone  Verbindung  der  geo- 
metrischen und  analytischen  Methode,  welche  Alles  zur  vollkom- 
mensten Anschaulichkeit  zu  bringen  sucht,  eine  Methode,  durch 
die  bekanntlich  auch  ^neuerlich  Miss  SoifimervÜle  in  ihrer  sehr 
schonen  Mechanle  ef  Heavens  die  M^canique  Celeste  we- 
niger mit  den  rein  analytischen  Methoden  vertrauten  Lesern  näher 
zu  bringen  gesucht  hat;  und  eiidlicb  ein  überaus  grosser  Reich- 
thum  höchst  Instructiver.  Beispiele  und  mechanischer'  Aufjotaben, 
wie  man  ihn,  so  weit  wenigstens  unsere  Kenntniss  der  betreffen- 
den Literatur  reic)it.j;  in  keinem  andern  derartigen  Werkf»  findet: 
dies  sind  die  Ei<^enscharten,  welche  auch  gegenwärtig  noch  das 
Studium  der  Euler'schen,  die  Mechanik  betreffenden  Werke  höchst 
lehrreich  machen ,  und  durch  dasselbe  nach  unserer  Ueberzeugung 
die  beste  Vorbereitung  gewähren,  um  dann  das  Studium  der  neue- 
ren rein  analytischen  Werke  ungehindert  verfolgen  zu  können. 
Ausserdem  wird  aber  eben  wegen  der  jetzt  hervorgehobenen  Ei- 
genschaften  das  Studium  der  Euler'schen  Werke  Praktikern  sehr 
zu  empfehlen  äein ;  denn  wenn  dieselben  freilich  auch  aus  diesen 
Werken,  was  auch  deren  Zweck  nieht  ist  und  sein  soll,  keines- 
wegs lernen,  eine  Maschine  zu  berechnen,  s6  wird  doch  ihnen 
in  denselben  die  beste  Vorschule  (lir  weitere  specieller  auf  ihr 
eigentliches  Fach  gerichtete  Studien  jedenfalls  dargeboten.  Dies 
sind  die  Grunde,  wegen  wekher  wir  das  Erscheinen  dieser  Deber- 
setzuUg  freudigst  begriisst  haben. 

Was  .die  Uebersetzgng  sejbst  ^trifft,.so  sieht  man  es  ihr 
auf  den  ersten  Blick  an ,  dass  sie  nicht .  aus  einer  jener  Ueber- 
i^etzunesfabfiken ,  die  jetzt  oft  ^aii:z  unnutze  Ueberdetztingen  mathe- 
ifhatiscber  Schriften  dutzendweise  zu  Tage  fordern,  hervorgegan- 
gen, sotrdern  das  Resultat  einer  langen,  eifrigen  und  hingebenden 
Beschäftigung  mit  dem  Euler'schen  vVerkeJst,  wofilr  namentlich 
auch  die  Hast  fünf  Bogen  fallenden  Anmerkungen  und  Erläuterun- 
gen und  das  sehr  sorgftiltig  und  vollständig  ausgearbdtete  Inhalts- 
verzeichniss  nach  den  einzelnen  Auigaben  utid  Sätzen  fiberhaupt^ 
welches  im  Originale,  ganz  fehlt«  zum  Beweise  dienen.    Fehler  im 
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Originale  9  falsche  BeveldmttDff  der  «Paragraphen  In  demkeHieo  sind 
HberalK,  wo  sie  «ich  landen,  verbeesert  worden,  wober  ea  auch  kommt, 
dass  die  Nummern  der  Paragraphen  in  der  Ueberaetzanf^  mit  denea 
im  eraten  Theile  des  Originals,  welchem  dec  erste  Theii  der  Ueber- 
aetzuns  sonst  ganz  entspjricht,  nicht  vöUig  übereinstimmen.  Die 
Anmerkungen  und  Erläuterungen  des  Herrn  Uebersetzera  sind  mit 
Recht  von  der  Ueberaetüng  selbst  ^uiz  g^acfaieden ,  auch  iiicht 
unter  den  Text  gesetzt,  sondern  in  einem  Anhange  heigeiugt  wor- 
den, so  dass  wir  also  hier,  wie  ea  schon  die  Achtung  vor  einem 
Manne  wie  £u|er  gebot,  bis  auf  die  Sprache  ganz  den  wahren 
Euler  vor  uns  haben,  und  die  äassere  Ausstattung,^  röcksicht- 
Uch  des  Pa[>iers,  des  Drncka  und  der  Figorentafeln,  ist  in  jeder 
Beziehung  eine  würdige  au  nennen;  auch  ist  der  Preis  im  Ver- 
hältniss  zu  dieser  Äusseren  Ausstattung  und  der  Stärke  von  3l^U 
Dnickbogen  und  vier  Fkturentafeln  ni^rig  gestellt.  Daher  zwei- 
feln wir  nicht,  dass  jeder  theoretische  Hatnematiker  oder  Prak- 
tiker, welcher  das  Original  der  Enter'schen  Mechanik  noch  nicht 
besitzt,  oder  den  die  l^prache,  in  welcher  dasselbe  nrsprangtteh 
verfasat  ist,  hindert,  sich  den  ans  dem  Studium  eines  jeden 
Werkes 'dieses  grossen  Mathematikers  hervorgehenden  Gefiusa  xn 
verschaffen«  aicn  in  den  Besitz  dieser  in  jeder  Beziehung  empfeh* 
lenswerthen  Uebersetzung  setzen  wird,  und  ecldieiiecn  mit  dem 
Wunsche,  daaa  der  Herr  Uebersetete  das  mathematische  Publi- 
kum nicht  zu  lange  auf  i\0  Fdrtsetaung  warten  lassen  mOge, 

Studien  der  Mechanik  und  Physik  von  Hermann 
V.  Kauffmann.  Erste«  Heft  Die  Statik  der  Linie.  Ko- 
penhagen. 1846.    4.    12  Sgr. 

Nach  einer  In  der  Versammhmg  deutscher  Naturforscher  zu 
Kiel  iih  Jahre  1840  gehaltenen  Voriesnng  als  V^orrede  enthjilt 
diese  Schrift  eine:  „Die  Statik  der  krummen  Linie''  fdber- 
schriebene  analytische  Abhandlung,  welche  bei  der  Versammlung 
deutscher  Naturforscher  zu  Nürnoerg  Im  Jahre  1845  vorgetragen 
worden  ist. 


Praktische  IfecliaiiilL« 


Bewegung  der  Wagenzfige  auf  atmosphärischen 
Eisenbahnen  nach  den  6-rundsätzen  der  Mechanik  beur- 
theilt  von  J.  W.  v.  Deschwanden,  Lehrer  an  der  Can- 
tonsschule  zu  Zarich.    ZA  rieb.  1846.    8.    %y4,  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  legt  in  dieser  Schrift  eine  gute  Kenntniaa  der 
theoretischen  und  praktischen  Mechanik  an  oen  Tag>  und  wir 
glauben  daher  dieselbe  sojchen  Mechanikern,  welche  vor  einem 
^russ^ren.  bei  dergleichen  Untersuchungen  aber,  wenn  aie  mit 
GrüDdlicbkelt  angestaut  werden  sollen,  natürlich  nicht  zu  umgehen- 
den Formeiareichthume  nicht  erschrecken,  aus  Ueberzeugung  zur 
Beachfaag  empfehlen  zu  dürfen. 
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Astronomie* 


I^tudes  d'Astrononiie  stellaire.  Sur  la  voie  Uctee  et 
sur  la  distance  des  etoiles  fixes.  Kapport  fait  a  son 
Excellence  M.  le  Corute  Ouvaroff»  Miihistre  de  rinstruc- 


tioii  publique  et  President  de  l'Acadeniie  Imii^rialet 
des  sciences,  par  F.  G.  W.  Struve,  Directeur  de  lobser- 
vatoire  central  de  Russie  et   Maiabre    d«   i'Acadeiuie. 


St.-P^tersbourfj.    1847.    (Für  d.ie  astronomischen  Nach- 
richten besonders  abgedruckt.) 

Von  grositeiVi  allgemeinen  Interesse  Ist  besonders  der  histo- 
rische Theil  dieser  Schrift,  welcher  sich  über  die  Untersuchungei) 
und  Ansichten  über  den  Fixstern bimmel  von  Copernibus,  Gali^ 
lei,  Keppler,  Hoyghens,  Kant,  Lambert,  Michc^ll,  H^r* 
schel  und  anderer  Astronomen  bis  auf  die  neu(^ste  Zeit  in  eirtek: 
sehr  ansprecheuden  und  grnndlich  unterrichtenden  Darstellung  ver- 
breitet. Der  Qbri^cf  Theil  belrifft  die  eigenen  Untersuchungen  und  Be- 
obachtungen des  berühmten  Direclors  derPoulkoTaer  Sternnarte  über 
denselben  Gegenstand.  Ueber  die  vermeintliche  und  gleich  bei  ihrer 
Bekanntmachung  vielfach  bezweifelte  Entdeckung  einer  Centralsooae, 
von  der  bekanntiich  namentlich  in  populären  astronomischen  Schrif- 
ten und  belletristischen  Blättern  viel  Redens  gemacht,  und  dadurch 
das  nicht  urtheitsfähige  Publtkuin  vielfach  irre  geführt  worden  ist,  äus- 
sert sich  Herr  v.  Struve  p.  47.  auf  folgende  Art:  »,M. Maedlerde 
Dorpat  a  envisag<^,  depuis,  le  mouvement  propre  des  etoiles  sous 
un  point  de  vue  oppos<^.  11  crolt  yae  les  PleTades  forment  le 
groupe  central  dti  Systeme  de  la  voie  iactee,  et  que  la  plus  bril- 
bnte  ätoile  de  ce  groupe,  Alcyone,  peut  ^tre  regardee  comme 
soleil  central  de  la  voie  lact<$e,  autour  duquel  totttes  les  ätoiles 
se  meuveqt  avec  une  vitesse  moyenne  angulaire  Identicjue,  quelle 
que  soit  la  distance  lini^aire  au  corps  central,  et  rinclinalson  de 
forbite.  Une  hypothese  analogue  a  416  önonc^e  par  Sir  J.  H er- 
sehe! en  18*13,  com^e  celle  qui  rend  possible  la  stafoiljt^  du  Sy- 
steme d'un  amas  globniaire,  dans  lequel  un  trös  grand  nombre 
d'<^toiles,  de  m^me  grandeur*et  uniformi^ment  espac^es,  se  trou- 
veot  r^unies.  En  reconoaissant  la  hardlesse  de  l^ipplication  de 
cette  hypothese  au  Systeme  de  la  voie  Iactee  enti^re,  je  crois 
<|u'elle  est  beaucoup  trop  hasard^e  ponr  l'^tat  achtel  de  la  scfience, 
et  qu  eile  est  exposee  ä  des  objections  ti^s  graves,  sort  th^ortques;, 
soit  du  eot^  des  phenom^nes  c^Iestes»^ 

Sonnens^rstem.  Bewegungen  und  Bahnen  der  Ge- 
stirne nach  einer  neuen  Auffassung.  Von  Hermann  Mil' 
berg.    ßeriin.  1847.    8. 

Wir  bekennen  gern,  dass  der  Iniialt  dieser  Schrift  entweder 
über  oder  unter  unserm  Horizonte  ist« 

Abhandlung  über  die  leichteste  und  bequemste  Me- 
thode, die  Bahn  eines  Cometen  zu  berechnen,  von  Dp. 
Wilbf^lm  OlbQifL    Mil  Berlehtigang  udkI  Gtwelterupg 
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der  Tafel  und  Fortsetzanf^  des  Cometen-Verzetcbnis- 
868  bis  zum  Jabre  1847,  von  Neuem  herausgegebeti  von 
J.  F.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternivarte.  Hit 
dem  Bildni8s  von  Olbers  und  einer  Figurentafel.  Wei- 
mar. 1847.    8,  .2Rthlr. 

Ein  neuer  Abdruck  der  bekannten  classischen  Abhandlung  von 
0lbeT8  über  die  Berechnung  der  Cometenbahnen  aus  drei  Beob- 
achtungen  in  H-ürdigster  äusserer  Ausstattung ,  mit  dem  wohlge- 
troffcnen  Bildniss  von  Olbers.  Die  sehr  bedeutenden  Zusätze, 
welche  diese  neue  Ausgabe  der  jedem  Astronomen  rullig  unent- 
behrlichen Olbers'schen  Abhandlung »  durch  deren  Besorgung  der 
Herr  Herausgeber  sich  ein  grosses  Verdienst  erworben  hat,  eri 
halten  hat,  smd'auf  dem  Titel  angegeben.  Die  Barker'sche  Conie- 
tentafel  für   die  parabolische  viahre    und  mittlere  Bewegung  hat 

E[err  Stud.  Luther  von  Neuem  berechnet,  und  die  Couietentafel 
at  Herr  Dr.  Galle  zusammengestellt  und  bis  zum  Jahre  1847 
fortgeführt.  Verschiedene  von  Olbers  selbst  henubrende  Zu- 
sätze zu  seiner  Abhandlung  sind  nebst  noch  einigen  anderen  Ta- 
feln, einer  Erläuterung  der  Berechnung  und  des  Gebrauchs  der 
Tafeln,  und  einer  summarischen  (JebersiCht  der  beauemi^teo  For- 
meln zur  Berechnung  einer  Cometenbahn  ebenfalls  beigefügt,  so 
ia&ti  diese  neue  Ausgabe  der  Olbersschen  Abhandlung  in  der 
That  als  ein  vollständiges  Repertorium  alles  dessen  zu  betrachten 
ist,  fvas  einem  Berechner  von  Cometenbahnen  in  theoretischer 
und  praktischer  Rücksicht  zu  wissen  nuthig  ist  und  zur  Hand  jsein 
muss,  wenn  dieses  Geschäft  mit  günstigem  Erfole  ausgeführt  wer- 
den soll.  Endlich  hat  der  Herr  Herausgeber  aurch  die  in  der 
Vorrede  zur  neuen  Ausgabe  zugleich  gegebene  im  höchsten  Grade 
ansprechende  Schilderung  der  Per^unüchkeit  Olberss  und  durch 
das  von  Herrn  d 'Arrest  zusammengetragene  vollständige  Ver- 
zeichniss  der  Schriften  dieses  grossen  Astronomen  sjllen  ftlathe- 
matikem  und  Astrenomen  ein  sehr  angenehmes  Geschenk  gemacht, 
und  wir  zweifeln  daher  nicht,  dass  sich  gewiss  ein  Jeder,  wer 
an  diesen  Studien  irgend  Interesse  nimmt,  sogleich  in  den  Be.'iitz 
dieser  vortrefflichen  Schrift  setzen  wird.  Wie  viele  Vermehrungen 
die  neue  Ausgabe  gegen  die  ältere  erbalten  hat,  lassen  schon  die 
Seitenzahlen  erkennen,  indem  die  ältere  Ausgabe  ausser  der  Vor- 
rede 80,  die  neue  dagegen,  ebenfalls  ausser  der  XXX VI  Seiten 
starken  Vorrede,  251  Seiten  uinfasst 

.  Verzeichniss  aller  bis  zum  J&hre  1847  berechneten 
Itometenbahnen.  Entworfen  von  G*  A.  Jahn,  Dr.  Phil., 
Director  der  astronomischen  Gesellschaft  zu  Leipzig 
u.  s.  w%    Leipzig.  1847.    Queer  Fol.    1  Rthlr.   15  Sgr. 

Dieses  Verzeichniss  scheint  uns  durch  das  Erscheinen  der 
Torher  angezeis^ten  neuen  Ausgabe  der  Abhandlung  von  Olbers 
über  die  Berecnnung  der  Cometenbahnen  ganz  entbehrlich  gemacht 
worden  zu  sein,  um  so  mehr,  da  die*  vorliegenden  Paar  Bogen 
1  Rthlr.  15  Sgr.  kosten,  jene  treffliche  Schrift  dagegen  mit  ihrem 
reichen  Inhalte  für  nur  2  Kthlr.  zu  erhalten  ist. 

Die  Erde  in  ihrem  VerhSitniss  zum  Sonnensystem 
wild  als  planetari^ches  Individunm,  oder  Versuch  einer 
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a»troiiomi8€h«n  nnd  pfiysikali sehen  Geographie.  Nacb 
den  besten  Hilfsquellen  zum  Selbstunterndite  bear« 
beitet  TOD  Dr.  J.  Meyer.    Zfirieh.  1847.    8.    3  Rthlr.3Sgr. 

Ein  sich  recht  gut  lesendes,  ^  übrigens  ganz  populäres  Buch, 
dessen  freilich  etwas  hoher  Preis  seiner  Weiteren  Verbreitung 
wahrscheinlich  einigermassen  hinderlich  sein  wird. 

Das  Dipleidoscop«  Seine  Theorie»  Einrichtang  und 
Anwendung«  von  Dr.  Franz  Heinen,  Realschul-Direkr 
tor.    Dfisseldorf.  1847.    8.    10  Sgr.       n 

Diese  kleine  Schrift  enthält  eine  sehr  deutliche  Beschreibung 
und  ganz  elementar,  hauptsächlich  bloss  mit  Hülfe  elementar-getf- 
metrischer  Sätze  und,  Betrachtungen  durchgeführte  Theorie  des 
DIpleidoscops ,  und  ist  allen  denen,  welche  sich  mit  diesem  schö- 
nen kleinen  Instrumente  näher  bekannt  machen  wollen,  sehr  zu 
empfehlen.  Nur  wo  es  unerlässfich  n5thig  war,  hat  sich  der  Herr 
Yf.  aucb  trigonometrischer  Betrachtungen  bedient,  und  aiir  Ende 
noch  einen  analytischen  Beweis  fdr  den  Satz  beigefügt»  dass  die 
Deckung  erfolgt,  wenn  eine  durch  den  Strahl  einer  Kante  des 
Prismas  parallel  geleste  Ebene  mit  dem  Vorderglase'  einen  Win- 
kel  bildet,  welcher  dem  Winkel  des  Prismas  gleich  ist,  wobcS 
jedoch  der  Einfachheit  wegen  angenommen  worden  ist,  dass  das 
Prisma  rechtwinklig,  übrigens  aber  beliebig  sei.  Die  Einfachheit 
der  geometrischen  Betrachtung  In  dieser  Schrift  ist  Torzüglich  be- 
dingt worden  durch  einen  verallgemeinerten  Ausdruck  der  Grund«- 
fesetze  der  Zurückwerfung  und  Brechung  des  Lichts,  welcher  mit 
en  eignen  Worten  des  Herrn  Vfs.  so  lautet:  >,Der  Neigungs- 
winkel des  zurückgeworfenen  Strahles  gegen  eine  beliebige, 
durch  das  Einfallsloth  gelegte  Ebene  ist  stets  dem  Neigungswin- 
kel des  einfallenden  Strahles  gegen  dieselbe  Ebene  gleich;  nnd 
der  Sinus  des  NeigunsswinkeTs  des  gebrochenen  Strahls  geg^n 
eine  beliebige,-  uurcn  das  Einfallsloth  gelegte  Ebene  hat  zum 
Sinus  des  Neigungswinkels  des  aufTallenclen  Strahles  gegen  die- 
selbe Ebene  stets  ein  unveränderliches  Verhältnlss.*'  Beide  Sätze 
sind  leicht  zu  beweisen  und  verdienen  In  dieser  verallgemeinerten 
Form  häufiger  bei  optischen  Untersuchungen  in  Anwendung  gebracht 
zu  werden.  Wir  erlauben  uns  nochmals  die  Aufmerksanikeit  aller 
derer,  welche  sich  mit  dem  Dipleidoscop  näher  bekannt  machen 
und  dasselbe  selbst  zu  S^eitbestimmungen  anwenden  wollen«  auf 
diese  kleine  Schrift  aufmerksam  zu  machen. 


Physik. 


Naturphilosophie  von  Dr.  Carl  Ludolf  Menzzer.  Er- 
ster Band.  Allgemeine  Einleitung  in  die  Naturphilo- 
sonhie  und  Theorie  der  Schwere.  Halberstadt.  1S47.  8. 
l  Rlhlr. 

Mathematiker  und  mathematische  Naturforscher  werden  sieh 
wahrscheinlich  nicht  die  Mühe  nehmen »  dieses  Buch  anfinefbMm 
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zu  l^sevj    ViellMcbt  nacht  der  Herr  TL »  wnm  wir  ihn  von  Her- 
zeo  wfilMclien,  bei  den  Philosophen  mehr  GMck. 


Recherchea  sur  les  ^toiles  filantes  par  Mr.  Conlvier-. 
Gravier  et  Saigey.    Introduction  hiatoriqae*    A  Paris  et 
a  Alger.  1847.    8.    1  Rthlr.  20  Sgr. 

Wir  lernen  aus  diesem  Buche,  dessen  Vf.  Herr  Saigey  ist, 
saerst  «nen  Mann,  Herrn  Contrier-Gravier  von  Reims»  der 
«ich  aber  seit  dem  November  1843  zn  Parb  aofhäit«  kennen^  wel* 
eher  mit  der  grössten  Reharrlichkeit  schon  seit  dem  Jahre  1811 
sich  ununterbrochen  der  Beobachtung  der  Stemschooppen  gewid* 
met  hat  und,  wie  Herr  Saigey,  der  Verfasser  dieser  Introduetioo 
historique,  sagt,  aliandonnait  periodiquement  ses  occupations  com- 
merciales,  et  faisait  douze  voyages  de  Keims,  theätre  de  ses 
observations  •  a  Paris,  centrc  des  iumieres  et  des  commissions  peu 
düigentes.  Fatigue  de  toutes  ces  ienteurs,  M.  Coulvier- Gravier 
prit  un  parti  extreme:  il  brula  ses  vaisseaux,  ou,,en  termes  plus 
ynlgaires,  il  abandonna  son  industrte  pour  sc  vouer  exclusivement 
a  letude  des  meteoros;  et,  afin  de  rendre  sa  resolution  plus  irre- 
vocable,  il  vint  avec  sa  ramille  ä  t^aris,  a  proximit<^  de  cetobser- 
vatoire  royal,  ou  il.croyait  trouver  les  moyens  de  continuer  ses 
laborieuses  recherches.  fiun,  wie  dem  auch  sein  mag,  so  haben 
wir  in  diesem  Buche  eine  gaDz  neue  und  buchst  volläändige  Be 
arbeitung  der  Steroscbnuppenprobleme^  hauptsächlich  von  der 
pral^scben  Seite,  zu  erwarten,  und  was  die  vorliegende  Introdue- 
tion  historiuue  betrifft,  so  können  wir ^ nicht  anders  sagen,  als 
dass  der  Vr.  derselben  mit  allem,  was^  bisher  auf  diesem  Felde, 
namentlich  auch  in  Deutschland,  geleistet  worden  ist,  höchst  voll- 
stfifidif^  vertraut  ist,  kOnnen  daher  auch  dieselbe  einem  Jeden,  wer 
sich  mit  diesen  Leistungen  auf  eine  möglichst  leichte  und  über- 
sichtliche Weise  bekanntmachen  will,  als  ein  ziemlich  vollständiges 
Repertorium  empfehlen.  Freilich  scheinen  uns  die  Leistungen  an 
derer  Beobachter  nicht  immer  j^anz  gerecht  beurtheilt  zu  sein,  und 
dass  von  Herrn  Coulvier-Gravier  naturlich  alles  Heil  auf'diesem 
Felde  fernerhin  allein  zu  erwarten  ist,  versteht  sich  von  selbst. 


Vermischte  Schrllten. 


The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  Wm.  Thomson,  B.  A.,  F.  R  S.  E.,  Fellow  of 
St  Peter's  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Natu- 
ral Philosophv  in  the  Cniversity  ol  Glasgow.  Vergl. 
Liter.  Ber.  Nr.* XXXV.  S.  523. 

Nr.  X.  et  XI.  On  Principal  Axes  of  a  Body,  their  Moments 
ot  Inertia,  and  Distribution  in  Space.  ContinueJ.  By^R.  Town- 
send.  -^  On  Logarithmie  Integral«  of  the  Secönd^  Order.  .Part  II. 
By  Francis  W.  New  mann.  —  Ona  Problem  in  Combmationsr. 
^y  tbe.  Rev.  Thomas  Kirkroan.  —  On  Symbolical  Geometry. 
P^nÜwed,.    By  Sir   W.*  R,   Hamilton,   -t-   On  the  Differential 
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Eqantioiis  wUeb  oocor  in  I>yDamical  IVoblems.  By  A.  Cayley.  — 
On  a  M«ltlpk  Integral  eonitected  witb  tfi«  The^  of  AttractioM. 
By  A.  CayJey.  —  On  the  Elxiätence  of  Roota  of  Algebiaical 
Equations.  ßy  the  Rev.  H.  Goodwin.  --  On  the  Forces  expe- 
rienced  by  small-Spheres  under  iVIasrnetic  Influence;  and  on  sorae 
of  tive  Hienomena  pre^ented  by  J>iamagnetic  Substances.  By 
William  Tbomsen.  Mathematioal  Notes.  I.  Hekitive  to  flflf. 
NdWfMnTa  paper  on  Logarithmic  Integrals  of  the  8econd  Order. 
il.  On  the  Caustic  by  Keiection  at  a  Circle.  Ilf.  Solution  of  a 
Problem  from  tbe  Senate  Honae  papers  for  1847.  IV.  On  a  ay«tem 
of  magnetic  curves.  (Nr.  XII.  will  be  published  on  the  lat  of 
November  1847.) 

In  den  Bulletins  de  TAcad^mie  Royale  des  scien- 
cei^,  ieB  lettres  et  des  beaax-arts  de  Belglque.  Tome 
XIII.  U««  Partie.  1846.  und  T.  XIV.  P«^  Partie.  1847.  (M. 
vergL  Literar.  Ber.  Nr.  XXXIV.  S.  506.)  finden  sich  au^iser  meh- 
reren anderen  kleineren  Aufsätzen  und  kürzeren  Mittbeilungen  die 
folgenden  besonders  beachtungswerthen  matbematiscbön  und  phy- 
sikalischen Abhandlungen. 

Tome  XIII.  11"*«  Partie«  Note  sur une extension  d'nn  Mm- 
r^me  de  M.  Cauchy,  par  M.  Timmermans.  p.  17.  (Esistdiea 
das  wichtige  Theorem,  wovon  im  Archiv.  Tbl.  L  S.  364.  aus- 
f&hrlich  die  Rede  gewesen  ist.) 

8ur  les  proportions  de  M.  Cantfield,  Thercule  des  Etats-Unis. 
Note  de  M.  ^ueteiet.  p.  266.  (M.  vergi.  Liter.  Ber.  Nr.  XXXIV. 
S.  50&) 

Observations  de  la  nlan^te  Leverrier,  faltes  k  Tobservatolre 
royal  de  BmxeUes.    p«  ö4ß, 

Note  aar  ime  fonctioQ  exponentteile,  par  BL  Pagaui.  p.  317. 
Der  Inhalt  dieser  Note. ist  folgender: 

„Dans  tous  les  tradtes  *d'analyse  alg^briqtte  on  a  coutinfne  de 
n'attribuer  ä  la  fonction  cxponentielle  e^  (iu*une  seule  valeur,  cor- 
respondante  k  chaque  valeur  de  la  variable  x.  Cependant  il  est 
aise  de  pfoüver  que  cette  fonction  est  sdsceptiMe  de  plusieurs 
valenrs,  dont  le  nombre  peut  m^me  aller  k  nnfini.  La  formale 
g^^rale  qui  les  donne  toutes  est  la  solvante: 

«*  =  (!  + J»ifco8  2*«a?+  sin  2A«rV=i), 

ffi  ^tant  an  nombre  entier  infiulmiU  ^rand,  Jt  un  nombre  entier 
infiniment  grand,  A  un  nombre  entier  qnelconqae,  et  n  le  rapport 
de  la  circonference  au  diametre.  On  o^montre  aussi  que  Ton  doit 
avoir : 

e*^'^^=(l  +  — ^)*'(cosa:  +  sino:  V^)." 

Sar  la  disposition  göometriqne  des  parties  foliacäes  des  pal- 
mierSy  lettre  de  M«  le  co.nseiller  de  Martins,  secr^taire  de  la  classe 
des  Sciences  de  FAcadi^mie  de  Munich,  ä  M.  Qnetelet.  p.  351. 
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Tome  XIV..  l^«  Parlie.  Nouvelle  d^monstimäon  de  la  lei 
de  r^iprocitö  pour  les  r^sidus  quadratiques,  par  M.  Seh  aar.  p.  79. 

SuT  les  proportions  des  hommes  OQi  se  fönt  ^  remardaet  par 
im  exces  ou  un  defaut  de  taille,  par  M.  Qu e tele t.  p.  V3S. 

In  diesem  in  mehrfacher  Beziehung  interes^anteo  Avlsatze 
sagt  Herr  Quetelet  u.  A.f  ,,0n  rapporte  que  le  Suiädois  qni 
faisait  partie  de  la  f^arde  du  grand  Fr^äric,  avoit  2^,52  de  bau- 
teur;  c'est  ä  la  v^rit^  la  taille  fa  plus  ^lev^e  qui  alt  ^t<$  coostatee 
d'une  mani^re  authentique.  On  peut  donc  ^tre  reroarquable  «ans 
atteindre  de  pareitles  proportions.^' 

Neuville  demonstration  des  formules  relatives  au  rayoD  da 
cercle  osculateur,  par  M.  Pagani.    p.  185. 

Troisieme  memoire  sur  FinductioD,  par  M.  le  professeur  £lie 
Wartniann  de  Geneve.    p.  187. 

Observations  c^^odesiques  et  magnf^tiqnes  faites  en  Autriche 

Sendant  l'annee  1846^    par  M.  Kreil,   directear  de  rObservatoire 
e  Prag  (Extrait  dune  lettre  de  M.  KieiläM.  Queteiet).  p«286. 

Rapport  sur  un  m^otre  de  M.  Meyer,  relatif  au  d^reloppe 
Meot  en  series  de  quatre  fonetions  (Commissaires  M.  M.  Pagani 
;et  Timmermanns).    p.  425« 

Es  sind  dies  irrationale  Functionen  von  der  Form  der  Function 


md  ähnlicher. 

Description  de  quelques  appareils  destinäs  atrx  d^monstratioDs 
exp^rimentales  dans  les  cours  publics;  par  Ji  G.  Crabay.  p.  562, 

Es  sind  dies  ein  Apparat  zur  Erläuterung  der  Gesetze  aHer 
Arten  des  Hebels  und  der  Grundgesetze  der  Stajtik  überhaupt,  ein 
Apparat  zur  Erläuterung  der  Gesetze  des  Keils ,  und  ein  Apparat 
z.ur  Erläuterung  verschiedener  aerostatischer  Gesetze.  Wir  glaa- 
ben  die  Vorsteher  physikalischer  Kabinete  auf  diese*  wie  es  uns 
scheint,  sehr  zmckmässig  construirten  und  einea  sehr  tasgedeho- 
ten  Gebrauch  gestattenden  Apparate  aufmerksaift  machen  »i  müssen. 
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Arltlmietlk. 


Robertson,  C.  N.:  Arithroetic  Freed  from  its  only  Imper« 
fection  by  the  Gorrection  of  the  Erroneous  Theorien  of  JBquatiou 
of  Paymeots  by  Burrow,  Cocker»  Ha^ttoDi  Keitb>  Kersey,  Mal- 
colm i^nd  Sir  Samuel  Moreland.    8.    1847.    1  sh*^ 

,  Tratte  g^päral  et  coniplet,  th^orique  et  piatique,  du  calcnl  des 
iotiiri^ts  composees  etc.  du  calcul  des  intäröfis  simples  etc.  par 
U  MouliD-Collin.    Paris-  1847.    40,  . 

Element!  di  calcolo  8ablime>  proposti  da  Giorgio  nob.  Fos* 
colo,  primo  tenente  neir  i.  r.  corpo  degli  ingegneri  oavali,  pro* 
fessore  di  matematica  nell*  i.  r.  collegio  della  marina  di  Venezia. 
Venezia.  1846.    8.    5.  22.  ^ 

Elemeotär  Afbandling  om  Seriets  CoDVergens.  Praes.  Mag. 
Carl  Job.  Hill,  Math.  Professor;  Resp.  Carl  Otto  Natba- 
na«I  Dahlgren.    111.    Lund.  1847.    8. 

Methodus  Cl.  Graeffi  aequationes  numericas  altioris  gradns 
solvendi.  Praes.  Carolus  Job.  Hill,  Math.  Prof.;  Resp.  Aue- 
toT  Johannes  Christophorus  Toll.    I.    Lundae.  1847.    8. 


Oeometrie. 


Elements  of  Geometry,  with  a  New  Demonstration ,  not  de- 
pending  on  any  Postulate^  that  the  Sum  of  the  Angles  ofa  Plane 
Triangle  is  equd  to  Two  Right  Angles.    By  J.  D.  1847.  8.  3  sh. 

'  Th^rie  des  paralleles ,  d^montr^e  d*une  maniöre  simple  et  ri- 
eonrense^  sans  aucune  consideration  de  Finfini;  par  Achilte 
Lefran^ois.    Cherbourg.  1847.    8. 

Geometrische  Ausläu^fer.  Eine  Sammlung  gr^ssten- 
theils  neuer   zusammenhängender    Uebungsaufgaben 
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für  aneehendeMathematiker  von  Johano  Heinrich  Trau- 
eott  Mfliler,  Schuiratb  und  Director  des  Herzoglichen 
Kealgymnasiums  zu  Wiesbaden.  Erstes  Heft,  enthal- 
tend 9  AbhandlungenmitlSFiguren.  Halle  1846.  8.  25  Sgr. 

Der  Herr  Vf.^  hat   bei  der  Herausgabe  dieser  Abhandlungen 
eine  doppelte  Absicht  gehabt    Einmal  sollen  dieselben  denen  eine 
Sammlung  von  Uebungen  —  Uebungsaufgaben  wollen  und  dürfen 
wir  nicht  sagen  —   darbnrten»  ^welä'e   sich   selbsttbätig  mit   der 
Mathematik  vertrauter   machen^  und  aiu  die   bereits    gewonnenen 
Fundamente  w^er  fertbaue^i  v^qüw,  4aniit  sie  4ie  lähigke^. er- 
langen,  die  Grundwahrheiten  der  Geometrie  in  .de«  venschlcMlen- 
sten  Beziehungen  anzuwenden.     Diesen  Zweck  allein  erfiUlen  in- 
dess  schon  die  vielen  Sammlungen  von  Aufgaben,  die  wir  bereits 
besitzen,    unter    deoen    sich  keine  von  den   übrigen  durch  einen 
besonders   hervortretenden«    ihr  eigenthüqilichen    Charakter    aus- 
zeichnet.   Bei  Weitem  Üe  meisten  dieser  Sammlungen  enthalten 
aber  nur   lauter   abgebrochene    und  vereinzelt  dastehende   Sätze, 
deren  Studium  zwar  erfreut ,  aber  den  jungem  Mathematiker  aller- 
dings zu    zerstreuen  und  an  ein  desultorisches  TJmhersuehen  zn 
gewöhnen  leicht  Veranlassung  werden  kann,  eine  Richtung ,  welche 
gewiss  keineswegs  vortheilhaft  ist,  weil  sie  leicht  zn  einem  wis* 
senschafltlichen  Naschen  fuhrt,  während  nur  ein  tieferes  Eingehen 
in  irgend  einen  besonderen  Gegenstand  gründlich  fordert  und  die 
geistlse  Thätigkeit  concentrirt.    Auf.  das  Letztere  nun  hat  der 
Herr  vf.  mit  der  vorliegenden  Sammlung  geometrischer  Uebungen 
•hauptsächlich  hinwirken  wollen,  indem  er  gesucht  hat,   einen  und 
denselben  meistens  sehr  einfachen  Gegenstand  nach  den  verschie- 
densten Seiten  hin  zu  verfolgen  und  damit  zugleich  zii  noch  wei 
teren  üntei^snchungen  Veranlassung  zu  geben.     Ausserdem   hat 
er  die  Betrachtungen  auch  im  Einzelnen  noch  möglichst  gruppirt 
um  zu  einem  geordneten  Studium  die  Hand  zu  bieten  und  dem 
Anfanger  die  nutbigen  Rnhepunkte  zu  gewähren.     Der  Lehrer, 
der  dieselben    etwa   filr  seine  Schüler   benutzen    mochte,    würde 
auch  noch  aus  jener  sorgfältigem  Gruppirung  den  Vortheil  ziehen 
kiinnen,  eine  solche  einzelne  Gruppe  zum  Gegenstande  einer  be- 
sondern Aufgabe  zii  machen,    wo  es  an  Zeit  fehlte,    den  ganzen 
Gegenstand  zu  behandeln.     Dass  endlich   die  aufgestellten  Sätze 
bei  Weitem  aum  grOssten  Theiie   neii  sind,    dürfte  den    oBigen 
Zweck  noch  in   der  Beziehung  fx>rdem,   dass  derjenige,    welcher 
schon  andere  Uebungsbücher  henutzt  hat,  bei  der  Benutzung  des 
vorliegenden  nicht  leicht  wieder  auf  ihm  Bekanntes   stossen,    und 
daher   gewiss    an   den   Wahrheiten  Immer  selbst   seine    Freude 
haben  wird,   wenn  ihm  nur  überhaupt  der  erforderliche  mathema- 
tische  Sinn    nicht   abgeht,    ohne   welchen  sich  aber  auch  gewiss 
sd^oD  überhaupt  Kjeiser   an  das  Studi^m   eines  Buchs  wie  das 
vorliegende  machen  wird. 

Mit  dem  letzteren  Umstände  steht  die  zw€Ate  Absieht  in  Ver- 
bindung>   welche   der .  Herr  Vf.  bei  der  Herausgabe   seinem  mit 

grosser  Bescheidenheit  Ausläufer  betftetten  vortrefflichen  Biidbs 
atte.  Er  wollte  nämlfth  in  demselben  auch  eine  Reihe  eigeo- 
thümlicher  geometrischer  Untersuchungen  veröffentlichen,  die  ge- 
wiss auch  iur  jeden  J^lathematiker  von  Fach  Interesse  haben  wer- 
ben»   und  sehr  zu  -  beachtende    Beiträge  aun   weitnni    Aasbau 
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aff«er«r  Wlsdenscbaft  Hefein.  Wibrend  die  Betraehtongen  Über 
M^  Vielecksrin^e  (Nr.  L)  ausschlie^slldi^  und  die  übet  die 
Ei geii0ch alten  der  in  den  Scheiteln  eines  Dreiecks  -auf 
4^»seti  Selten  errichteten  Lothe  O^r.  H.),  somedie  übev 
den  Krelsaii6Scfa»itt  mit  seinen  Berabrunffskreiv^eri 
(Nr.  III.)  vorzugsweise  fSr  den  Schüler  Interesse  haben  dürften, 
aber^  doch  auch  überhaupt  picht  ivenig  an  sich  Bemerkei^swerthes 
darbieten,  verdienen  gewiss  alle  übrigen  Abhandlungen  eine  alK 
gemeinere  Beachtung.  Hierher  gehOrt  zuerst  der  Kreis  mii 
seinen  vier  gleichgestalteten  Berübrungsdreiecked 
(Ni'.  IV.)»  ^er  den  Gegensatz  zum  Dreieck  mit  seinen  vier  B^ 
rübrungskreisen  bildet,  und,  so  viel  wir  wissen,  noch  nirgends 
näher  nebachtet  worden  ist;  ferner  die  zwei  Kreise  mit 
ihren  zwei  Paaren  gemeinschaftlicher  Berührungs- 
linien  (Nr.  V.),  die  in  sich  selbst  ihren  Gegensatz  hab^n,  indem 
mau  dabei  eben  so  wohl  von  den  beiden  Kreisen,  als  auch  von 
den  beiden  Linienpaaren  ausgehen  kann,  deren  Verbindungsaxe 
der  Durchschnittspunkte  das  eine  Winkelpaar  halbirt;  eben  so 
das  Streifendreieck  und  Streifenparallelogramm  (Nr.  lII.), 
worin  den  geraden  Linien  Streifen  von  beliebiger  Breite  substi- 
tuirt  sind,  woraus  sich  eine  Meifge',  hier  mir  zum  kleineren  Theile 
aufgestellter  merkw:ürdiger  fieziehungen  ableiten  lasst,  und  gewis- 
sermassen.  ein  ganz  neuer  Theil  der  Planimetrie  resultirt,  fn  wel^ 
chem  die  geraden  Linien  durch  Streifen  vertreten  sind»  was  zu- 
gleich in  der  Stereometrie  ein  Analogen  findet,  indem  hier  paral- 
lelepidale  Räume  u.  s.  w-  die  Kanten  ersetzen ;  endlich  haupts^chticfir 
die  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Stützpurikte  *) 
der  Vielecksumfän^e  (Nr.  VIIL),  welche  bisher  nocb^ganz 
vernachlässigt  worden  smd ,  aber  docn  ausserordentlich  viel  Alerk- 
iT&rdiges  darbieten,  weshalli  auch  der  Herr  Vf.  mit  besonderer 
.Vorlieoe  bei  diesen  Betrachtungen  verweilt,  und  diesem  Aufsatze 
mit  Recht  eine  grössere  Ausdehnung  gegeben  bat.  Aber  auch 
die  beiden  noch  übrigen  Aufsätze  über  die  Eigenschaften  der 
Geradcin,  welche  die  Winkel  des  vollständigen  Viec- 
«okM  faalbiren  (Nr.  VL)>  und  die  Untersuchungen  über  den 
Schwerpunkt  des  Dreiecksumfailgs  (St.  VDL)  bieteil  noch 
Viele  bemerkenswerthe  Beziehungen  dar. 

]  Dlö  Leser  d^s  Archivs  sehen  hieraus,  ein  wie  ^osser  Reich* 
tbum  interessanter,  grSssientheils  ganz  neuer  Sätze  ibtten  auf  die- 
seti  wenigen  Bogen  geboten  wird,  und  diese  hi  Jeder  Beziehung 
ausgezeicntiete  Schrift  verdient  daher  vollkommen  die  allgemeinste 
b^achtuDg,  die  ihr  auch  gewiss  nicht  entgehen  wird,  l^esonders 
tvetden  auch  alle  Lehrer  der  Bfatbematik  einen  vielfachen  höcb^t 
jEweckmässigen  Gebrauch  von  dem  ihnen  hier  vorliegenden  reichen 


.  .  ^);  Eigentlich  gleldibedAiitend  mtl  $qhw«r|raiikt;  weshalb  der  Herr 
VI*  des  Naveii  Stutaponkt  gewählt  bat,  wurde  hier  auseinanderziiactxcn 
xa  weitläufif^  sein »  nnd  muss  in  der  Abhandlung  selbst  nachgesehen  wer- 
den. Ganz  in  der  Kürz«  wollen  wir  nur  bemerken,  dass  er  bei  zw^i 
parallelen  Kräften  einen  Unterschied  macht,  wenn  die  Kräfte  ffleichstini- 
mie  nad  angleichstimmig  parallel  sind;  im  zweiten  F^lle,  memt  er,  soi 
kein  eigentlicher  Schwerpunkt  vorhanden,  nnd  findet  dadurch  Veranlas- 
sung, die  Benemmng  Stützpunkt  einzuführen. 
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Stoffe  machen  konoen,  und  afigehende  Bfattlieiiiatito  werden  mm 
dem  Studium  dieser  Abhanditingen  eine  vortreffliche  Uebvi^  und 
eine  gewiss  sehr  fruchtbringende  Vorbereitung  zu  weiteren  schwe- 
reren Stadien  sehOpfen  können.  Auch  pflichten  wir  den  von  dem 
Herrn  Vf.  dargele^n  Ansichten  über  die  beste  Art  mathemati- 
scher Uebungen  vollkommen  bei.  Blicke  doch  auch  nur  j^^f 
Mathematiker  einmal  auf  seine  eigene  Erfahrung  ziirifclf!  Dann 
wird  er  sich  wohl  noch  mit  dem  grössten  Danke  der  Fröchte  er- 
innern, welche  ihm  das  zusammenhängende  Studium  jeder 
Euier^schen  Abhandlung  trug ,  ganz  abgesehen  von  dem  roateriel- 
len  Inhalte.  Diese  Abhandlungen  miisfiien  immer  und  immer  wie- 
der von  Neuem  gelesen  werden. 

Eldmens  de  g^om^trie  d^scriptive  etc.;  par  C.  Bertaux- 
Levillain.    Paris.  1847.    8.    6.  0. 

Lec^ons  nonvelles  de  g^om^^trie  analytique,  pr^ced^es  des  Ele- 
mens  de  la  trigonomätrie ;  par  M.M.  Biriot  etBouquet  Paris. 
1847.    8.    7.  W.  ^ 

Dissertatio  mathematica  inauguralis  de  Lemniscata 
Bernouillana,  quam  pro  gradu  magisterii  et  doctoratus 
summisque  in  Mathesi  et  Philosophia  natural!  honori- 
bus  ac  privilegiis  in  Academia  JLugduno-Batava  rite 
et  legitime  conse<]^uendis  nublico  ac  solemni  examini 
submittet  David  Bierens  cie  Haan»  Amstelodamensis. 
Amstelodami.  MDCCCXLVII.    4. 

In  dieser  vierzehn  Bösen  starken  Dissertation  hat  der  Herr 
Vf.  die  Theorie  der  Bemouirf sehen  Lemniscate  sehr  ausfährlich 
und  vollständig  behandelt,  auf  eine  sehf  deutliche  und  einfache 
Weise  nach  einer  gemischten  analytisch -geometrischen  Methode. 
Je  mehr  sich  bekanntlich  in  neuerer  Zeit  die  grosse  Wichtigkeit 
der  Lemniscaten  fär  verschiedene  Untersuchungen  und  mehrere 
Theile  der  Mathematik  herausgestellt  hat,  desto  angenehmer  muss 
es^  den  Lesern  des  Archivs  sein ,  dass  ihnen  in  dieser  Schrift  eis 
Mittel  dargeboten  wird,  die  Eigenschaften  dieser  merkwürdigen 
Curven  —  wenigstens  der  Bemoulli'schen  Lemniseate  —  nament- 
lichst auch  die  neuerlichst  aufgefundenen,  in  ziemlicher  Vollstän- 
digkeit auf  eine  leichte  Weise  kennen  lernen  zu  können,  und 
nicht  erst  in  vielen  in  Journalen  u.  s.  w.  zerstreuten  einzelnen 
Abhandlungen  zusammensuchen  zu  müssen.  Der  Inhalt  der  ein- 
;Eelnen  Paragraphen  ist  folgender:  §•  1.  De  Aequatione.  §.2.  De 
Tangente,  Ivormaii,  Subtangente  ac  Subnormali.  §.  3.  De  Radio 
Curvaturae  et  Evoluta.  §.  4.  De  Quadratura  et  Areae  Multmlica- 
tione  ac  Divisione.  §.  5.  De  Rectificatione  nee  non  Arcus  Multi- 
plicatione  et  Divisione.  §•  6.  Observationes  diversae.  ^.  7.  De 
Constructione  sive  Delineatione  et  Generatione.  —  Man  sieht  hier- 
aus, dass  nicht  leicht  etwas  Wesentliches  übergangen  seiii  wird. 
Zugleich  aber  ist  die  Arbeit  des  Herrn  Vfs.  auch  nicht  ohne 
Ausbeute  an  verschiedenen  neuen  Sätzen  geblieben,  worüber  wir 
jedoch  hier  ausser  dieser  aligemeinen  Andeutung  jetzt  nichts  vrei- 
^ter  sagen  wollen,  weil  der  Herr  Vf.'  die  Güte  gehabt  hat,  diese 
hauptsächlich  auf  Neuheit  Ansnruch  machenden  Sätze  in  einem 
selbstständigen,  zu  dem  Abdruck  im  Archiv  bestimmten  Aufsatze» 
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w«|plm  die  Leser  im  Bftchsteo  oder  weoigiEtoi»  in  einem  der 
naclieteii  Hefte  unserer  Zeitschrift  finden  werden,  zusammen  zu 
steüen  und  grOsstentheils  mit  neuen  Beweisen  zu  yersehen,  so 
dass  dieser  Aufsatz  auch  ganz  unabhängig  von  der  hier  be- 
sprochenen Dissertation  verständlich  und  an  sich  von  Interesse 
sein  wird.  DasM  die  letztere  einen  sehr  erfreulichen  Beweis  von 
der  sehr  gründlichen  mathematischen  Ausbildung  des  Herrn  Vis. 
liefert»  und  dass  der  altehn^iirdisen  berühmten  Hochschule,  wel- 
cher derselbe  seine  Bildung  vercmnkt,  und  deren  verdienten  Leh- 
rern zu  solchen  Schülern  nur  Glück  zu  wünschen  ist,  bedarf  nach 
dem  Obtcea  wohl  nicht  noch  der  besonderen. Erwähnung.  Wie- 
deiiiolt  aber,  empfehlen  wir  die  vorliegende  Schrift  zu  allgemeine- 
rer Beachtung,  welche  dieselbe  gewiss  in  mehr  als  einer  Beziehung 
voUkonunen  verdient 

Amiot,  B.:  Memoire  sur  le«  points  singuliers  des  surfaces, 
in  4®.  (Extrait  du  tome  XXI  des  m^moires  couronnes  par  l'Aca- 
dömie  de  BnixellesJ.    BruxeUes.  1847.    : 


Meclianik. 


Polemisebes. 

Von  dem 
Herrn  Fabriken -Kommis«ionsrathe  A.  Brix  so  Berlin. 

Die  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  ^er  Geodynamik  de^  Herrn 
Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professors '  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Hannover ,  enthält  einen  vom  genannten  V  erfasser  gegen 
mich  gerichteten  Angriff,  den  ich  nicht  ohne  Erwiderung  Utssen 
darf.  Dabei  werde  ich ,  mit  Vermeidung  jeder  Persönlichkeit,  nur 
Thatsachen  sprechen  lassen. 

In  den  Verhandinngen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Ge- 
weibfleisses  in  Preussen  vom  Jahre  1844  hahie  ich  einen  Aufsatz 
über  die  elementare  Berechnung  des  Widerstandes  prisipatiscber 
Korper  gegen  Bieffung  abdruqken  lassen,  welcher  eben  die  Presse 
verlassen  hatte,  aTs  Herr  Professor  Rühlmann  zur  Besichtigung 
der  Gewerb- Ausstellung  nach  Berlin  kam,  und  auch  mir  die  Ehre 
seines  Besuches  schenkte. 

Bei  einer  solchen  Gelegenheit  erbat  sich  derselbe  ein  Exem- 
plar dieser  Abhandlung,,  vorgebend,  er  sei  eben  mit  der  Bearbei- 
tung der  zweiten  Auflag  semer  Geostatik  beschäftigt,  und  da  er 
gerade  bis  zu  dem  Kapitel  über  die  Festigkeit  der  Körper  gekom- 
men sei,  so  wünsche  er,  dabei  meine  Arbeit  über  diesen  Cregen- 
stand  benutzen  zu  dürfen. 

Natürlich  nahm,  ich  nicht  den  mindesten  Anstand,  diesem 
Wunsche  sofort  za  wilHahrep ;  denn  ich  durfte  billig  voraussetzen, 
dass  Herr  Professor  Rühlmann  nicht  unterlassen  würde,  schick- 
licher Weise  seine  Quelle  zu  nennen.  Als  mir  daher  die  im  folgenden 
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Jttiird  heräud^elrdninMiie  twelte  Auflage  seines B«dieS'«u I 
kam  und  ich  in  demselben  meine  Arbeit  wirklich  benutzt  fitnd,  so 
war  ich  nicht  wenig  erstaunt,   statt  alfer  Quellenangalbe,   k»  der 
zugehörigen  Vonrede  Folgendes  zu  leAsb: 

,9 In  Bezug- auf  Darstellungsweise  als  neu,  dfirlle  besonders 
„  das  Kapitel  über  die  Festigkeit  der  Korper  erscheinen ;  eine 
,, nochmehrige  Vereinfachung  scheint  mir  hier,  ohne  der  nothVen- 
»jdigen  wissenschaftlichen  fiegrflndung  zu  schaden,  beinahe  ud- 
«möglich." 

Ich  war  hierüber  um  so  mehr  erkannt,  als  Herr  Professor  Rähl- 
mann  selbst  mir  dieses  Buch  mit  einem  Begleitschreiben  voller 
Roflichkeiteo  zugesandt  hatte!  —  Uiid  deshalb  wird  man  es  he- 
greiflich  finden,  wenn  Ich  ein  gewisses  menschliches Gefulii  nicht 
fiberwinden  konnte,  sondern  demselben  gelegentlich  Worte  lieb, 
indem  ich  mich 'in  einer  Note  zu  einem  andern  Aufsafa^e.  -der  im 
flinften  Hefte  der  vorhin  genannten  Verhandlungen  Tom  Jahr  1846 
abgedruckt  ist,  ftir  die  Ehre  bedankte,  die  ein  aus^värdger  Pro- 
fessor der  Mathematik  mir  durch  Benutzung  meiner  Abhandlung 
fiber  Biegung  prismatischer  Korper  in  seinem  Leitfaden  der  Geo- 
statik  erzeigt  habe.  Dabei  erwähnte  ich  noch,  vollkommen  der 
Wahrheit  gemäss: 

dass  der  Verfasser  mit  mir  von   derselben  Grundansicht 


1)    dl 
;ehe; 


2)  auch  die  von  ^ir- gewählten  Beispiele  benutze; 

3)  in  der  weitem  AusfQhrune  aber  darin  von  mir  abweiche, 
dass  er  nach  dem  Vorgange  von  Minding  die  Theorie  der  Kräf- 
tepaare  in  Anwendung  bringe.  Unstreitig  werde  min  -»so  schliesst 
meine  sehr  glimpfliche  Aeusserung  — :*  seine  Verfahrungsweise 
Kt  tieu  und  eigenthflmlidh  erklären,  wie  er'  ^b  In  der  Vorrede 
Kleines 'Buches  lieanspruche ! 

Diese  Note  hat  deti  Einganj^s  erwähnten  Angriff  des  Herrn 
X^rofessors  Rü  hl  mann  gegen  mich  hervorgerufen,  was  ich  zur 
hähern  Aufklärung  des  Sachverhältniss^s  um  so  n»ehr  vorausschicken 
mjusste,  als  die  Verbandlungen  des  hiesigen  Gewerbe  -  Vereins  in 
ller  wissenschaftlichen  Welt  nur  wenig  gekannt  sein  mOgen.  Ich 
]gehe  null  sofort  auf  ^ne  Erörterung^er  Arpimente^  eln^  dleÜett 
Kühlniann  vorbringt,  um  die  in  meiner  Note  d^m  auswärtigen 
Professor  -7  als  welchen  er  sich  bekennt  —  gemachten  Vorwurfe 
zu  widerlegen. 

ad  1)  behauptet  Herr  Professor  Riihlmann,;  ich  sei  in  mei- 
ner Abhandlung  über  die  Biegung   pri^matischeir  Körper   nirgend 
^f^n   eirier'  Grundansicht  ausgegangen,   weltihe   nicht  schon    von 
-frbhcelet,  Na  vier,,  Mpseley  u.  A.  (in  einer  Anmerkung  wird 
-Hoch  Kuppler  geoaiint) 'aufgestellt  wofden  wäre. 

|Ait  dieser  Behauptung,  deren  Richtigkeit  einstneilen  auf  sich 
beruhen  möge,  wird  aber  die  eigentliche  Frage  umgangen;  denn 
dass  der  Herr  Professor  eine  von  piir  abweichende  Grundan- 
'«icht  zum  Ausgangspunkte  genommen  hätte,  tvird  nicht  g^saj^t. 
Somit'  giebt  er  al^o  implicite  zu.  In  dieser  Beziehung  entweder 
mit  mir,  oder  — ^  wenn  es  ihm  lieber  ist  --  mit  jenen  andern 
Sthtiftstellem  übereinsttittimmen.     F^lich  Ist  er  eingestandener- 
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m:  4wk  Pfinoip.  »«wer  Entwiekdio^^  (a.>  143^Ij52  d^r 

G«o6tatih>»  d.  |i<  in  der  ßenut^ui^g  der  Tr^beitsmanxeiite  iind4c)» 
S»tKm  voq  der  Bedn^üoB  derselben  auf-  par^ei«  Achsen,  nii[;bf 
na«/!  "^Bringt  man  dannit  in  Znüammeiiban^,  wbm  Herr  Profe^Apr 
Bahlniann  ^d  d)  zugiebt;  da««  nämlich  Mindin^  die  C}|eicbuifp 
gen  für  die  Biegung^  eiries  ela^^cben  Stabes  wirklich  mit  ,jSu- 
ziehopg  der  Kräffepaare  ableitet,  wobei  geriüge  VerschiedeoheiteD 
wohK 'ni<^t  sehr  in  Betracht  kommen  kOnqep,  «o  fötit  offenbar 
jeder  Grund  fQr  ibb  weg,  «ein. Kapitel  über  die  Festigkeit  det 
KOrper  in  Bezug  auf  l>ar^t^Hung«wei£ie  (conferatur  Vorrede)  ah 
neu  2u  bezeichnet. 

Um  die  vorliegende  Frajse  vollständig  zu  beleuchten,  darf  lc$ 
die  von  Herrn  Professor  Riinlmänn  ad  1)  äuf^^estellte  Behauptung 
auch  hinsichtlich  der  Beschuldigung,  welche  sie  in  Bezug  aui  mjcE 
involvirt,  nicht  unerortert  lassen.  In  dieser  Hinsicht  erlaube  Ich 
mir,  dem  Herrn  Herausgeber  dieses  Archivs  *)  ein,  meinen  Vortrügen 
am  Kunigl.  Gewerb-Instttute  zu  Berlin  im  Jahr  1837  nachceschrfe" 
benes  Heft  vorzulegen,  in  welchem  unt^r  den  §6.  13.  una  14.  di'ß 
von  inir  tn  Anspruch  gennmmenei\  Gesetze  schon  in  derselbe^ 
WeJ«e  vorkommen,  .wie  solche  in  §.  5.  meiner  Abhandlung  ver- 
oSentiicht  worden  sind  **),  Es.  genügt  dann  die  eiorache  Bemerkung^ 
'idasA  die  Werkfi  der  Schriftsteller,  welche  Herr  Professor  Rtihl^ 
mann  mir  entgegenstellt,  sammtlich  später  erschießen  sind,  utn 
jede  ungehörige  Verdächtigniig  zurückzuweisen;  atlisserdem  aber 
kann  ich  es  Jedem  ilberlassen,  der  sieh  näher  dafür  interessirt, 
Hieb  dureh  eigene  Vergleichung  zu  überzeugen ,  ob  and  in  wiefe^ 
die  in  meiner  Abhandlung  vorgetragene  Behandlung  des-  Biegung«- 
pbttnomens  in  jenen  Werken  ein  Vorbild  hat  finden  können. 

ad  2)  Mßt  Herr  Professor  Ruh  Iman n  nur»  die  ii^  seinem  Bnche 
benutzten' Iteiipieie  seien  nicht  vpn  mir  erfunden,  womit  er  ai«o 
meinen  yni;ivurf:  da^s  er  die  von  mir  gewählten  Beispiele 
J>(ttnutjBt  habe,  genügend  erledigt  zu  haben  ^obt«  ^ 

Nicht -also  —  nach  meiner  Ansicht I  Vielmehr  mu«s  ich  «or 
^öllständieen* Erledigung  dieses  Punktes  den  Herrn  Professor  Rö hl " 
mann  scbon  um  die  genaue  Anmbe  der  Quelle  bitten,  aus  wei^ 
eher  er  die  bei  ihm  unter  Zus.  2.  zu  §.  114.  und  ebenfalls  unter 
Zw**  %  ;»u  6.  ^5.  «einer  Geo«tatjk  vorkommenden  •  Aufgaben  ent- 
np^en  bau  Dieselben  finden  «&ck  in  meiner  Abhandlung  bezüg- 


*)  Wfl^cker  die  Richtigkeit  Tpllkffmoien  bezeugt  und  an   vertreten 
b^relt^itt.  G. 

'  *Z)  ^ci  die<er  Gelegenheit-  lirftl  Ich  linter  Anderm  nur  dara»!  aof- 
merlcsam  maohen,  daM  in  dem  fraglichen  Hefte  die  bei  Herrn  Rahlr 
maoti  «DCer  $.  lOr;  enthaltene  Anfgalie  in  gleicher  BehandldAgfwe^se 
unter  9*  ^  vorgetragen  Im-)  dfM  eh^ueö  ^ie  Qeireehnung  dec  Tor- 
•  ion«wlder8tande<  in  beideq  ^^^hrjften  äff  g^oz  gleiche  T^eise,  nam- 
liih  mit  Ziiziehniig  der  Tragheiismoi^efitf ,  durchgeführt  wird^  dasi 
ferner. S.  138.  h^i  Huhlmann  und  $.  6Ö.  oe«  geschriebenen  Heftee  Voil 
Psf  allel  eöh'fiiiioii  die  Rede-inty'ifin  AuÄdräok,  den  ich  znertt  g^lnraucht 
tindl  dereägKedhen  Benennung  jy De irn ei en^V  naehgebildet  hahft  Of  ••  Tf 
C^  iit  4les  ela  »igiBnlbnmltBhei«  Sta4intQ»entreffeo ,  dM  ich  aar .  deshalb 
hkinlienrerhehentflP.ie  k^fffget^,fmtfß,:g^en.ßim\iclk^  Öa«phg^g<W' 
gen,  irie  die  obige,  gesichert  zu  sein.  "  |lf^,^   ^,^^^| 


Digitized  by  VjOOQIC 


56g 

lieh  unter  6.  11.  und  §.  10.,  die  zweite  aber  aosserdein  noeh  in 
dem  beigefügten  Vortragshefte  unter  §.  18.»  wo  die  n&ehstfoigen- 
den  §6.  noch  Mehreres  dergleichen  enthalten.  Daser  diem  Aufga- 
ben aber  Tor  mir  schon  yon  andern  Schriftstellern  bi^dandeU  wor- 
den sind,  mö^e  Herr  Professor  Rühlmann  speciell  nach^i^iaeii, 
wenn  er  mir  die  Priorität  bestreiten  will. 

AU  characteristisch  ftir  die  Beurtheilung  der  in  Rede  befind- 
lichen Sache  führe  ich  ferner  noch  an,  dass  der  genannte  Verlas- 
ser  der  GeostatUc  meiner  mfindlichen  Mittheilung  auch  die 
Aufpfabe  verdankt,  die  er  in  dem  Zusätze  zu  $.  103.  mit  einem 
K^äftepaare  einleitet,  dann  aber  bis  auf  Weiteres  auf  sich  beruben 
lässt.  Dass  dieses  Kräftepaar  22  Seiten  weil  er  (in  Zus.  3.  zu 
§.  114.)  nichts  Anderes  als  ein  falsches  Resultat  herausbringt,  ist 
nicht  meine  Schuld,  sondern  allein  der  eigenthumlichen  Betrach- 
tungsweise beizumessen,  welche  unwillkfibrlich  an  das  englische: 
,,8ome  Professors  are  mere  Guessers'*  erinnert !  — Öiesen Cm- 
stand  überging  ich  frfiher  absichtlich  mit  Stillschweigen,  als  ich  die 
fragliche  Aufgabe,  da  sie  für  die  Praxis  von  Wichtigkeit  ist,  zum 
Gegenstande  einer  besondern  Abhandlung  machte,  die  in  den 
Verhandlungen  des  Gewerbe- Vereins  vom  Jahr  1845  und  in  Gru- 
nert's  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  VII.  S.  288. 
u.  f.  abgedruckt  ist.  Hier  muss  ich  aber  noch  einige  Worte 
darüber  sagen: 

Herr  Professor  Rühlmann  findet  nämlich  für  die  absolute 
Festigkeit  eines  Cylinders,  wenn  die  zerreissende  Kraft  in  der 
Mantelfläche  wirkt,  den  AusBruck  Q^^ipnr^  (welcher  noch  daza 
aus  der  Gleichung  Q-— J^m*^  =  p;cr^  folgen  soll h,  anstatt  das« 
diese  Festigkeit  aurch  \pnr^  ausgedruckt  wird.  Eben  so  ist  die 
von  dem  genannten  Herrn  in  der  zugehörigen  Note  ^S.  158.)  fär 
ein  Parallelepipediim  angegebene  Formel  Qz=\pbh  falsch!  Sie 
muss  Q-^lp.oh  heissen,  was  dann  auch  mit  Tfe'dgold  überein- 
.  stimmt,  welcher  freilich  bloss  den  zuletzt  erwäfanteh  besondem 
Fall  im  Isten  Bande  der  Transact.  of  tbe  Civil  Ingeoeers 
behandelt.  Man  vergleiche  hiermit  meinen  zweiteu  Aufsatz  in 
den  genannten  Verhandlungen  von  1845,  wo  auch  auf  Tredgold 
Bezug  genommen  wird. 

Schliesslich  noch  ein  Wort  über  ein  offenbar  abstclitlicheii 
Qui  pro  quo,  welches  Herr  Professor  Rühlmann  steh  in  ein^r 
Anmerkung  zu  seinem  Angriffe  gegen  mich  erlaubt,  indem  er  sieb 
wörtlich  also  ausdrückt: 

„Zur  fernem  Characteristik  der  fraglichen  Sache  kann  noek 
„dienen,  dass  Brix  in  §.  24.  seiner  Abhandlung  von  1844  Tred- 
„gold  tadelt,  weil  dieser  die  zulSssige  Durchbiegung  nicht  auf 
„rationelle  Grundsätze  zurückgeführt  habe,  und  desnalb  dafür 
„§.  24.  einen  Ausdruck  ableitet,  der  genau  derselbe  ist,  wel- 
„eben  Tredgold  selbst  in  seinem  Strength  af  Cast  Iren 
„§.  87.  entwickelt  und  §.  f74.  etc.  auf  praktische  Fälle  anwende«!'* 

Wer  dies  so  bona  fide  liest  und  meine  Abhandlang  nicht  sor 
Hand  hat,  um  selbst  zu  prüfen,  wird  kaum  auf  den  Gedanken 
kommen,  dass  die  bei  obiger  Darstellung  beobachtete  Methode 
zu  denen  gehört,  welche  die  höflichen  Franzosen  corriger  la  v^rttö 
nennen! 
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ZuvIiTderst  ist  die  Rühlmaonsche  Angabe,  ich  hätte  Tted- 
gold  deshalb  getadelt,  weil  er  die  zulässige  Btegunjg  auf  ratio- 
Delle  GrundsÜKe^  zurfickzufilhren  unterlassen  habe,  nicht  in  der 
Wahrheit  beerilndet.  Ich  habe  nur  eine  einzelne,  Ton  ihm  her- 
rührende praktische  Regel,  welche  —  gestützt  durch  seine  Auto- 
rität —  selbst  in  ganz  neuen  Werken  über  Mechanik  noch  als 
allgemein  gültig  angewendet  wird,  als  unrichtig"  bezeichnet,  und 
das  mit  Recht,  wie  jeder  Sachverständige  mir  sicherKch  zugeben 
wird.  In  seinen  Eiementary  Principles  of  Carpentry, 
London  1820,  giebt  nämlich  Tredgold  die,  späterhin  von  ihm 
nirgend  wiederrufene  Regel,  dass  bei  horizontal  liegenden  Bal- 
ken, welche  an  beiden  Enden  unterstützt  und  in  der  Mitte  belas- 


übrigen  Abmessungen  der  Balken  Kücksicnt  zu  nehmen,, und  das 
ist  es,  was  Ich  niät  als  richtig  anerkennen  kann. 

Nach  diesem  Widerspruch  gegen  Tredgold  leite  ich  non- 
mehr  in  §.  24.  meiner  Abnandlung  allgemeine  Ausdrücke  her,  um 
bei  prismatischen  Körpern  die  zulässige  Senkung  f&r  jede  Form 
ihres  Querschnittes-  zu  brummen,  Ausdrüek^,  welche  sich  bei 
Tredgold  nicht  finden.  Dieselben  werden  demnächst  in  §.  2S. 
auf  parallelepipedische  Balken  angewendet,  wo  sie  auf  das  Gesetz 
führen,  dass  bei  solchen  Körpern  die  grosste  Senkung  sich 
direct  wie  das  Quadrat  der  Länge  und  umeekehrt  wie 
die  Hohe  des  Korpers  verhält;  aber  nirgend  habe  ich  gesagt^ 
dass  ich  dieses  Gesetz  als  neu  betrachtet  wissen  wolle.  Das 
konnte  mir  um  so  weniger  einfallen,'  als  mir  sehr  wohl  bekannt 
war,  dass  jenes  Gesetz  schon  in  dem  bei  uns  allgemein  verbrei- 
teten Handbuche  der  Statik  fester  KSrper  von  Eytelwein  (§.  456.) 
auf  gleiche  Weise  vorkommt,  der  Strength  of  Gast  Iren  von 
Tredgold  und  anderer  Werke,  die  dasselbe  vielleicht  auch  ent- 
halten mögen,  nicht  zu  gedenken. 

Die  vorstehend  dargelegten  Thatsachen  werden  hoffentiieb 
genügen,  den  Angriff  des  Herrn  Professors  Rühlmann in  seiner 
inahreb  Gestalt  erscheinen  zu  lassen.  Ich  überlasse  es  nunmehr 
getrost  dem  unbefangenen  Urtheil  eines  jeden  Mannes  vom  Fach, 
eine  Polemik  der  besprochenen  Art  gebührend  zu  würdigen. 

Berlin  im  November  1847. 


Cours  de  M^canique,  ou  Rösumc^  de  legons  sur  la  dynamique, 
la  statique  et  feurs  applications  k  l'art  de  Tingenieur,  par  J.  B. 
Belanger.  Premiere  partie.  Dynamique  et  statique  gäntSrales 
Hydrostatique.    Paris.  1847.    8. 

Element!  di  Mecanica  e  D'Idraulica,  dl  Giuseppe  Venta 
roll.    Settima  edizione.    Vol.  I.    Milano.   1846.    8.    6.  10. 
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AAtronomie. 


Sir  J.  T.  W.  Herschel:  Resnlts  .of  Astronomical  Observa« 
tions.  made  during  the  years.  18349  5,  6,  7,  8  at  the  Cape  of 
Good  Hope;  being  tbe  completion  of  a  Telescopic  Sorrey  of  tbe 
wbole  Surface  of  the  Visible  Heavens,  ^sommenced  in,  18% — 1847- 
Royal  40.    L.  4.  4  sb. 


Physik. 


Lärobok  i  jBlementenie  i  Fy«.ikeii,   ntgifwen  af  A.  Tb.  Ber 
glas,  Pb.   Mag,  Astron.  Doc.  wid  UpsaJa  Akad.    FOrra  Dden. 
Stockholm.  1847.    80.    3  Rdr. 


Fennlschte  Scliriften. 


Novi  Commentarii  Academiae  scieDtiarum  Instituti 
Bononiensis.  Tomus  sextus.  Qonooiae.  1844.  Enthält: 
PetriCallegari:  De  usu  subtractionis  et  divisionis  exteatendo 
ad  Donnullas  praesertiin  propositiones  demoastraDdaft  tentamen.  "-^ 
Tomus  sejptimuss  Bononiae.  1844.  Enthält  Ala^^^^  Casi- 
nelli  Disquisitiones  analyticae  super  aequatiooibtts  trinomialibus 
formae  Xx±:ÄX:izBz=;zQ,  -—  Julii  Bedetti:  De  revoluttonibiis 
diuorum  corporum  se  mutuo  traheatiuia,  dissertatMi.  Aloysil 
Gasinelli:  De  aequatioDJbus  algebraicls,  (|[uaruxn  radices  cmh 
staut  quatuor  elementis,  dissertatio.  —  Petri  Callegari:  Aiiae 
^«Emnuliae  applicationes  caiculi  symbolici,  quo  subtractionis  et  di- 
visionis. Iisum  in  doctrina  numerorum  et  aequationum  juvarl  et 
•Xleo4i  posse  demonstratur. 

t'be  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.^  F.  R.  S.  E.,  Fellow  of 
St.  Peters  Colle^e^  and  Professor  of  Natural  Philo- 
sopliy  in  the  University  of  Glasgow.  Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  XXXVIII.  S.  558. 

Nrw  XII.  On  Principal  Axes  of  a  Body,  their  Moments  of 
Inertia,  aud  Distribution  in  Space.  t)ontinued.  By  R,  Town- 
»end.  —  Notes  on  Descriptive  Geometry.  No.  II.  ByT.  S.  Da- 
vies.  —  On  tbe  theorv  of  Elliptic  Functions.  By  A.  Cayley.  — 
On  certain  Algebraic  Functions.  By  James  Co  ekle.  —  On  Con- 
jugate Hyperboloids;.  By  Thomas  Weddle.  —  Notes  on  Hydro- 
dynamics*  By  Willtam  Thomson.  — ^  Mathematical  Note.  On 
the  maximum  or  minimum  property  of  Incident  and  Reflected  Rays. 
(No.  XIII.  will  publisfaed  on  the  Ist  of  February  1848.) 
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Schrifleii  filier  UnteiTicht»-]IIethode. 


Zwei  lesenswerthe  Aufis&tze  über  die  MjBlhode  des  miatlie' 
natischeo  Unterrichts  nebst  Proben  einer  schulmäs-. 
eigen  Entwickelung  dejr  Geometrie  von  Herrn  .Doctor 
Tn.  Wittstein  in  Hannover  finden  sich  in  Mager'^  pädago* 
giscbet  Revue.    Achter  Jahrgang.    S.  1-- 30  und  8.  297— 323. 

Die  bobereti  technischen  Schulen  nach  ihrer  Idee 
und  Bedeutung  dargestellt  und  erläutert  durch  die 
Beschreibung  der  höheren  technischen  Lehranstalten 
au  Aagsbnrg,  Braunschweig,  Carlsruhe,  Cassel,  Darm- 
stadt, Dresden,  Mfinchen,  Prag,  Stuttgart  ,und  Wien, 
von  Dr.  Friedrich  Schoedler,  Lehrer  der  Naturv^issen- 
Schäften  am  Gymnasium  zu  Worms.  Braunschweig.  1847. 
8.    20  Sgr. 

Alle  die ,  welche  sich  för  die  Organisation  und  den  Fortschritt 
der  in  unserer  Zeit  so  wichtigen  technischen  Lehranstalten  inte^ 
ressiren,  müssen  wir  auf  diese  Schrift,  namentlich  wegen  der  in 
derselben  ziemlich  ausführlich  mitgetheilten  Lehrpläne  u.  s.  w. 
einiger  der  bedeutendsten  und  berühmtesten  technischen  Lehran* 
stalten  io  Deutschland  aufmerksam  machen.  Es  sind  auch  die 
Namen  der  an  diesen  Lehranstalten  wirkenden  Lehrer,  ihre  Etats 
u.  s.  w.  angegeben,  Notizen  über  die  betreflfenden  Gebäude  bei- 
gebracht u.  s.'  w.,  so  dass  man  allerdings  aus  dieser  Schrift  ein 
recht  anschauliches  Bild  von  den  auf  ihrelh  Titel  genannten  An* 
stalten  erhält. 


Aritlimetik. 


Lehrbuch  der  Arithmetik.    Zum  G^bniuche  für  die 
oberen  Klassen  von  Gymnasien    und   höheren  Bürger- 
Band  X.  40 
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schulen  bearbeitet  von  Dr.  6.  Radicke  (^etzt  ausseror* 
dentlichem  Professor  an  der  Universität  zu  Bonn). 
Coblenz.  1847.    8.    22i  Sgr. 

Dieses  an  die  Darstellungsweise  von  Ohm  'sIch  anschlies- 
sende, aber  doch  auch  in  mehreren  Stocken  von  derselben  ab- 
weichende und  einen  eigenthüni liehen  Gang  befolgende,  Lehrbuch 
der  Arithmetik  verdient  von  deii  Liebhabern  dieser  Methode  beach- 
tet zu  werden. 

Notice  snr  une  mdthode  ^l^mentaire  de  ri^sondre  les  ^quations 
num^riques  d'un  degr^  quelcofrioiiü'  par  la  soromation  des  s^ries. 
Par  C.  A.  Agardh,  Ev^que  3e  Carfstad,  et  des  Ord.  Roy.  M.  de 
TAcid.  i.  Sc.    Caiistad.  1847.    8.    10  Sgr. 

Lo^arithmisch  -  trigonometrisches  Handbuch,  wel- 
ches die  gemeinen  oder  Brij^gischen  Logarithmen  fiir 
alle  Zahlen  bis  108000  auf  sielien  Decimalstellen,  die 
GAiissischen>Logadritihmen,  die  Logarithmen  der  triffo- 
iroinetfliTcheu  Fu^net4eiien  von-'ze4in  zu  zehn -Secnndfen 
für  die  neun  ersten  und  neun  letzten  Grade  des  Qua- 
dranten und  von  Minute  zu  Minute  für  die  übri^eo 
Gi^ade  desselb#n>  gonlome^trische  Formels  itdd  einige 
aKid^ete  mathemetlsoheTäfeiln;  die  oft  gebraucht  wer- 
den,- enthfiit.  HeT&u8geg«ben<  von  Ueinrieh  Gottlieb 
K^hter,  Dr.  PhiL  undi^rtvatdooeotenzuGOttingen.  Ste- 
rebtypausgabe  erste^r  Abdruck.  Leipzig,  Vorlag:  voa 
B^rnh.  T^uchnitz  jun.  1847.  1  Rthlr.  74  Sgr. 
'  '  Der  Inhalt  dies^  fP^ln  is«  auf  ihrem  Titel  sch«n  soanisfähr- 
KtA  ansegeben  worde^,-  dass  Weiteres  darüber  zu  sagen  nicht 
fiOfhig  ist.  Auf  das .  Rühmlichcrte  müsse«  wir  aber  ihre  ibssere 
Ausstattung  anerkennen,  in  welcher  Beziehung  dieselben  den  Ve^ 
«leich  mit  allen  andern  Tafeln  nicht  nnv  aushalten  kOnbea^  soo- 
qem  selbst  die  meisten  bei  Weitem  übertreffen,  wofür  auch  sehen 
der  Name  der  berühmten  Verlagshandiung  Unreiehend  bürgt 
Diese  Tafeln  sind  mit  Stereotypen  gedrucl^t,    und  um  sie  mit  oer 

fj^it  g£\nz  fehlerlos  «u  liefern,  hat.  die  Verlagshaodlung  auf  die 
^t^eckvog  eines  j^dep  Fehlers  einen  Preis  von  einem  Loüisd*or 
Jesetzt.  Die  llercen  Dr.  Ruhier  in  Göttingen,  Dr.  Jahn  und 
fr.. Michaelis  in  I^teipzig  sind  a^  Schiedsrichter  ernannt  und 
4ie  Fehler  sollen  dann  in  unserm  Archive  bekannt  geroacl^t  wer- 
di^n,  wozu  wir  die  Hand  zu  bieten  «ehr  gern  bereit  sind,  auch 
für  möglichste  Verbreitung  der  Bekanntmachungen  durch  roehrmali^D 
kostenfreien  Abdruck  derselben  Sorge  tragen  werden.  Jedenfalls  sind 
diese  sehr  schönen  Tafeln  auv'h  ibr<^  Iiuialtes  wegen  (sie  entbatteo 
aiich  eine  Tafel  der  natürlichen  Logarithmen,  eine  Tafel  der  Primzah- 
len, eine  Factorentafel ,  eine  Tafel  aer  Potenzen  der  natürlichen 
Zahlen  von  1  bis  100,  Quadrat-  und  Cubiktafeln  und  mehreres 
andere  Nützliche)  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  beson- 
ders zu  empfehlen.  Der  Preis  von  1  Rthlr.  74  Sgr.  ist  gewiss  bei 
der  schönen  AusstattpDj^ ' düo  niedrig^ gestdlt,  als  es  nur  irgend, 
möglich  war,  so  dass  auch  in  dieser  Beziehung  nichts  zu  wünschen 
übrig  bleibt 

Mathematische  Abhandlungen,   besonders  aus  dem 
Gebiete   der   höhern    Arithmetik   und    der   Elliptischen 
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Fufte4ijoft€ii,  VC»!!  Dn  €»/ fitsensi^iB,  Privat; fii^eciiteii  afi 
d«ff  UviferoHit  cuB^rliD.  Mit  einer  Vorrede  ron  Prof. 
Dr«  GauB«.    Berlin.  1847.    4.    a  Rthtr.  lÖ  Sgr. 

Diese  in  dem  vorliegenden  Wertet  j^esammelteh' Abhandtungen 
Bind  «chaofiruker  in  CreUe^s  ;IqHrfial  eranUenen.  Ihr  Inhalt  ist  folgen- 
der; 1.  AJl^Mnei^e  Unteraufcliuiigen  über  difi  Focmea  dnttea  6ra» 
des  mit  drei  Vartabelnj  Kelche  der  Kfeistheilung  ihre  fintotehong 
verdanken«  -^  2.  A^pUcatlnns  de  TAIgebre  a  rAfUkip<(tiqae  tran- 
scendaote.  -^  3.  Beitiäge  zur  Theorie  der  ellif^ischeD  Funetionen. 
1.  Ableitung .  dea  biquadratischeo  Ftindamentaltheorbrns  aas  der  , 
Theorie,  der  Lemniscatepfunptionen,  nebst  Bewerkaagen  au  dea 
Multi^licatioQs-  upd  Tranaloniiatioosforneln.  II.  Neaer  Beweis  der 
Addltionsformeln.  lU;  Fernere  Bemerkungen  .zo  den  Transfonna- 
tioosibrmdn.  —  4.  Notiz  über  Partialbräche.  --*  5.  TheocMaa.  — 
6.  Nene  Theoreme  der  hohem  Arithmetik.  —  7.  Beitrftge  aar  Theo* 
cie  der  elliptischen  Functionen.  IV.  Ueber  eiaen  Jdtgeitteinen  Sata» 
welcher  das  Additionstheorero  för  eltiptisohe  Functionen  als  ape-- 
ciellen  Fall  enthalt.  V.  Ueber  die  Oifferentialffleiohongen ,  %velcEeB 
der  Zähler  und  der  Nemier  bei  den  eiUptiacpe&  TranafornatioiiB» 
formein  genügen.  VI.  Genaue  Untersuchung  der  unendlichen  Dop- 
pelproduete,  ans  welchen  die  elliptischen  Functionen  als  Quotien* 
|e%  a^aftmioneogesetzt  eiod^  «ad  der  nfitihnoaf  zasammaabaDgenden 
Oapp^Niheu  (als  eilie  neue  Begtündangswaise  •  der  ^Thi^orle  der 
eUipti^beo  Feactionaa»  tail  .basonderet  BeMoliaicfatigamt  ihrer 
Apatogie  za  deo  Kreiafunctionen).  «— .8.  An^abea  und  Itenraftlae. 

Ziir  Theorie  der  Eulerschen  Integrale.  Von  M.  A. 
•Siern.  Abgedruckt  aus  den  Göttiqger  3tu.dieo.  1847. 
6btängen/1847.    8.    7i  6gr.  "=!    . 

Diese  Abhandlung  enthält  theils  neue  Ableitungen  schon  he- 
Itanntei*  Sätze  von  den  Euferscben  Integrfden,  theus  ganz  neue 
Sätze«  theils  Verallgemeinerungen  bekannter  Sätze,  und  raass  den 
Mathematikern  sehr  isur  Beachtung  erapfohl/ein  werden.  Ihrep  In- 
lialt  ausführlicher  anzugeben ^  ist  leider  an  diesem  Orte  nicht  mög- 
lich/weil  dazu  ein  zu  grosser  Raum  in  Anspruch  genommen  wer- 
den würde,  auch  zu  viele  Formeln  hierher  |[esetzt  werden  müsM- 
feiij.was  dem  Zwecke  der  Literarischen  penchte  nicht  entspricht. 

Otto«  F.»  Beitrag  zQ  den  Anleitungen  zur  Integration  der  Dif- 
ferential- oder  Ableitnngs-Gleichnngen.  A.  u.  d.  T.  Erste  Fort- 
Mtzufig  der  Bemerkungen  über  den  Eiiifluss  der  Umdrehung  der 
AfttHerle- Geschosse  auf  ihre  Bahn,    4.    Neisse.  1847.    4i  Rthlr. 


Cteometrie« 


.Leitfkden  d^r  Elementar -Geometrie   fOr  die  oberen  Cfasaen 
^iniir  Bilrgerscliule.    Berlin.  1847.    27  Ngr. 

JUehfbBch    der    reinen    ElementaT- Geometrie    zum 
^f-fen-tlicheo    Gebrauche   und    Selbstunterrichte.     Her- 
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iiu«geg€b«ti  von  Joseph  Saiomon,  Professor,  am  L  k. 
poWteobnibchen  Institute  in  Wien.  Dritte«  dnrchans 
verbesserte  Auflage.    Mit   vielen  in   den   Text  •inge« 

druckten  Holzschnitten.    Wien.  1847.    8.    3  Rtbir. 

i 

Ein  in  der  diitten  Auflage  erscheinendes  Lehrbuch  hedarf 
keiner  Empfehluae  mehr.  Da  das  Buch  zunächst  ttlr  den  Unter- 
richt am  k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien  bestimmt  ist,  so 
ist  es  ganz  recht,  dass  der  Herr  Vf.  die  neueren  Forschungen  auf 
dem  6ei»iete  der  Geometrie  nur  so  weit  berücksichtigt  nnd  be- 
nutzt hat  9  als  sie  ihm  (iGlr  den  angehenden  Techniker  nOthig  und 
ntitzlich  erschienen ;  denn  man  darf  in  diesen  Dingen  —  ein  Feh- 
ler, in  den  man  wegen  des  grossen  Interesses  des  Gegenstandes 
nur  zu  leicht  verfallt,  —  auch  nicht  zu  weit  gehen.  Hesondera 
Technikern  ist  dieses  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  und  der 
^Stereometrie  seiner  Deutlichkeit  wegen,  und  we^en  der  sehr  ver- 
ständigen Berücksichtigung  der  Bedörfnisse  der  Techniker,  recht 
sehr  zu  empfehlen ,  und  verdient  in  einem  möglichst  weiten  Kreise 
bekannt  zu  werden.  Auch  die  in  den  Text  gedruckten»  sehr 
deutlich  ausgeluhrtbn  Holzschnitte  gereichen  dem  Buche  zur  Eni- 
pfdilung. 

Leichtfassiiche  und  strenge  Begründung  der  in  der 
Elemen<tar  «-  GeoB»etrie  vorkommenden  Propertioneo. 
Von  Dr.  A.  Hohl,  ansserordentliohem  Professor  der 
Mathematik  an  der  K.  Universität  Tdbingen.  (Mit 
einer  lithographirten  Tafel.)    Tübingen.  1847.   8.    18  Sgr. 

Diese*  Schrift,  mit  welcher  der  He^  Vf.  der  altem,  die  In- 
comniensurabiiität  der  Grossen  berücksichtigenden  Behandlung  der 
Elementar -Geometrie  wieder  mehr  Ein|^ang  zu  verschaffen  beab- 
sichtigt, enthält  in  drei  Abtheilungen  eine  grundrissliche  Darstel- 
lung der  allgemeinen  Grussen-Lehre,  die  allgemeine  Proportionen- 
Lehre  und  deren  Anwendung  in  der  Elementar  -  Geometrie.  Auch 
wir  sind  der  Meinung,  dass  neben  den  neueren,  möglichste  All- 
gemeinheit erstrebenden  geometrischen  Forschungen  die  euklidische 
Geometrie  oder  vielmehr  überhaupt  die  Geometrie  der  Alten  fort- 
während sorgfältig  studirt,  und  dass  namentlich  beim  gelehrten 
Schulunterrichte  aer  Unterricht  in  der  Geometrie  immer  vorzugs- 
weise auf  dem  von  den  Alten  uns  vorgezeichneten  Wege  behan- 
delt werden  muss,  wenn  derselbe  wirkliche  Früchte  tragen  soll, 
wobei  Immer  zugleich  auch  die  neueren  geometrischen  Forschun- 
gen^ so  weit  es  der  Zweck  des  Schulunterrichts  zulässt,  gebüh- 
rende Berücksichtigung  finden  können.  Wenn  wir  daher  auch 
diese  Schrift  den  Liebhabern  der  altern  Geometrie  empfehlen,  so 
hätten  wir  doch  j^ewünscht,  dass  der  Herr  Vf.  bei  der  Erklärung 
der  Proportion  sich,  ganz  an  Eukiides  gehalten  und   sich  nicht 

gleich  von  vorn  herein  mehr  der  neueren  Definition  angeschlosseo 
ätte.  Legt  man  nämlich  die  Euklidische  Definition  zum  Grunde, 
so  wird  die  Schwierigkeit  wegen  der  Incommensnrabilität  bei  der 
Theorie  der  Proportionen  mit"  einem  IVIaleganz  beseitigt  und  er- 
fordert gar  keine  Berücksichtigung  weiter;  und  zu  zeigen,  dass 
vier  Grossen,  die  im  euklidischen  Sinne  in  Proportion  stehen, 
dami  jedeneeit  auch  im  Sinne  der  Neueren  proportional  awlid,  ntt 
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terliegl  bekanntlich  gar  keiner  Schvfierigkeit  Wenn  dies  auch 
schon  oftmals  bewiesen  worden  ist,  so  ni5chten  doch  die  fol^n- 
den  Bemerkungen  über  diesen  fiir  die  Geometrie  nicht  unwichtigen 
Ctegcnständ  hier  nicht  am  unrechten  Orte  sein. 

Die  Grossen  A,  B  sowohl/  als  auch  die  GrSssen  A' ^  B 
seien  gleichartig.  Dann  sind  diese  Tier  Grossen  im  Sinne'  des 
Euklides  proportional,  d.  h.  es  ist  A:B=:A':B'f  wenn,  indem 
m  und  A  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  ^anze  Zahlen  maa 
auch  f)Dr  m  und  n  setzen  mag,  immer  gleichzeitig 

>  > 

mA=:nB,  mA':=nB- 

<  < 

ist,  so  dass  sich  nämlich  die  oberb,  mittlem  und  untern  Zeichen 
stets  auf  einander  beziehen. 

Cm  nun  zu  zeigen,  dass  die  vier  in  diesem  Sinne  nroportio- 
oalen  Grossen  A,  ß;  A' ^  Bf  jederzeit  auch  im  Sinne^  aer  Neue- 
ren proportional  sind,  kann  man  auf  folgende  Art  scblies^n. 

Wenn  zuerst  A  und  B  commensurabel  sind,  so  giebt  es  ein 
ffemeinschaftliches  Maas»  dieser  beiden  Grossen,  welches  wir 
durch  if  bezeichnen  wollen,  so  dass,  indem  ^,  v  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 


Ist    Weil  nun 


ist,  so  Ist 


vA=iivlU,  (iB^iivM 
vA  =  fiÄ, 


nnd  weil  die  vier  Grossen  A^  B\  A'^B  nach  der  Voraussetzung 
im  euklidischen  Sinne  proportional  sind,  so  ist  nach  dem  Obi- 
gen auch 

vA'  =  f*B'. 
Setzen  wir  nun  der  Kfirze  wegen 

also  il'=fiiir,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

vA'  =s  fdB'  =  n^vM'^ 

also  B'csyJf';   und  es  ist  daher 

il=fiilf,  B^vMy  A'=füV,  B=vM'; 

woratiii  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  im  Sinne  der  Neueren 
die  vter  GrOssen  A,  S;  A',  B'  proportbnal  soid,  oder 
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Wenn  ferner  A  und  B  ineei»«ief}8iirabel  äiild»   «o  seUe 
indem  fi  eine  ganze  Zahl  bezeichnet  ,^^ 

4~llM-    :       \  /'•"'•    ," 

dbnb  i^ird  man,   indem  aueh  v  eihe  gewtsäb  ganze^Zahl  b^eleb- 
net,  jederzeit 

SU  setzen  berechtigt  sein.  •  Weil  nun 

und 

j»vilf<ftjB<|*(i/+l)Jf 
oder 

ist,  «o  ist 

d,  i. 

vA<f^B<i(v+l)A, 

und    folglich,    weif  nach    der  Voraussetzung  die  Grosseo  A,  B; 
AI i  B'  im  .euklidischen  Sinne  proportional  sind,  auch  gleichzeitig 

Also  ist  güicfaeeitig  <  ^     ■* 

V  ^B  ^v+1 


<A< 


-»- 


ond  es  sind  folglich 


B     ^  & 


immer  swischen  denselben  GrämDtk  •  -    :'v  •        -^ 

enthalten.'  49er "Unti^Ysobied.  cR^sef  G^nzeif  ist ^  "' 
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und  kann,  iveil  man  f»  offenbar  beliebig  gross  anzunehmen  berech- 
tigt iat»  beliebig  klein  gemacht  werden.    Daher  lassen  sich  also 

B      .ff 

immer  zwincheo  denselben  einander  beliebig  nahe  kommenden  Gr&n* 
sen  einscbliessen,  d.  k  die  hh  oukKdiscbeH  Sinne  proportionalen 
Grossen  A;  B\  Ä' ^  B'  sind  auch  im  Sinne  der  Neuern  proportional. 
Wenn  also  die  Grossen  A^  ß;  A',B*  im  Sinne  des  Euklides 
proportioDal  sind,  so  sind  dieselben  auch  jedet^eit  im  Sinne  der 
Neueren  proportional. 

Stellt  man  nun  die  Lehre  von  den  Proportionen  ganz  im  Sinne 
des  Euklides  dar,  t^odurch  die  Schwierigkett  \vegen  der  Incom- 
mensurabilität,  auch  bei  den  An^rendühgen  derseilien  auf  die-  Geo- 
metrie, mit  einem  Male  sanz  beseitigt  wird,  und  des  Falls  der 
lucommensurabilität  gar  nicht  vreiter  gedacht  zu  werden  braucht^ 
so  lässt  sich  durch  die  obige  oder  eine  andere  derselben  «ahnliche 
Darstellung  die  in  diesem  ^inne  dargestellte  Lehre  von  den  Pro« 
Portionen  mit  den  neueren  Ansichten  fiber  diesie  Lehre  leicht  in, 
VerbinUung  bringen,  und  dadorch  die  fär  din  neuere  Mathomatilc 
natiirlich  sehr  noth wendige  Verbindung  der  Geometrie  mit  der 
Arithmetik  auf  der  Stelle  vermitteln. 

Wir  sind  daher  auch  gegenwärtig  der  Ansicht,    dass   diese 
Darstellungsmethode  der  so  wichtigen  Lehre  von  den  Proportionen, 
die  beste  und  namentlich   für   den  Schulunterricht  die  zweckmäs-' 
sigste  ist,  empfehlen  aber  nochmals  das  Buchlein  des  Herrn  Tfs. 
den  Liebhabern  d^r  Geometrie  der  Alten,  zur  Beachtung. 

Rössler»  H.,  Die  darstellende  Geometrif .  -  $^  A^flai;^.! 
Darmstadt  1847.    IRthlr.  .  i  r 

' '.  Wolff^  F.,  Die  beschreibend! 'Geometrie,  die  ^meiriseW 
Zeiehenknnst  und  die  Persbective.  2te  Aufl.  gr.  8.  Berlin.  1847r 
4%Rth!r.       ,  ^  ^ 

•  Ausführliches  Lehrbuch  der  analytischen  oder  buV, 
p^rn  Geometrie  zum  Selbstunterricht'  Von  ti.  B.  L^b-' 
sen.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Hau« 
b«rg.  i^.    8.    1  Rthlr.  10  Sgr.  •  , 

Die  ttatB  Auflage  dieses  tut  grosser  Deiltlickheit  und  An^ 
scbattliddceit  vetfasatcn  Lehrbncbs  ist  von  uns  im  Literär.  fi^r.i 
Nr.  V.  S.  78.  angezeigt  und  gebührend  empfohlen  worden.  WMf 
freneouns,  unsere  damalige  Empfehlung  aurch  das  Erscheinen 
dei*  türliegenden  ,^  Dicht  wesentlich,  utn^estalteteii ,  aber  allerdings 
vermehrten  und  verbesserten  a^weiten  Auflage  gerechtfertigt  zu 
sehen,  und  wünschen  recht  sehr,  dääs  dieses  ^uch  fortmhren' 
niSge,  durch  seine  grosse  Deu.tih?hkeit'  der  analytischen  Geometrie 
(In^  neueren  Sinne)"  immer  mehr  Freunde  zu  gewimien ,  und  ztmi 
eUrigen  Studium  dieses  auch  für  die  praktische  Anwendung  h6 
wichtigen  Theils  der  Mathematik  immer  mehr  anzuregen. 
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Fletschaos)  K.,  der  ausfibende Geometer.  gr.8.  Prag.  1848. 
27  Ngr, 


Astronomie. 


Der  Weltenbau/  seine  Entstehung  und  wusderba- 
re^n  Harmonien.  Populär  dargestellter  Inbegriff  der 
vorzüglichsten  astronomischen.  Entdeckungen  des  Job. 
Gottlieb  Schimko»  Doctors  der  Medicin,  Physikus  der 
KunigL  Hauptstadt  Olmiitz.    Wien.  1847.    8.    20  8gr. 

Auf  eine  nähere  Angabe  und  Prüfung  dieser  vermeintlicbeD 
astronomischen  Entdeckungen  können  wir  uns  hier  nicht  einlasseo. 

Deutschlands  vorzilglichste  Sternwarten.  Aus  C.  L. 
V.  Littrow's  Kalender  fflr  alle  Stände  (1848)  besonders 
abgedruckt.    Mit  7iCupfertafeln.    Wien.  1848.    8.    8  Sgr. 

Diese  interessante  kleine  Schrift  enthält  die  Beschreibung  der 
Sternwarten  zu  Gotha  (Seeberg),  Gottingen,  Königsberg,  München, 
Hamburg,  Berlin,  Bonn,  mit  Abbildungen  dieser  sämmtfichen 
Sternwarten.  Einige  populäre  Betrachtungen  Ober  den  Nutzen  der 
Astronomie  sind  der  Beschreibung  dieser  Sternwarten  angehängt. 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  dl  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  prima.  17U2— 1802.  Tomo  quarto. 
1799—1800.  Vienfia.  1846.  4.  Tomo  quinto.  1801-1802. 
yienna.  1847.  4.  Auch  unt^  dem  Titel:  Annalen  derk.k. 
Sternwarte  in  Wien.  Mach  dem  Befehle  Seiner  k.  k. 
Majestät  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben  tod  C. 
L.  von  Littrow,  Director  der  Sternwarte  und  o.  o.  Pro- 
fessor der  Astronomie  an  der  k.  k.  Unrversität  zu  Wien 
u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte.  27ster 
Theil.  Neuer  Folge  7r  Band.  Wien.  1846.  4.  Enthal- 
tend Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jahren  1799  u.  1800. 
—  28ster  Theil.  Neuer  Folge  8r  Band.  Enthaltend 
Piazzis  Beobachtungen  in  den  Jahren  1801  und  1802. 
Wien.  1847.    4. 

Die  drei  ersten  Theile  dieses  wichtigen  Werks  sind  im  Litera- 
rischen Bericht  Nr.  XXJil,  S.  464.  und  Nr,  XXXV.  S.  521.  ange- 
zeigt worden.  Indem  wir*  unsere  Freude  über  den  rasdben  Fort- 
gang dieses  Unternehmens  von  Neuem  aussprechen,  wirdesjetrt 
eeniigen ,  wegen  der  Bedeutung  und  Tendenz  desselben  die  Leser 
aes  Archivs  auf  jene  beiden  Anzeigen  zu  verweisen. 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  1848.  Ver- 
zügilch  zum  Gebrauch  der  Seeleute   herausgegeben  ven  HemBaan 
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Karsten,  Dr.  PUL,   Prvf.  der  Mateawtfk  mni  Pliyaik  an  der 
CnArenitit  Rostock.    Neunter  Jahrgang.    Rostock.   10  8gr. 

Weisse,  M.'i   pesWones  mediae  steHamm  fixamm  lo  aoni« 
RegiomoBtanis.    gr.  &    Petropoli.  1846v    5  RtUr. 


PMy  flilL. 


AnfangsgrfiDde  der  Physik  fQr  den  Unterricht  in 
d€n  oberen  Klassen  der  Gymnasien,  so  wie  auch  für 
gebildete  Leser  überhaupt,  von  Karl  Koppe,  Profes- 
sor und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest,  Mit  zahl- 
reichen, in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten* 
Erster. Theil.    1847.    8.    20  Sgr. 

IKe  Lehren  der  Physik  sind  in  di^eai  anf  zMrel  Theile  he- 
pechneten  Buche  in  drei  AbtheUnngen  vorgetragen,  nämlich: 

Einleitung.  -^  £rife  Abtheilung.  Mechanische  Er« 
8 eh e i  n  u n  ge n.  Erster.  Abschnitt : .  Mechanische  Eigenschaften  der 
Körper  im  Allgemeinen.  Zweiter  Abschnitt :  Mechanische  Erschei- 
nungen fester  Körper.  Dritter  Abschnitt:  Mechanische  Erschei- 
nungen flüssiger  KOrper.  Vierter  Abschnitt:  Mechanische  Er- 
scheinungen luftförmiger Körper.  —  Zweite  Ahiheilung.  Che- 
mische, magnetische  und  electrische  Erscheinungen. 
Fünfter  Abschnitt:  Chemische  Erscheinungen.  Sechster  Abschnitt: 
Magnetismus.  Siebenter  Abschnitt:  Electricltät  —  Dritte  Ab* 
täeiluna.  Schall,  Licht  und  Wärme.  Achter  Abschnitt: 
Vom  Schalle.  Neunter  Abschnitt:  Vom  Lichte.  Zehnter  Ab- 
•ehoitt:    Von  .der  Wärme. 

Der  Torüegende  erste  Thell  enthält  die  ersten  acht  Abschnitte, 
der  zi^eite  Theil  wird  den  neunten  und  zehnten  Abschnitt,  näm- 
lich die  Lehre  ^om  Lichte  und  von  der  WärAie  enthalten. 

In  der  Vorrede  sagt  der  Herr  V£;  „Dieses  Lehrbuch  unter- 
scheidet sich  von  der  Mehrzahl  der  physikalischen  l^ehrbücher 
gleichen  Umbngs  in  dem  Umstände,  as^ss  iif  d(;nif;eU)e^  die  Na- 
turerscheinungen, sowohl  die  soeenannten  Metepre,  welche  durch 
die  ungestörte  Wirksamkeit  der  jNatur  herbeigeftihrt  werden,  als 
andi  die  durch  die  menschliche  Thätigkeit  im  gewöhnlichen  bür- 
gerlichen Leben  veranlassten  Naturprocesse,  vorzugsweise  berück-^ 
sichtigt  sind.  Von  den  Lesern,  welchen  der  Verfasser  dieses 
Lehrmieh  hanptsäcUich  bestimmt  hat^  steht  den  wenigsten  die 
Benutaiung  kostbarer  Ipstrumente  zu  Cie|>ote.  Dasselbe  sUt  auch 
ran  der  bei  Weitem  «grösseren  Za)il  4^t  SchiJer  nach  ihrem  Ein- 
tritAe  in's.  bürgerliche  Leben,  als  Geistliche;,  Richter,  Aeczte, 
Ue;  A.  w«  Alle  aber  sehen  sich  täglich  und  stündlich  von  den  man- 
nigfaltigsten Erscheinungen  umgeben,,  in  denen  die  geheimen 
Kräfte  der  Natur  ihre  Wirksamkeit  offenbaren.  Diese  Erschekun- 
gen  ntaB:  unter  bestimmte  Gesetze  zusammenzufassen  und  so  in 
die  Mminigialtigkeit  derselben  Ueberai^ht  und  Znscunmsnbsog  m 


Digitized  by  VjOOQIC 


bitegeD,  «laUbt  der  Vorfim^  ätedMv^ei^te.aM»  iMclL.w«MMni 
derselbe  bei  AbfaMiing  dieses  Lebrbuehs  für  setii0  Lesisp  «sd 
Schüler  gestrebt  hat^  und  die  Erweckuog  des  Sinnes  und  die  Be- 
OUgong  filr  Tcörstäsdige  Naturbeohachtung  jds  das  z weile  *be«0icb- 
nen  zu  müssen«  D4g4gen  hat  auf  soldbe  JLeser^  H-eklMiiWV  Ali»* 
Übung  eines  bestimmten  Berufes  oder  Gewerbes  gewisser  ph^si- 
kaliseber  Kenntnisse  bedürfen,  eine  besondere  Rücksicht  nicht 
genommen  werden  können»'' 

„  Ceberail  ist  in  dQii|;/li#irft|u6|le  0|>n^n  Erscheinungen  ans- 

fegangen,  und  erst,  nachdem  das  *Tliatsächiiche  fes^estellt  wor* 
en,  sind  auch  die  zur  Erklärung  yersuchten  Hypothesen  mitge- 
theilt,.  um  einerseits  dem  eigenen  Urtheile  des  Schülers  oder 
L^^ers  nicht  Vorzugreifen/  und  um  andererseits  denselben  zu  ge- 
Y^'tfhneo,  die  Naturerscheinungeii  ohhe  vörg^fasste  Meinuri^en  zu 
Beobachten.  '  Die  Geschichte  '  der  Wisseni^chaft  liefert  nur  zu 
zaMf(;iche  Beispiele,  wie  das  umgekehrte  Verfahren  das  AufBn- 
dS^h  der  Wahrheit  erschwert:  und  die  Fortschritte  der  Wissenschaft 
aufgehalten  hat" 

,;Da  das  Lehrbuch  fM*' dfe  «rste  Einfilhnmg  indie  Wi^en* 
Schaft  bestimmt  ist,  So  bat  sich  der  Verfasser  in  dem  eigenifiefcen 
Tf iftis-»  welcher  die  Hauptgesetze  und  die  wichtigsten  Erscbeinun- 
^ef)  behandelt,  deren  Eusnptniss  jedem  GebiTdeten  wunschenswerth 
ist,  der  mdeltchstett  Deutlichkeit  und  Fasslichkei^  befleissigt.  Das 
minder  Wi(£tiee  oder  vielleicht  nur  für  einen  Theil  der  Schüler 
oder  Leser  Verständriohe  ist  in  den  Anmerkungen  behandelt 
Dies  gilt  insbesondere  auch  von  den  mathematischen  Ableitungen, 
da  es. eben  so  unbillig  als  unpädagogisch  sein  würde,  einen  Schfi- 
tar  deshalb,. weil  er  in  der  Mafhematik  zurückgeblieben  ist,  auch 
von  den  Fortschritten  in  der  Physik  ausschliessen  zu  wollen. " 

Wir  haben  im  Vorhergebenden,  den  Herrn  Vf.  seihst  reden 
lassen,  weil  wir  glauben,  dadarch  die  Grundsätze,  von  denen  er 
bei  der  Abfassung  dieses  neuen  Elementarlehrbuohs  der  Physik 
geleitet  worden  ist,  den  Lesern  des  Archivs  am  besten  vor  Augen 
^gen  zu  können.  Im  Allgemeinen  können  wir  auch  diesen  Grund- 
sätzen unsern  Beifa!!  nicht  v^rsap^en,  und  sind  der  Meinung,  ds^s 
sich  dieses  Lehrbuch  durch  Einfachheit,  Deutlichkeit  und  ße* 
stimmtheit  der  Darstellung  vor  vielen  andern  Elementarlehrbüchern 
der  Phvsik  vortheilhaft  aqszeicbnet^  weshalb  wir  dasselbe  auch 
i^  den  tJänden  recht  vieler  Leser  und  Lehrer  zu  sehen  wünschen, 
so  wie  denn  der  Herr  Vf.  auch  namentlich  filr  den  Schnlunterricbt 
eine  zweckmässige  Auswahl  der  vorzutragenden  Lehren  getroffen, 
nbd  sich  mit  Recht  nicht  darauf  eingelassen  hat,  alle  neueren 'Er- 
findungen aufzunehmen  oder  bloss  anäsudeuten,  wie  dies  in  vielen 
ändern  physikalischen  Lehrbüchern,  selbst  in*  solchen,  die  allge» 
itietnl^ren  Beifall  gefunden  haben*,  oll  in  iiehr  ^erfläcMIchier  Wefs4 
geschieht,  trm  sich  nur  dä^  An^ehetf  möglichster  Vollstftndigkett 
2^  gdben;  Wodurch  der  iLe^ef  aoe^  tiu^  Notiiien'  erhflk, 'dhltij  ^Mi 
eine  völlig  gründliche  Einsicht  in  die  etgentliebe  NMir  der  betraf« 
fenderi  Gegenstände  vef^chäffie^  una  aneignen  zu  können.  Was 
die  tnstheniätisc^e')  PaMjeeü  d^^  Vdrliegenden  Buclls  betritt,  ^ 
glatibep  wir  freilich,  dass  wenigstens  rar  die  Schüler  der  beiden 
db^n  Klassen  der  hOheren  Lehranstalten  sieh  etwas  tieflir  ond 
Mt  ^friksMmt  ^SCtoge  ^tt  Werke  gebende  raatbeiufiMil^' Oisrstel* 
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ItttiMtt^pbjriAkarificber  Lebten  sehr  w»il  ieigne»  imil'TM^wMieiil- 
IM^iii  ^ata^D  fflr  die  raatb^batiecbe  utid  physlloilhAe  koMh 
dttüg  der  ecbon  weiter  iFOtreechrittenen  ScbCKer  MWd.  Jedoch 
ibl»ttei>'«vfeM  in  diefaer  Bedebutiff  In  d^  Orfftunlei^e  uwlerer 
Lehranstaiten  mancbe  schwer  zu  beeeitigeiide  BltideriilMe>  liegeei 
und  ausserdem  fragt  es  sich,  ob  solche  strengere  mathematische 
DarsteUungesiiphysikalisdier  Lebten. nicht 'hessin*:  ratti jdent /iilitbe« 
mali^ebdn  Untcrtichte,  «dir  geei^netdn  SteUeo»-  ali  mit  demt^ifseh 
ftaüschen  Untbtrichftdlzu  A^rbindeD^indy  se  dass  also  durob  die 
öb%e  Benserkinig  kein  bästimäktsr  Tadel  des  vdrliegdnden ,  flheri 
dies  auch  zi^ieieh  ßlr  f(ebildete  Leser  fiberhau^t  —  die  levdetf 
immer. noch  .meistens,  vdc  -alles  Mathematik  zuriicksdhredke*  -rn 
bestimmten  Lehrbuchs,  dessen  zweitetn.  Theile  wir  tnit  Vei-Iangea 
entgegen  sehen,  ausgesprochen,  sein  soll.  l)\§  in  den  Te^t  ein- 
georttckten  Holzschnitte  entsprechen  Ihteitt  Ztf  ecke  recht  W6|il.    , 

Vieth,  6.  U.  A..  GrnhdHs»  der  Physik  fdr  Schulen.  Drittd 
Auflage:    Herai/sgegcben  ron  F.  ti5t2.   8.   2erbst  1847.  ViRfhIr: 

';l>hyslkarrschc  Örlefe  für  G^bÜd^te  aller  StSnde, 
vWli  Lednhai'd  Euler  und  Dr.  Johann  MftMer,  Professor 
döV  Phvisik  und  Technologie  an  der  üniVersitÄt  zii 
Pi^eibtirg  im  ßr.    Stuttgart.  1848.^  8.    1  Hthlr.  24'  S^r.      ^ 

Wir  freuen  uns.  Eulers  durch  wahre  Popularitfit  sich  aus« 
zeidinende  Briefe  an  eine  deutsdie  Prhieltosiii  ni  «lehr  atostfindiger 
iiitsBerer  Ansstatteng  wiedev  in's  Pebllbam  .^bbsacht,  und  mit 
einem  iSiip)4emente,  welchen  die  udueiartte  Er j^faoisse  äed '  Bereit 
cberungen  «ier  Physik  rgleicblalle  in  Brie/form  behaDdolt,  ins  Herm 
Professor  Müllers  eewandter  Feder,  bereichert,  zu  sehen.  Pass 
Eulets  pbSlÖQSopfaische'Bt'i^e  Vreegefassen' woruieD  sind,  ist  ganz 
recht,  da  diese  bekaiintltchdfe  siitm'Ülcbste'Pärt?^  des  .sonst  tretl^ 
Rehen  Buchs  au5tmachen.  Dass  aber  .Cöndorcet'ii  L<^brede  au^ 
Eufer  beig(ifögt  dnd  mit  derselben'  In  dem  Buche,  der  Anfang 
gemacht  worden  ist,  verdient  besondern  Dä^ik.  Mit  der  dabkbi&]ß 
st^  Erinnerung  an  die  vielfache  Beiehrung,  die  wir  selbst  frCfh^ 
hei  nnsem  physikalischen  Elemefntafstudlen  4tf^  diesem  Buche 
ges<^hl>pft  hkb^n,  empfehlet?  wir  dassdbe  aiis  v^^llkömmenster 
Deberzeugung alleri  Lesern,  vi^elchiö  nicht  eihe Idnn^etir^iche  Spradi^ 
und  län^e  Tiräden  aber  die  Offeübarting  der  Weisheit  des  »cb&p* 
teik  m  d^r  Etnrichtung  der  Natur,  aber  eine  n'ficbteme  wahrbaTO 
Belehmug  über  \dle  in '  der  Natur  vorkofimendeb  Erscheinungen 
suchen  und  .  iieV^b.  Möge'  da;^  treffÜcHe  Buch  'auch  in  seiner 
heuert  Gestalt  alleh  von  'dem  verdien t|^  Herrr('HeriJ6s]^ber/än9 
det  Terlagsbandlnng  beabsfcfatijHen  Nntzeri,  im  r^ichs^en  Maasse 
stiften!  Wir ' wiissten  in  der  That  kaum  Mb.hfesser^s 'po|)ulaniii 
Lehrbuch  der  Physik  als  das  vorliegende  zu  nennen. 

Die~  Erhaltung  der  Kraft, «eine  physikalische  Ab- 
handlung, \OT*!f«EgHJlni^  phVsikall. 
sehen  Gesellschaft  zu  Berlin  am  23sten  Juli  lo47  von 
Dr.  H.  Relmholtz.    Berlin.  1647.    8.    tO  Sgr. 

Del"  AAalt  dieser  lesenswertheo  AIHiandtimg  ist  fcfgender: 
Bhileitiiti^.  «^4.^  Da»  PHüclp  dfer  Erhaltung  d^rleheodigeiv  Kraft; 
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-;*  liv  Das  PrioGi^  der  Etbdlung  der  Kraft.  —  Hl.  BkfAameO' 
dun«  des  Pritadps  ib  denmechanisciiefi  Theoremen.  — -  IT.  Das 
KrafuU|uiv^eDt  der  Wftrme.  —  V.  Das  Kraftäquivalent  der  elec» 
Irisebea  Vei^gäa^  «^  VL  Kraftäi|uivaleDt  des  Maignetisnias  und 
Electroiaagnetismus. 

Das*' Alkoholemeter  und  dessen  Anwenduns*  .Ein 
Hafidbaclifür  Eichangsbeb5rden»Steaerbeamte,  lostro* 
»entenmacher«  Brennereibesitser,  Destillateare  uod 
für  Gewerbtreibende,  die  sieb  mit  dem  Spiritnshandel 
befaissen.  Herausgegeben  von  dem  Director  der  K5* 
nielicb  Prenssiscben  Normal-  Eichungs-Kommission 
A.  R  W.  Brix.    Berlin.  1847. 

Diese  kleine  Schrift  verdient  aiien  denen,  welche  sich  mit 
der  Construction  und  der  genauen  Anwendung  des  Alkoholometers 
bekannt  machen  wollen«  recht  sehr  empfohlen. asu  werden.  Die- 
selbe enthält  nicht  bloss  eine  sehr  deutliche  Darstellung  der 
Theorie ,  sondern  auch  Anleitung  zum  praktischen  Gebrauche  nebst 
den.n6thio;en,  von  dem  Physico-Matheraatiker  Herrn  Dr.  W.  Brix 
neu  berechneten  Tafeln,  und  berflcksichtigt,  was  besonders  ber- 
vorgehoben  werden  muss,  äb^all  geborig  die  bekannte  sogenannte 
Contraction  bei  der  Mischung  von  Alcohol  nnd  Wasser  mit  ein- 
ander. 

Letchtfassliche  Darstellvng  der  Meteorologie.  Von 
August  Kunzek,  Professorder  Physik  nnd  angewand- 
ten Mathematik  an  der  Universität  su  Lemberg.  Mit 
viielenxilographirten  Abbildungen.  Wien.  1847.  8.  IThlr. 

Wir  kunnen  dieses  Buch  einem  Jeden,  wer  sich  in  kurzer 
Zeit  über  die  Hauptsätze  der  Meteorologie  mit  mugüchster  Deut- 
lichkeit belehren  will,  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  sehr 
empfehlen.  Es  siod,  um  dasselbe  vollkommen  verstehen  zu  kön- 
nen, nur  einige  wenige  ganz  elementare  mathematische  Vorkennt- 
nisse, und  selbst  auch  nur  ein  sehr  geringes  Maass  physikalischer 
Vorkeni^tnisse  erforderlich,  weil  der  Herr  Vf.  es  sich  hat  angele- 
gen sein  lassen,  die  Sätze  der  allgemeinen  Naturlehre  jederzeit 
«m  Anfange  der  Kapitel  der  Meteorologie,  wo  sie  zur  Anwendung; 
kommen,  zwar  kurz,  aber  fiberall  mit  vollkommener  Deutlichkeit 
an  erläutern.  Je  wichtiger  eine  genauere  Bekanntschaft  mit  der 
Meteorologie  von  Tage  zu  Tage  ftir  die  verschiedenen  Klassen  der 
Gesellschaft,^  namentlich  Rir   den   Landmann  wird,   desto   mehr 

5 einsehen   wir  diesem    mit   grosser    Verständlichkeit    verfassten 
liehe   eine    möglichst   allgemeine  Verbreitung,   die  ihm  gewiss 
auch  nicht  fehlen  wird. 


Femüsclite  Schriften« 


Populäre  Vorlesungen  Ober  wissenschaftliche  Ge- 
genstände von  F.  W.  Bessel,    Nach  dem  Tnde  des  Ver- 
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taufte»  h^raiisffesebeii  roo  H.  C.  Bebmnaaker.     ■am* 

fcurg.  1848.    8.    3  Rthir. 

Der  Inhalt  dieser  Vorlegungen  ist  folgender.  I.  Ueber  deä 
gegenwärtigen  Standpunkt  der  Astronomie  (diese  VorJesong  ist  am 
2ten  März  j832  gehalten).  —  2.  lieber  das,  ivas  uns  die  Astro- 
nomie von  der  Gestalt  und  dem  Inneren  der  Erde  lehrt.  ^  ^3.  Ueber 
die  physische  Beschaffenheit  der  Uimraelsköruer.  —  4.  Ueber 
den  Uailey'sclen  Kometen.  —  5.  Von  den  Erscneinungen,  welche 
der  Halley^scne  Komet  gezeigt  hat.    —   6.    Ueber  Flut  und  Ebbe. 

—  7.  Messung  der  Entfernung  des  61.  Sterns  im  Stembilde  des 
Schwans.  —  8.  Ueber  Maass  und  Gewicht  im  Allgemeinen  und 
das  Preussiscfae  Längenniaass  im  Besonderen.  —  §,  Ueber  den 
Magnetismus  der  Erde.  —  10.  Ueber  Wabrscheinlichfceits- Rech- 
nung. —  11.  Ueber  die  Verbindung  der  astronomischen  Beobach- 
tungen mit  der  Astronomie.  —  12.'  Gleichgewicht  und  Bewegung. 

—  13.  Astronomische  Beobachtungen.  —  14.  Oerter  der  Fix- 
sterne an  der  Himmelskugel.  —  15.     Ueber  den  Mond.  ' 

Dass  diese  zum  Theil  schon  an  anderen  Orten  bekannt  ge* 
machten,  anm  Tbeil  aber  hier  zum  ersten  Male  ffedmckt  erschei- 
nenden Vorlesungen  einen  reichen  Schatz  von  Belehrungen  eot- 
Imllen,  versteht  sich  von  selbst,  und  Herr  Coilferehzrath  Scha# 
macher  hat  sich  jedenfalls  uro  viele  Leser  ein  grosses  Vca^dienst 
erworben,  dass  er  sich  der  Herausgabe  derselben  unterzöge»  hat 
Ganz'  besondeis  bemerkenswerth  ist  en;  dass  Bessel  in  der  am 
28.  Februar  1840  gehaltenen  Vorlesung  Aber  die  Votbindung 
4«r  astronoroiscben  Beobachtungen  mit  de^r  Astronomie 
(S.  447  ff.)  den  jet^  evtdecktea  Planelen  Neptun  aus  eben  des 
Betrachtungen,  die  zu  seiner  Entdeckung  geuihrt  haben,,  schop 
«duindigt  Seit  längerer  Zeit  hatte,  er  alle  an(|eren  möglichen  Ep> 
fclärun^en  der  Anomalien,  die  Uranus  in  seinen  Bewegungen  zeigt» 
mit  seiner  gewohnten'  Gröndlichkeit  untersucht,  und  war,  nachden 
er  «e  am  Ende  als  ungenügend  erkannte,  im  Begriffe,  den  Weg» 
der  zum  Ziele  geführt  hätte,  einzuschlagen ,  als  zunehmende  Kr|^ncr 
lichkeit  und  angestrengte  Arbeiten  mit  einem  neuen  vortrefflichen 
Meridian  -Instrumente  von  Re  p  s  o  I  d ,  denen  er  sich  ohnerachtet 
seiner  Kränklichkeit  unterzog,  ihm  eine  der  glänzendsten  Ent- 
deckungen» für  die  er  so  viel.gethan  hatte,  .In  dem  Augenblicke 
entrissen ,  in  dem  er  seine  Hand  nach  dem  Preise  ausstt ecken 
durfte.  Die.  fiir  diese  Untersuchungen  von  seinem  talentvollen» 
auch  schon  verstorbenen  Schüler  Flemming  mit  der  äusserst«!! 
Schärie  gemachten  Beductionen  der  Uranusbeobachtungen,  deren 
Bessel  S.  452.  erwähnt,  :iverden  in  den  Astronomischen  Maek* 
richten  erscheinen,  und  den  jE^nst  zeigen »  mit  dem  Bessel  aeiue 
Nacbforsohungen  unternahm. 

.  Naturwissenschaftliche  Abhandlungen,  gesammelt 
und  durch  Subscription  herausgegeben  von  W^ilh^lm 
Haidinger.  Erster  Band.  Mit  XXII.  Tafeln.  Subscrip- 
tionsjahr  vom  1.  JuU  1846  bis  1.  Juli  1847.  Wien.  1847. 
gr.  4^    Preis  15  Fl.  C.  M.    Ausgegeben  am  13.  Aug.  1847. 

Schon  in  Nr.XXXVU!  S.  542.  hatten  wir  die  Freude,  zugleich 
nüt  der  Nachricht  von  der  Stiftung  einer,  freien  naturwIsaeiiMhaft- 
liehen  Geselkohaft  zu  Wien  einen  Theil  4er  von   dieser  Gesell* 
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Beri4|te  abei  ihr«  V#riiMi«oiigpi|^ 
zeigen.  Eine  noch  grossere  Freude  wird  iin$  Jetzt  za  Tmik,  mden 
wir  im  Begriff  sind-,  den  vor  Kurzem  an  uns  gelangten  ersten 
Band  der  im  Namen  dieser  '  Gesellschaft  von  Herrn  Berrrath 
Wilhelm  Uaidinger  herausgegebenen  natunvi^scnschaftlichen 
Abnandlungeti  anzuzeigen.  Leider  verstatten  uns  die  Gränzen  des 
Literarischen  Berichts  nur  die  Angabe  des  Inhalts  dieses  pracht- 
voll ausgestatteten  Bandes;  die  Leser  des  Archivs  werdevi  aber 
daraus  ersehen ,  dass  fast  kein  TheiJ  der  Natormssenschaft  teer 
ausgegangen  und  seihst  auch  die  Mathematik  mit  einer  sehr  scho- 
nen und  wichtigen  Abhandlung  bedacht  worden  ist,  so  das«  eft 
schwerlich  eine  natur^^-issenscbaftliche  Gesellschaft  geben  mochte, 
welche  sich  einer  gleichen  Mannigfaltigkeit  ihrer  Verhandlungen 
rflhmen  durfte.  Gewlsti  \nrd  aber  eben  diese  grosse  Manninai- 
ttgkeity  durch  welche  jedoch  der  Gründlichkeit  in  keiner  \^ise 
Abbruch  gethao  worden  ist,  das  beste  Mittel  sein,  diese  natar- 
wissenschaftlichen  Afohandümgen ,  wie  sie  in  hohem  Grade  ver- 
dienen, in  einem  möglichst  grossen  Kreise  zu  verbreiten;  denn 
der  Naturforscher  wira  diesell^n  hinliino  eben,  so  wenig  wie  der 
filallieniatiber  entböbren  kOnnen^  wehei  wir  l^eittafig  noch  erwiib« 
den  wollen,  dass  auch  die  spSitern,  im  Archive  noch  Jiiehl;  ang«- 
seigi^n  Berichte  der  Cieseilscnaft  manehe  sehr  schatzbare  pnalfce- 
tnatisclie  Bemerkuageu  enthaltet,  auf  welche  wir  in  iiseni  der 
fblgettden  Hefte  unserer  Zeitschrift  ülie  Leset-  derselben  Aoeh  bo- 
sondehs  aufneiksam  machen  W4$rden.  Der  Inhalt  deb  ana  vorlie- 
genden'  Prachtbaiides  iet  miD  folgeükder: 

f.  Heber  den  Pleoehroismifs  -  des  Amethv^sts.  Von  Wi  I  h  e  I  m 
Bai  ding  er.  -^  II.  Neue  Arten  von'' Amcbniden  des  k.-k.  Mo- 
Histimsy  besdyriehen  und  mit  Bemerkungen  ^(iber  verwandte  Formen 
begleitet  von  Dr.  frledr.  W.  Re!sHh  -^  III.  Ueber,  die  Cepha- 
Ic^oden  des  Muschelmamors  von  Bleiberg  in  Kfinilhen»--  -voa 
Pranz  Ritter  f.  Hauer.  -^  IV.  Oeber  Endophyten  der  Pflan- 
^nselle.  eine  gesetzmässige,  den  Samenfaden  oder  hewi^iehen 
8{nrütlfasem  analoge  Erscheinung.  Von  Siegfried  Reiesek.  «— 
V. '.  Mu9cernm  fVöndosoruni  speeies  nova»  h^alictenses  j>rofei*t  Coa- 
vmM  amicorcrm  scientlae  naturalii»  Hyacinthas  ^Strsetale 
Löbarzewski.  —  VI.  Ueber  die  Pseudomorphosen  nach  Stein- 
eiilz.  Vo4k  Wlllieim  Haidinger.  -  VIL  Der  Aspaaiettth  als 
Pseudomorpho^e'  nach  Cordierit,  nebst  Bemerkungen  aber  Meist 
lUerphiernui.  Von  Wi4helm  Haidinger.  —  Vfll.  Geber  die 
aiafelstfirme  hi  Steiermark  am  1.  JuK  1846.  Von  Gearg  OOth. 
•^  IX.  Ueher  den  Hauerit»  eine  neue  Mineralspeeffes  ana  der 
«hrdnung  der  Blanden.  Von  Wilbelta  Haidiager.  —  X.  €be- 
Miedie  Analyse  des  Hauerlt«.  Von  Adolph  Patera.  •*-' XL  Ueber 
Caprina  Part^chii ,  eine  neue  Bivalve  aus  den  Gosaoaebichten  der 
usterreichischen  Alpen.  Von  Franz  Ritter  von  Hauer.  — 
'Xtl.  Die  Erscheinungen  der  Ebbe  und  Fluth  unter  detri  Einflüsse 
der  Rotation.  Von  V.  Streffleur,  k.  k.  Hauptmann  und  Pro- 
fessor. *-  Xin.  Ueber  das  Schillern  von  Krystallflächen.  Von 
W  i  1  h  e  I  m  H  a  I  d  i  n  a  e  r.  -^  XIV.  Ueber  die  beiden  Arten  Cepha- 
läspis  Lloydii'und  Lewisii,  Agassiz,  und  einige' diesen  ztinScfast 
atebende  Scbalenreste.  VeoPcctflDr.  Rudolph  Knarr.  ^  XV.  Ueber 
die  Kryatallform  dea  LazuKths.  Von  Kai^l  Prüfer.  •**-  XFI.  la- 
tiBgratk>n   der   Differeatial^GleidiaDgen  von  lioearer  Form.    Von 
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RmtaMv  JM«(ih  «etsvak  (Efaiew^tf  liufei!HHilklid.AJ^aii*Mg, 
4te  Roefa  fovtgesetzt  «werden  mII.)  ^  XVII.  ^N^ue  CephlüiipohlM 
«HS  dem  rothen  Marmor  von  Aassee^  Von  Fr«AB  Ritter  Vau 
Hauer.  -^  XVIII.  Bestibreibong  einiger  Oxynria- Arten.  .  VonuDr. 
Karl  B.  Hammersebroidt  ^  XIX.  GeognosfiBcbe  Sldaze  ddr 
Geeend von Kremeite.  Von  Johann  von  Pettico.-  —  XX.  Uebdr 
Dolomit  ond  «eine  kfinstlicbe  DaMieilinis  aus  KaÜBsteiB.  .  Voa  A. 
▼  on  Morlot.  —  XXI.  Meteotolfwlachä  Beobachtungen  wfilur^ftd 
^es  dreifidcbentlkhen  ,  Wintemufenitfaaita  auf.  dem  j^ac^^teinge- 
biige  *).  Von  Friedrl^  Simony.  ~  XX|I.  Uebnrden  J^M|- 
arsenikglaots  (QersdortUt)  von  Schladming  in  Steiermark  und  Tön 
Prackendorf  in  ^bernngam.  Von  A.  Lowe»  k»  k.  C^eneraM^ianq* 
und  QaoptnifinzamtS'Probirer.  --  XXUI.  Ueber  die  Foaifilieii  Top 
Korod  in  Siebenbürgen»  Von  Franz  Ritter  von  Hauer.  **- 
XXIV.  Ueber  die  Brachiopoden  der  siluriscben.  Schiebten  top 
Böhmen,    Von  Joachim  Barrande. 

Die  XXII  fliesem  Bande  beigegebenen  Tafeln  sind  «ehr  eeh^n 
aasgefibrt. 

Wir  wünschen  äcbliesslicb ,  dasa  der.OEifer  der' poselUcl^aft 
und  des  berühmten  Herausgebers  dieser  i^aturwissanschaftUcb^ 
Abhandlungen  durch  den  erfreulichsten  Fortgang  des,»^  treflfiicb  m- 
gonnenen  Unternehmens»  niit  welchem,  die  neu  eestittete  (jl^sell- 
Schaft  auf  eine  hucbat  aphtbare  Weise  in  die  Reibe  der  so  vi^Imi 
schon  bestehenden  naturwissenschafdichen  Vereine  getreten  iak, 
reichlichst  belohnt  werden  möge»  und  werden  jederzeit  durch  un- 
sere Literarischen  Berichte  nach  Kräften  dazu  beizutragen  /suchen,  . 
däss  demsetben  ein^  möglichst  grosse  und  weite  Verbreitung  ge- 
sichert  werde. 

The  Amerfcan  Journal  of  sience  and  arts.'  Obrid^uc* 
(ed  by  Professors  B.  Silliman  and  B.  Sillimän^  Jr.,k^A 
James  D.  D^na.  Second  Serles.  New-Haven,  (BIJ'b. 
Iriterar:  Ber.  Nr.  XXXVII.  S:  543.) 

Vol.  IIL  No.  0.^  May»  1847.  On  the Helations  wbich  !exist 
between  the  Phenomena  of  Erratic  Blocks  in  .^orthero  Euiqpe 
and  tbe  Elevations  of  Scandinavia;  byM..Desor.  -r-  ÖntheAm^- 
IvBis  of  tbe  Oat;  by  Prof.  John  Pitkin  Norton«  «r-  On  Prep 
Electricity;  by  Robert  Hare»  M.  D.  -^  On  Zoophytes»  Nb.  V^; 
by  Jame9  D.  Dana.,—  Notices  of  Koocdistan.  j  Hot  Sulphpr 
Sprin^^  Manna»  Mines  of  Lead»  Sulphur  and  Orpinvent,  Rof^k  &Mt 
4nd  Saline  Sprii^«»  Ruins ». etc. ^  derived  cbiefly  from  tbe  ietteis 
of  Rev»  A.  a  AVright,  M.  .J[).,.,pf.  the  Mission  of  tbe  A.B.C.F.M^ 
at  Orooraiab»  Persia^  .  conununicated.  by  Oliver  P.  Uubbaicd« 
M.  D.  —  Caricography ;  by  Prof.  C.  Dewey^.M-.D.  —  On^N^w 
Metai»  Pelopium»  contained  in  the  Bavarian  Tantalite;  hy  Prof. 
H.  Rose.  —  Termination  of  the  Palaeozoic Period »  and  Coromen- 
cement  of  the  Mesozoic;  byD.  D.  Owen»  M.  D.  —  Glycocoll 
(Gelatine  Sugar)  and  some  of  its  Products  of  Decomposition ;  by 
E.  M.  Horsford..—  Odgin  of  the.  Grand  OuSine  Features  of  tbe 


.*)  Der^94&3  Wmml  Vfsm  hohe  Cränskaeten  Occterrefokt« .  SMibtti^ 
I  Stalomarka«'  •    .  .  -    •  .:ii.'  -  •     .     .  /  .1/ 
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fiarfh;  by  Jarnos  D.  Da«a^  -  Note»  oit  tie  Alfae  of  Um  Uai- 
ted  States;  by  Prof.  J.  W.  Balley.  --  A  few  KAmarks  on  die 
Silariao  ClassUieatioD ;  by  Sir  RoHerick  Impey  MorcbisoD» 
G.aSt.S.,  F.R.S.,  etc.  —  Hydrate  öf  Nickel ,  a  New  Mineral; 
by  Pror*  B.  SiUiman,  Jr.  —  Oii  Cupellation  witb  the  Blowpipe; 
by  Wni.  W.  Mather.  ~  On  the  Variation  of  a  Differeotial  üoef- 
ftcient  of .  a  Function  of  any  namber  of  Variables ;  by  Prot  A.  D. 
Stanley«  ^^  Scientifc  Intelltgenee. 

Vol.  rV.  No.  10.  Jttly,  1847.  On  Terrestrial  Magnetism; 
by  Prof.  William  A.  Norton.  —  General  Creological  Dlstribation 
and  probable  Food  and  Climate  of  the  Mamnioth;  by  Prof.  R. 
Owen.  —  Note  unon  Carexioüacea,  Linn.,  and  G.  graciHa ,  Ehrh.; 
by  A,  Gray.  —  Description  of  Three  New  Carices,  and  a  New 
Specles  of  Kbynchospora ;  by  John  Carey.  —  Obeervationa  en 
the  Whirlpool,  and  on  the  Rapids,  below  the  Falls  of  Niagara; 
by  R.  Bake  well.  —  On  certaia  Improvements  In  the  Constroc- 
tton  and  Supply  of  the  Hydro -oxygen  Blowpipe,  by  which  Rho- 
dium, Iridium,  or  the  Osmiuret  of  Iridium,  also  Platinum  in  the 
large  wa^,  have  been  fused;  by  Prof.  Robert  Hare,  M.  D.  — 
Description  of  Two  New  Species  of  Fossil  Footmarks  found  in 
Massachusetts  and  Connecticut,  or,  of  the  Animals  that  inade 
them;  by  Rev.  Edward  Hitchcock.  —  Glycocoll  (Gelatine  So- 
gar) and  some  of  its  Products  of  Decoraposition;  by  Prof.  E.  N. 
Horsford.  (continued^  —  Ob.  the  Potato  Disease.  —  Report  on 
Meteorites;  by  Prof.  Charles  Cpham  Shepard.  —  A  General 
Review  of  the  Geological  Effects  of  the  Earth's  Cooling  from  a 
State  of  Igneous  Fusion;  by  James  D.  Dana.  -—  Review  of  the 
Organic  Cbemistry  of  M.  Charles  Gerhardt;  by  T.  S.  Hunt 
—  Scientific  Intelligence. 

Yoi^  IV.  Na.  U.  September,  1847.  On  the  Destmction 
.and  partial  Reproduction  of  Forests  in  British  North  America;  by 
John  William  Dawson,.Esq.  of  Pictou.  —  Review  of  the  Or- 
ganic Cbemistry  of  M.  Charles  Gerhardt;  by  T.  S.  Hont 
(concluded).  —  On  the  relative  Age  and  Position  of  the  so-called 
Nummufite  Limestone  of  Alabama;  by  C  Lyell,  F.  R.  S.  and 
V.  P.  G.  S.  —  Notice  of  some  recent  Additlons  to  our  Knowledge 
of  the  Magnetism  of  the  United  States  and  its  Vicintty;  by  Prof. 
Elias  Loomis.  ,—  On  the  Trap  Tuff,  or  Volcanic  Grit  of  the 
Connecticut  Valley,  with  the  beanngs  of  Its  bistory  upon  the  age 
of  the  Trap  R^ck  and  Sandstöne  generally  in  that  Valley:  bv 
Rev.  Edward  Hitchcock.  —  On  Terrestrial  Mainietism ;  byProil 
William  A.  Norton  (concluded).  —  Notice  of  Dr.  MantelFs  Isle 
of  Wicht  —  Seventeenth  Meeting  of  the  British  Association  for 
the  Advancement  of  Science.  —  Theory  of  Transit  Corrtections ; 
by  Enoch  F.  Barr.  —  Scientific  Intelligence. 


B  6  r  i  ch  t  i  g  u  n  g. 

Eb  iit  nbertehen  worden,  die  beiden,  dem  dritten  Hefte  dieses 
sehnten  Theils  des  Archivs  bei  gegebenen  ,<  xn  der  Abhandlung  des  Ui^rm 
Deetdr  Wolferst  Ueber  strenge  and  gelinde  Winter  (ThI.  X. 
Nr.  XX\I.)  gehörenden  lithographlrten  Tafeln  mit  A,  und  B.  snbeseich- 
nen.  Die  geehrten  Besitser  des  Archivs  werden  gebeten,  diesen  Mangel 
zn  ergänsen. 
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